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Vorwort 


Indem  wir  den  ersten  Band  des  neugestalteten  Archivs  der 
Mathematik  und  Physik  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergebeu,  können 
wir  nicht  umhin,  unseren  Mitarbeitern  den  Ausdruck  mueros  Dankes 
ni  übermitteln.  Hervorragende  Matbemi^iker  der  Gegenwart  haben 
uns  die  Früchts?  ihrer  Untersuchungen  zum  Abdruck  gesandt;  neben 
Nord-  und  Süddeutschland  haben  sich  England,  Frankreich,  Japan  und 
Osterreich  beteiligt,  fast  sämtliche  Gebiete  der  Mathematik  sind  yer- 
treten:  Algebra,  Arithmetik  und  Analyaie,  analytische,  darstellende 
und  sjnthetiBche  (loometrie,  Kinematik^  Dynamik  und  mathematische 
Physik.  Mit  Genugthuong  verzeichnen  wir  die  Thatsache^  dafe 
Charles  Herrn ite  uuerer  Zeitschrift  ein  besonderes  Interesse  ent- 
gegengebracht hat:  seine  letzte  Arbeit  ziert  den  Torliegenden  Band. 

Wir  ergreifen  diese  Gelegenheit^  nm  an«ili  an  dieser  Stelle  auf 
einige  Erginzuogen  hinzawelsen,  die  unser  Vngctnan  inzwischen  ei^ 
fahlen  hat. 

Eine  derselben  liegt  nach  der  pfiysikaUschm  Seite  hin.  Aufser 
mathematisch-physikalischen  Untersuchungen,  die  auch  schon  früher  in 
dieser  Zeitschrift  vertreten  waren,  sind  wir  ^em  bereit,  solche  Arbeiten 
aufzunehmen,  welche  im  Yordeigrund  stehende  Fragen  der  expesimen* 
teilen  Physik  von  neuen  Gesichtspunkten  aus  beleuchten.  Von  dieser 
Art  bietet  der  vorliegende  Band  zwei  Abhandlungen.  Für  die  nächsten 
Heile  sind  wir  in  der  Lage,  unseren  Lesern  weitere  Beitrage  aus  der 
Feder  bekannter  Physiker  in  Aussicht  zu  stellen. 

Andere  Ergänzungen  beziehen  sich  auf  die  Rubrik  „Vermischte 
Mitteilungen''.  Hier  haben  wir,  vielfach  ^ellulserten  Wünschen  ent- 
sprechend, einen  fßprechsaal  für  die  EneykU^pädie  der  mathemcUisciien 
Wissenschaßm**  eingerichtet,  wo  die  ans  dem  Leserkreis  einlaufenden 
Berichtigungen  und  Ergänzungen  zu  den  erschienenen  Heften  der 
Encyklopadie  Platz  finden  sollen. 

Selbstverständlich  werden  wir  gern  bereit  sein,  diesen  Sprechsaal 
sach  auf  andere  Erscheinungen  der  mathematischen  und  physikalischen 
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Litteratur  aiLszudelmeu,  falls  uus  diesbezügliche  Wünsche  geäufsert 
werden  sollten. 

In  der  Rubrik  „Auigaben  und  Lehrsätze"  wulleu  wir  nicht  blofs 
Auf^;abeu  uaJ  Lehrsätze  geben,  deren  LösiuiLCrii  i)n  Archiv  zum  Ab- 
druck gelangen,  auch  Probleme  mit  näherer  ilugabe  der  Behandlung 
( Sujets  d'etude)  sollen  gestellt  werden  als  Gegenstand  längerer,  selb- 
ständiger Arbeiten.  Ein  Beispiel  dieser  Art  findet  sich  uuttr  den  Auf- 
gaben dieses  Bandes.  Ebenso  sollen  in  Zukunft  die  Preisfragen  von 
Akademieen  und  geleiuttiu  Gesellschaften  an  dieser  Stelle  mitgeteilt 
werden. 

Alle  diese  Verändenni^i^]!  wären  nicht  möglich  gewesen  ohne  die 
weite  Umsicht  und  düs  lliatkräftige  Interesse,  welches  die  Verhigsiirmu 
B.  G.  Teubner  dem  Archiv  entgegengebracht  hat 

£.  Lampe.   W.  F.  Meyer.   B.  Jahnke. 
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8.   71  ist  in  der  Defimtionsgleiciiuiig  l'ür  i^^^^^^  tüe  PoUtuz  j:^"^"  durch  x^y" 

10  enetven. 

„  7S  ift  in  Gl.  <a)  der  Biuhatabe  ^  durch  Ji  sa  «netMO. 

„  ISl  kt  in  OL  (10)  der  Nenner  durch  (B(«))%  so  cnetMO. 

„  171  letzte  Zeile  ist     durch      zu  ersetzen. 

„  173,  Anm.  1)  sind  in  der  vierten  Zeile  Ql  "  doreh       G^"  duch  <7|,  r^"  dnrcb 

jTf  zu  ersetzen. 

17«  ist  die  Gleichung  t\  +  F,  _  F,  durch  +  F,  -|-  F,  ^  0  w  enetaen. 
„  180  find  in  der  ertten  OL  <19)  a^,     durah     bnr.  y^,  in  der  iweiten 

durch      bzw.      zu  eraetzen. 
„  181.  Zeile  1  ist  IV  durch  VI  zu  ersetzen 
„  184,  Zeile  9  ist  25.  XII.  durch  24.  XII.  zu  ersetzen 
„  186,  Zeile  8  ist  Elxpon^tiaUunktion  durch  „Zahl  e"  zu  ersetsen. 

t07  in  An^be  3,  7*  iit  ftuteUe  von  6*  so  leien  5*. 
„  907  lind  in  An%»be  10  die  Nenner  iq  der  Aigomenie  donili  t*  ta  erMteen. 
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Zur  Eiuflihruiig. 

Das  Aichiy  der  MatliemBliik  und  Physik  ist  1B41  toh  J.  A.  G-rnnsrt, 
der  Tor  seiner  Berafnng  auf  den  Lehrstuhl  der  UniTersität  zn  Gheifii- 
wald  xirSlf  Jshm  bag  Gynuissiallehrer  gewesen  wasr,  mit  besonderer 
Bficksieht  anf  die  BedfliMsse  der  Lehrer  der  höheren  üntemchta* 
tnstslten  ins  Leben  gerufen  worden,  nachdem  in  Frankreich  die  An- 
nales 6»  matfa^matiqnes  pnies  et  appliqq^  Ton  Gergonne  in  ihnlicher 
Torhildlicher  Weise  seit  1810  anrsgend  und  befrachtend  gewirkt  hatten. 
Nach  Ornnerts  Tode  (1872)  wurde  die  Leitung  des  ArchiTS  dem  als 
Mathematiker  wie  als  Plulosoph  gleich  rerdienten  Fh)f€SBor  B.  Hoppe 
ZQ  Berlin  anTcrlxant;  derselbe  hat  sich  bis  m  seinem  im  Jnni  dieses 
Jahres  erfolgten  Tode  bemUht^  im  Archiv  diejenige  Richtm^  inne  zn 
halten,  welche  durch  die  nnier  Grnnert  erschienenen  Bsnde  ge- 
geben und  durdi  den  Titel  Torgegeiclmet  war. 

Indem  wir  drei  Untetzeichnete  uns  zur  gemeinsamen  Herausgabe 
des  ArchiTS  vereinigt  haben,  wollen  wir  seinen  historisch  entstandenen 
Charakter  nicht  andern,  sondern  yiehnehr  versnchen,  ihn  aehaifer  ans- 
zapragen. 

Nadidem  die  Zeitschrift  fOr  Mathematik  und  Physik  (ScUomilch) 
den  bisherigen  Charakter  gelndert  nnd  die  Pflege  der  sngewandten 
Mathematik  in  den  Yordergnmd  gerückt  hat,  bleibt  das  ArehiT  das 
einzige  Organ  in  Deatschland,  welches  sich  nicht  blois  die  Erweitenug 
der  mathematischen  Erkenntnis,  sondern  auch  die  Yerbreitong  der 
Besnltate  mathematischer  Forschung  als  Ziel  steckt. 

Schon  unter  Grunert  und  Hoppe  wurde  so  nunche  wichtige 
wissensehaffliche  Entdeckung  duidi  das  ArduT  zur  allgemeinen  Kennt* 
nis  gebracht;  —  wir  erinnern  nur  an  die  grundlegenden  Seydewitz- 
lehen  Untersuchungen  aus  der  synthetischen  Geometrie  und  an  die 
bedeutenden  Arbeiten  von  Im  scheue  taky  Aber  die  Theorie  der  pax^ 
tiellen  DifTerentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Auch  wir  werden  uns 
freuen,  wenn  die  jetzigen  Mathematiker  dem  AzchiT  die  Frflchte  ihrer 
FoiBchung  zur  Yerdffmtlichung  flbergeben  wollen. 

Anhhr  dar  Iblbaawtlk  aaA  Plvalk-  m.  Seth«,  I.  1 
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Zur  Fesselung  eines  grÖfseren  LcBerkreises  sollen  aber  auch  solche 
Aufsätze  eingerückt  werden,  welche  die  Kenntnisnahme  und  ln^  Ver- 
ständnis der  neuereu  maihematisehen  Anschauungen  und  £utdeckungeii 
Termitteln. 

Da  femer  der  raatbematische  Unterricht  an  den  Hochschuieu 
(Umversitüten ,  teclmischen  Hochschulen  n.  s.  w.)  und  an  den  Mittel- 
schulen (Gymnasien,  Kealgymnasien,  Oberrealschulen  u.  a.  w.)  von  den  Er- 
gebnissen der  Forschung  beeinHuIst  wird,  so  werden  wir  gern  Artikel 
bringen,  welche  bezügliche  Fragen  in  wissenschaftlicher  Weise  beleucb- 
ten-  Doch  wollen  wir  hierbei  sogleich  bemerken,  dafs  lediglich  päda- 
gugiHche,  den  Mittelschulunterricht  betreffende  Gegenstände  ausge- 
Rchlosaen  bleiben,  weil  für  diese  in  den  Zeitecbriften  filr  Unterricht 
besondere  Or'^nne  bestehen. 

Die  Erwritrnmg  des  Programms  auf  die  Berücksichtigung  der 
Bedurlniäse  des  Hochschulimterrirhts  ist  dun  ii  die  Erwägung  veranlafst 
worden,  dafs  die  Shnliche  Ziele  verfolgenden  Nouvelles  Annales  in 
Frankreich  und  das  Giornale  di  Matematiche  in  Italien  ihre  Rlfite 
gerade  dem  Umstände  zu  verdanken  haben,  dai's  sie  die  studierende 
Jugend  zu  ihren  eifrigsten  Lesern  zählen  und  sehr  trüh.  zur  Mitarbeit 
zulassen. 

Anch  wir  emrhten  es  für  die  Erziehung  eines  fröhlich  schaffenden 
mathematischen  aNachwuchses  für  ersprielslich,  wenn  dem  auf  der 
Hochschule  sich  ausbildenden  Jünglinge  Anregung  und  Gelegenheit 
gegeben  wird,  eine  Zeitschrift  seiner  Wissenschaft  mit  Interesse  zu 
lesen  und  in  ihr  mit  eigenen  Arbeiten  vor  die  Öffentlichkeit  zu  treten. 

Um  zu  selbständigen  Arbeiten  anzuregen,  werden  wir  Aufgal  ^u 
zu  stellen  versuchen,  die  dem  Stoffe  des  HochRchuInnterrichts  ent- 
nommen sind,  und  bitten  die  Herren  Kollegen  um  reichliche  Mitteilung 
solcher  Aufgaben,  von  denen  ja  jeder  Lehrer  eme  gewisse  Anzahl  für 
seine  besonderen  Zwecke  auszubilden  pÜegt.  Die  Namen  der  Einsender 
richtiger  Lösungen  sollen  in  den  nächsten  Heften  veröffentlicht  werden. 
Bearbeitungen,  welche  sich  durch  Originalität  und  Eleganz  der  Dar- 
stellung auszeichnen,  sollen,  soweit  der  Platz  verfügbar  ist,  zum  Ab- 
druck gelangen.  Auch  für  die  Beantwortung  von  Anfragen  werden 
wir  versuchsweise  eine  Rubrik  eimrichten. 

Einen  wesentlichen  Bestandteil  des  Archivs  bat  immer  der  litte- 
rarische  Bericht  gebildet,  bestehend  in  Rezensionen  neuerschienener 
Schriften.  Derselbe  wird  in  etwas  abgeänderter  Form  beibehalten 
werden,  und  wir  werden  danach  streben,  durch  Heranziehung  geeig- 
neter Kräfte,  welche  das  zur  Besprechimg  kommende  Gebiet  beherrschen, 
eine  möglichst  sachgemafiM  Beurteilung  in  kons  ge&fisten  Artikeln 
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berheiziiführeu.  Dil  die  Zeitschritt  für  Mathematik  und  Physik  (Sehlö- 
milchj  von  jetzt  an  auch  in  ilirer  historiHcli-littprMriscben  Abteilung 
sich  anf  die  angewandte  Mathematik  eiuscliränkt,  wird  dieser  Teil  des 
Archivs  fUr  die  mathematUciie  Lesewelt  eine  erhöhte  Wichtigkeit 
erhalten. 

Wenn  wir  so  dem  unserer  Leitunjif  übergebeiieii  Arcliiv  neues 
Leben  einznAofsen  beabsichtigen,  so  verhehlen  wir  uns  hei  der  (Ijer- 
nahme  unserer  neuen  Pflichten  nicht,  dafs  viele  Schwierigkeiten  m 
überwinden  sind;  wir  hoffen  indessen,  dafs  uns  die  Mathemiitiker  der 
verschiedensten  Richtungen,  mögen  sie  mehr  produktiv  oder  mehr 
rezeptiv  wirken,  nach  Kräften  unterstützen  werden.  Indem  wir  (buch 
die  Mannigfaltigkeit  der  Gaben  den  verschiedenen  Geschmacksrichtungen 
gerecht  zu  werden  versuchen,  wollen  wir  vor  allem  die  Langweilig- 
keit und  die  EleinigkeitBkramerei  aas  dem  Archiv  Terbtumen,  weil  sie 
das  Interesse  töten. 

In  dem  Bewufstsein,  dafs  ein  einzelner  Herausgeber  nicht  imstande 
ist,  alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Gesichtspunkte  zu  übersehen,  sind 
wir  drei,  die  wir  einzeln  der  Lehrerschaft  einer  UniTersität^  einer  tech- 
nischen Hochschule  und  einer  Oberrealsehole  angehören,  zusammen- 
getreten, um  aus  den  besonderen  Erfahrungen  heraus  alles  beizutragen, 
das  Archiv  ans  seiner  im  neunzehnten  Jahrhundert  ausgebildeten  Ge> 
etalt  in  diejenige  umzuwandeln,  welche  das  zwanzigste  mit  seinen  neuen 
Aufgaben  fordert,  und  deren  Lebensfähigkeit  in  dem  Kampfe  mn  das 
Dasein  an  eiproben  isi. 

Den  uns  erwachsenden  Aufgaben  sehen  wir  um  so  hofifnunga- 
freudiger  entgegen,  als  wir  überzeugt  sind,  dals  die  Verlagsfinna 
B.  6.  Teubner,  in  deren  Besitz  das  Archiv  übergegangen  ist,  sowohl 
den  Willen  als  auch  die  Kraft  hat^  alle  zweckdienlichen  Einrichtongen 
aa&  beste  an  treffen. 

Als  geschäftsfahrender  Kedaktenr  wird  der  mitunterzeichnete 
Dr.  Jahnke  wirken;  an  ihn  oder  an  die  Verlagshandlong  bitten  wir 
besonders  die  za  bespreclienden  Dmckschriften  einsnaenden. 

DesembttT  1900. 

Dr.  E.  Lampe,  Dr.  W.  Fr.  Meyer, 

Geheimer  BegiemngBrat ,  FrofenorderUnivenitfttKönigabergLPr. 
Pkoftnor  der  KfinigL  Tecba.  Hochschule  Hitfeeltmgfaeim  61. 

BeriinW.  86,  EiirfBtstettsfeialae  189. 

Dr.  B.  Jahnke, 

Obmrlshser  der  Friedrichs  -  Werderschen  Obemuiliehiile 
Berlin  W.  16,  Pariseratrabe  66. 
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Naeliraf  für  Reinhold  Hoppe. 

Von  E.  Lampe  in  Berlin. 
Am  den  Veriiaiuülaiigeii  der  Dentsehen  FliyBikAlisehen  GeRellscbaft  H,  p.  18S— 201. 

Mit  eiueiu  liildui»  K.  Hoppes  m  Lichtdruck. 

Ernst  Beinhold  (lleginhald)  Eduard  Hoppe  wurde  za 
Naumburg  an  der  Saalo  am  18.  November  1816  geboren  als  Sohn 
des  Dompredigers  Ernst  August  Daiiketrott  Hoppe  und  seiner 
Ehefrau  Friederike  Wilhelmine,  geb.  Nitzsch,  der  Schwester  des 
Theologen  Karl  Immanuel  Nitzsch;  er  gehörte  also  von  väterlicher 
und  von  mütterlicher  Seite  her  bekannten  und  hochgeachteten  Ge- 
lehrtenfkmilien  an.  Unter  den  elf  grofs  gezogenen  Kindern  des  P£ur- 
hanses  war  er  das  sechste,  von  den  vier  Brüdern  der  dritte.  Sein  um 
Tier  Jahre  älterer  Bruder  Karl  war  der  Gründer  der  bekannten 
Maschinenbauanstalt  und  Eisengiefserei  zu  Berlin;  der  nm  awei  Jahre 
ältere  Bruder  Ernst  war  Oberförster,  und  der  um  neun  Jahrs  jüngere 
Bruder  Felix  Hoppe-Seyler  Chemiker  und  Physiologe,  Professor  an  der 
Universität  Strafsburg.  Zweimal  wecliselte  die  Familie  noch  ihren  Wohai- 
sitz;  bald  nach  der  Geburt  des  kleinen  Reinhold  zum  Superintendenten 
in  Freiburg  an  der  Unstnit  befördert,  siedelte  der  Vater  nach  dieser 
Stadt  über,  später,  am  Anfange  der  dreifsiger  Jahre,  in  gleicher  Stellung 
nach  Eisleben.  Dort  starb  jedoch  bald  nach  dem  Einzüge  in  die  neae 
Stadt  die  Mutter  (19.  Febr.  1832),  einige  Jahre  darauf  der  Vater 
(10.  Okt  1835);  mit  neunzehn  Jahren  war  Beinhold  also  des  Vaters 
und  der  Mutter  beraubt  Zuerst  auf  dem  Gymnasium  in  Eisleben  Tor- 
gebildet,  genofs  er  spater  der  Wohltbat  des  Unteiriehtes  auf  der 
Landesschnle  Pforta»  und  asoletzt  besuchte  er  das  Gymnasium  in  Greift- 
wald,  wo  seine  an  den  dortigen  Superintendenten  und  Prof.  Karl 
Vogt  Termalilte  Schwester  Laura  lebte.  Mit  dem  Zeugnis  der  Beife 
des  Greifswalder  Gymnasiums  vom  30.  August  1838  Tersehen,  bezog 
der  zweiundzwanzigjalirige  Abiturient  zunächst  die  UniTersitit  Kiel  auf 
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zffti  Semester;  die  beiden  folgenden  Semester  studierte  er  lu  (.ireifswald, 
die  letzten  drei  in  Berlin,  wo  er  am  24.  März  1H42  sein  Abgangs- 
zeugnis nahm.  Die  Neigung  zur  Beschäftigung  mit  der  Mathematik 
soll  bei  ihm  früh  durch  seinen  älteren  Bruder  Karl  geweckt  sein,  der 
ihn  schon  in  seinem  zehnten  Lebensjahre  in  die  Geheimnisse  der 
Quadrat-  und  Kulnkwur/elausziehung  einweihte. 

Nach  der  Beendigung  der  Studienzeit  wandte  sich  Reinhold 
Hoppe  der  Lehrthätigkeit  zu.  Das  Probejakr  erledigte  er  am  Gym- 
nasium 7A\  Greifswald  von  Michaelis  1842  bis  1843.  Von  Ostern  1846 
big  Mirliiiclis  1841*  uiilim  pt  pItic  Stelle  als  Lehrer  an  der  Erziehungs- 
anstalt zu  Keilhau  au,  in  vM-lcher  die  Froebelschen  Grundsätze  der 
Erziehung  zur  Anwenduiii^  gebracht  wurden.  Von  Michaelis  1841J  bis 
1HÖ3  versuch er  sii  h  ah  Lehrer  am  EöIInischen  Realgymnasium  zu 
Berlin,  das  zu  jener  Zeit  unter  dem  Direktor  August  in  hober  Blüte 
stand.  \Vä)ir»'n(i  dieser  Zeit  erwarb  er  sicli  au  der  Universität  Halle 
den  Dokturluit  am  25.  November  1*^50.  Da  h>emer  Unterrichtsarbeit 
ilcr  wüiisrheuswi'rto  Erfolg  nicht  enthpiarh,  aulserdeiu  ßeiue  Forscher- 
iiatur  nach  einer  freieren  Tliiitigkeit  drängte,  habilitierte  er  sich  1853 
als  Pnvatdozeut  für  Matlieniatik  au  der  Berliner  Universität.  Noch 
einmal  vertauschte  er  den  Hörsaal  der  Universität  mit  den  Klasnen 
tmes  Gymnasiums,  als  er  von  Ostern  IHfjS  big  1859  eine  Lehrstelle 
am  Gymnasium  /n  (4I<Hjr!iu  übernahm.  Alier  aueh  dieses  Mal  versagte 
"eine  Natnr  gegenüber  il-  n  Ansprüchen  der  Schule,  und  kelirte  er 
deim  18Ö9  au  die  Berijner  Universität  zurück  und  gehörte  ihr  von 
da  an  ohne  Unterbrechung  als  Privatdozent  hin  zu  seinem  Tode  im 
Sommer  1900  an.  Schon  bei  seiuer  Habilitation  im  Jahre  1853  hatte 
er  sich  um  die  Lehrbefugnis  für  Philosophie  beworben,  ohue  sie  aber 
zu  erlangen.  Ein  zweites  Gesuch  vom  Jahre  187(>  hatte  keinen  besseren 
Erlol^';  seinem  im  Jahre  1871  erneuten  Antrage  wurde  dann  endlieh 
üui"  energisclie  Befürwortung  von  Trendelenburg  Folge  geü-ebeu.  Den 
Charakter  als  Professor  erhieit  er  ISTO. — -Nach  dem  Toiie  (rrunerts 
1872  wurde  ihm  die  Redaktion  des  Areliivs  der  Mathematik  und 
Physik  anvertraut,  eine  Thätigkeit,  die  ihm  hohe  Befriedigimg  gewährte, 
weil  dadurch  seine  Existenz  in  mehr  als  einer  Beziehung  einen  Halt 
gewann,  und  weil  er  damit  die  Gelegenheit  erhielt,  in  einer  seiner 
Natur  zusageudeu  Art  durch  Öffnung  des  reichen  Schatzes  seines 
Wissens  nach  aufsen  zu  wirken.  Die  Pflicliteu  dieser  Schriftleitnnix 
hat  er  bis  zu  seinem  Tiule  am  7.  Jimi  1900  im  Alter  von  83V3  Jahren 
treu  erfrillt.  Der  Königliclien  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  T^p- 
s&la  gehörte  er  als  ordentliches  Mitglied  au.  Dies  sind  die  Daten  für 
den  Qaog  «eines  Lebens. 
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Die  wisscusehHltliche  IVoduktion  des  Verschiedenen,  die  sich  über 
einen  Zeitraum  von  .'jö  Jahren  erstreckt,  ist  eine  überaus  reiche  und 
vielseitige  gewesen.  Er  war  eben  nicht  ein  einseitiger  Mathomatiker, 
sondern  sein  (ieist  unis])auute  iiehen  alU'ii  Gebieten  der  Mathenuitik  die 
Physik,  die  rhiiosophi»»,  die  Sprachfof soliung  nnd  snchto  Erholunir  in 
der  Ausübung  der  Musik;  endlich  versenkte  er  sicli  als  echter  Sühn 
eines  evangelischen  Pfarrhauses  {))iilosophisch  in  l  *'  l>*t'/,ten  Fragen 
der  Bezielumgen  des  Menschen  zu  Gott.  Was  alle  seiue  Scliriften 
kennzeichnet,  ist  die  Selhständiiikeit  und  Ehrlichkeit  seines  Denkens; 
überall  leuchte  t  ein  abgesciil  '^■^t  ues,  tertiges  Wesen  hervor,  das  in  sich 
Genüge  gefunden  hat.  Mag  der  Leser  sich  auch  nicht  mit  ihm  in 
Übereinstimmung  befinden,  so  nötigt  der  tiefe  Emst,  mit  dem  alle 
P'ragen  behandelt  sind,  Achtimg  vor  einem  Geiste  ab,  der  nach  Innu»  i 
und  unablässiger  Gedankenariieit  eine  in  sich  ruhige  und  i)elnedigte 
Klarheit  errungen  hat  und  im  ^^«it/e  emer  nicht  mehr  zu  erschüttern- 
den Überzeugung  eine  oft  schneidende  Kritik  übt. 

Gehen  wir  zunächst  auf  die  matliematischen  Schriften  em,  so  er- 
regt die  blofse  Anzahl  derselben  Hewundening.  im  Archiv  der  Mathe- 
matik hat  H(>]ipe  rund  I?(M>  Originalartikel  veröffentlicht;  dazu  treten 
etwa  50  matiiematische  Aufsätze  in  anderen  Zeitschriften,  ferner  vier 
selbständig  erschienene  Arheiten.  Wenn  man  auch  aus  den  Veröffent- 
lichungen im  Archiv  viele  kleinere  Notizen  aussondert,  die  augen- 
scheinlich häutig  zur  Füllung  eines  Heftes  geschriehen  sind  und  den 
Vorlesuugsheften  entnommen  sein  UK'igen,  so  bleiben  immer  noch  genug 
übrig,  deren  Inhalt  in  der  einen  oder  anderen  Hinsicht  heachtungswert, 
ja  bedeutend  ist.  und  auch  jene  kleineren  Artikel  tragen  in  vielen 
Wendungen  das  (Gepräge  eines  ursprünglich  schattenden  Geistes.  Aller- 
dings ist,  besonders  in  der  sjiäteren  Zeit,  nicht  immer  hinreichend 
darauf  Rücksicht  genommen,  ol)  die  nämlichen  Gedanken  nicht  auch 
schon  von  anderen  Forscliern  oder  gar  vom  Schreiber  selbst  aus- 
gesprochen waren.  Bei  den  Arbeiten,  die  dem  höheren  Alter  Hoppes 
angehören,  liegt  es  nahe,  eine  Entschuldigung  für  ein  derartiges  ^  er- 
fahren in  zunehmender  Gedächtnisschwäche  zu  suchen:  doch  dürfte  der 
tiefere  Grund  anderswo  liegen.  Nachdem  er  bis  gegen  sein  vierzigstes 
Lebensjahr  hin  gearbeitet  hatte,  um  eijien  f«  sten  Standpunkt  in  semen 
wissenschaftlichen  Anschauungen  zu  gewinnen,  beschränkte  er  sich  von 
dieser  Zeit  an  im  wesentlichen  darauf,  seine  eigenen  Forschungen  an- 
zustellen, und  er  berücksichtigte  dabei  kaum  noch  die  grofsen  Ent- 
deckungen, die  in  der  zweiten  Hälfte  des  Jahrhunderts  von  anderen 
Forschern  gemacht  wurden.  Hauptsächlich  durch  das  »Studium  der 
Arbeiten  Jacobis  benuigebildet,  blieb  er  auf  diesem  Boden  stehen. 


Digitized  by  Google 


Kacluuf  für  Eeioliold  Hoppe. 


7 


mi  BOgir  d«r  ihm  Mhr  wolil  gesiimie  Dirielildt  maehte  ihm  bezfig- 
fick  aner  Miner  Arbeiten  Aber  Bydrodynamtk  schon  1853  den  Vor- 
wurf, der  Yei&wer  besitze  keine  Tolk&idigo  Keontnie  von  den  xahl- 
leiehen  in  der  letzten  Zeit  fiber  die  Integration  der  Laplaceschen 
Diffinrentialgleichoug  anteraommenen  Axbeiten.  L^em  er  rieh  eo  frfih 
schon  in  seine  Gedanken  einspann,  bewahrheitete  er  drai  vom  alten 
Goethe  zur  Abwehr  geschriebenen  Anssprach:  „Eilt  aber  £e  Banpe 
lieh  einzospinnen^  nicht  kann  sie  mehr  Blättern  Geschmack  abgewinnen." 
Als  Einsiedler  der  Wissenschaft  lebend,  kümmerte  er  sich  nm  die  Vor- 
gänge auf  dem  Gebiete  seiner  Hanptwissenschaft  zuletzt  so  wenig,  daTs 
ihm  die  Namen  mancher  der  berühmtesten  zeitgenössischen  Mathematiker 
ganz  fremd  blieben. 

Die  ersten  Untersuchnngen  Hoppes  beziehen  sich  auf  die  Theorie 
der  independenten  Durstell uiif?  der  höheren  DiflFerentialquotienten  und 
sind  unter  diesem  Titel  in  einem  Buche  1S45  von  dem  damals  neun- 
ondzwauzi^jähri^en  jungen  Mathematiker  veröffentlicht  worden.  So- 
wohl im  Journal  für  die  reine  und  augewandte  Mathenuitik  als  aucli  in 
den  Mathematischen  Annaleu  hat  er  unter  demselheu  Titel  zur  Er- 
^nzung  kleinere  Aufsatze  erscheinen  lajssen.  Noch  heute  gilt  jenes 
Buch  als  eine  wertvolle  und  tüchtige  Monographie  üher  ilen  (gegenständ. 
Mit  dieser  Verriflf'entlichung  hegann  Hoppe  also  die  Reihe  seiner  Ar- 
beiten aus  dorn  Gel)iete  der  Infinitesimalrechnung  sowie  d<»r  Differential- 
gleichungen, Ton  denen  hei  seiner  Hahilitation  in  Berlin  schon  einige 
gedruckt  vorlagen.  Auf  Dirichlet  hatten  diese  Erstliugsarbeiten 
von  Hoppe  einen  günstigen  Eindruck  gemacht:  er  erkannte  mehrere 
^nite  Gedanken  in  ihnen  an,  die  zum  Teil  mit  Geschick  und  nicht  olme 
Kleganz  durchgeführt  wären,  und  selbst  in  der  oben  erwähnten,  minder 
gelungenen  Arbeit  über  Hydrodynamik  erblickte  er  die  Hand  eines  in 
den  Methoden  der  Aualysis  geübten  Gelehrten. 

Mit  den  Grundl^en  der  Differential-  und  der  Integralrechnung 
beschäftigen  sich  mehrere  Aufsätze  der  Jahre  1871  bis  1873.  Als  die 
beiden  Fuudamentalsätze  bezeichnet  er  die  Aussagen:  „Unendlich  klein 
ist  eme  Variable,  wenn  sie  beliebig  klein  werden  kann.  Zwei  Kon- 
stanten, die  von  einer  Variable  unendlich  wenig  differieren,  sind  einander 
gleich.  '  Hiermit  hofiR;  er,  wie  in  einem  Selbstreferate  au8ges])roc}ien 
wird,  die  Jahrhunderte  lang  schwebende  Frage  über  die  Mögln  hkeit 
einer  e.vakten  Bestimmung  des  Unendlichen  '/um  Abschlufs  gebracht  zu 
hallen.  Eine  zusammenfassende  Darstellung  des  ersten  Teiles  der  In- 
finitesimalrechnung lieferte  er  in  dem  „Lehrbuch  der  Differentialrechnimg 
Widder  Reihen th-nne"  (lt<t;rV),  das,  wie  alle  Erzeugnisse  der  Tlojijie- 
tchen  Mose,  knapp  geachrieben  ist,  sich  daher  zor  Einfühiimg  für  be- 
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qiipm»^  Anfänger  nidit  recht  eignet  und  ans  diesem  ChmiLde  nicht  die 
Verbreitung  gefunden  hat,  welche  es  verdient. 

Von  den  übrigen  hierher  gehörigen  Abhandlungen  wollen  wir 
noch  den  instruktiyen  AufimtB  nennen:  ,,Erste  Säia^  Ton  den  bestimmten 
Integralen,  nnabhängig  vom  Differentialbegriff  entwickelt'^  (1877). 
Femer  sei  »ns  denjenigen  Artikeln,  welche  den  Differentialgleichungen 
gewidmet  sind,  eine  Notiz  im  Journal  für  Mathematik  Bd.  58  (1861) 
erwähnt  betreffs  einer  gewissen  partiellen  Differentialglnchung^  die  Ton 
Hrn.  Fuchs  in  demselben  Bande  mit  Benutzung  eines  Po isson sehen 
Resultates  behandelt  war.  Hoppe  zeigte^  dals  die  betreffende  Abhand- 
lung PoisBons  gerade  fOr  den  benutzten  Fall  einen  Fehler  enthielt^  der 
deshalb  in  die  Fuchssche  Arbeit  eingegangen  war;  nach  emem  Ver&hreoy 
das  den  Irrtom  Po  i  s  sons  vermied,  entwickelte  er  dann  die  richtige  Ldsmig. 

Wenn  wir  uns  mit  der  Torstehenden  kurzen  Besprechung  einzelner 
Untersuchungen  Hoppes  aus  der  Analysis  begnttgen  mfissen,  so  wollen 
wir  dodi  hinzufügen,  dab  er  gelegentlich  auch  Fragen  aus  der  Algebra, 
der  Zahlentiieorie,  der  Wahrsoheinlichkeitsrechnung  behandelte  und  sich 
mit  speziellen  Funktionen,  wie  der  Gammafcnktion  und  den  elliptischen 
Transcendenten,  beschäftigte.  An  dieser  Stelle  mflssen  wir  auch  der 
separat  erschienenen  Tafel  zur  dreüiEUgsteUigen  logarithmischen  Rech- 
nung TOm  Jahre  1876  gedmken. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Geometrie,  zu  demjenigen  Gebiete^  dem 
Hoppe  in  seinen  Forschungen  wohl  den  gro&ten  Platz  eingeräumt 
hat  Sowohl  die  analytische  Geometrie  im  allgemeinen,  als  auch  be- 
sonders deijenige  Teil,  den  man  jetast  als  Differentialgeometrie  bezeichnet, 
sind  beroizugte  Gegenstande  seiner  Untersuchungen  geblieben.  Dagegen 
hat  or  sich  für  die  moderne  synthetische  Geometrie  offenbar  nie  begeistern 
können;  dies  ist  um  so  aoff alliger,  als  Steiner  zu  derZeit^  als  Hoppe 
in  Berlin  studierte,  eine  groll»  Anziehung  auf  die  jungen  Berliner 
Mathematiker  ausübte.  Gerade  diese  Beeinflussung  der  Denkweise  dürfte 
der  im  eigenen  Denken  schonerstarkte  junge  Ho  p  pe  jedoch  abgelehnt  haben. 

Aus  der  Fülle  der  in  den  Hoppeschen  bezüglichen  Abhandlungen 
niedergelegten  Gedanken  können  wir  nur  einige  h^orheben.  In  den 
„Prinzipien  zur  FUchentheorie^,  die  ursprünglich  im  AxcIut  der  Mar 
thematik  (1876)  reroffentlicht  wurden,  sfAter  den  zweiten  Teil  des 
Lehrbuches  der  analytischen  Geometrie  (1880)  bildeten,  werden  neben 
den  drei  Fundamentalgröisen  erster  Ordnung  Ton  Gaufs  als  Funda- 
m^talgrölsen  zweiter  Ordnuiq^  diejenige  drei  Ausdrücke  ganz  all- 
gemein angewandt,  die  zwar  Brioschi^)  schon  benutzt  hatte,  die  aber 


1)  F.  Brioschi,  AuuOi  di  Uatematica  (2)  1,  p.  1.  1867. 
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Boppp  deshalb  ganz  aUgemein  emznfUim  erUSH^  weil  die  tiieoretiach 
wichtigeu  geometiuclMii  Eigenschaften  und  Bedingungea  im  ein- 
fiuriisten  Konnex  mit  den  Werten  nnd  Relationen  jener  leelia  Gidfoen 
$>teben.  In  dieser  Beaieliong  hat  sidi  einer  der  besten  Kenner  dieses 
Gebiet««,  Hr.  Knobiaueh,  in  seiner  Abhandlung  über  Fundamental'- 
gröfsen  in  der  Flachentheorie  und  in  seinem  Bnche  ,^inleituiig  in  die 
allgemeine  Theorie  der  krummen  Flächen''  diesem  Gebrauche  an- 
geschlossen. 

Eine  R«ihe  von  Arbeiten  dieser  Theorie  ist  femer  dem  Problem 
des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems  gewidmet,  für  dessen  Lösung 
Hoppe  einen  Weg  ausßndig  machte,  der  in  manchen  Fällen  zum  Ziele 
fiijirt.    So  konnte  er  nach  seinem  Verfahren  die  allgemeinste  Lösung 

der  Aui>al>e  (lurchfulin^n orthogoiuile  Fliiclieusjst^me  zu  fiudeu,  bei 
denen  die  eiue  Flächciiscliur  aus  Fliiclien  zweiter  Onluuu^  besteht;  er 
tral'  in  dem  Resultate  seiner  ReclinunLT  mit  Schläf'li  zusiimmen,  der 
zwei  .lahre  vorher  dasselbe  Thema  in  einer  besonderen  Arbeit  be- 
handelt hatte."*) 

In  der  Kurveiitheorie  wählte  Hopjio  zwei  \a nabeln,  die  der 
Kurve  selbst  eigentümlich  uii^ehrireu  und  vom  Koordmateiisystem  un- 
abhängig sind,  den  Krömmuujjswinkel  t  und  den  TorsioiiMwinlvei  d^, 
d.  h.  diejenigen  Winkel,  deren  Ditlerentiale  die  Winkel  zweier  aufein- 
ander folgenden  Tangeuten  und  Schmieguugbebeueu  sind.  Die  ana- 
lytische Behandlung  geometrischer  Gebilde  mit  Hilfe  df  rarti^jer  ürülsen 
bezeichnet  man  jetzt  als  „geometria  intrinseca";  Ilojtpe  nennt  die 
Gleichung  fir,  ^)  =  0  zwischen  jenen  beiden  Winkeln  die  spezi- 
fische Gleichung  der  Kurve  und  zeigt,  wie  man  aus  ihr  die  Eigen- 
schaften der  Kurve  herleiten  kann.  Diese  interessante  Leistung  ist 
ihm  offenbar  als  die  wichtigste  seiner  Entdeckungen  vorgekommen; 
denn  in  den  von  iliui  lierrtihrenden  Notizen  für  das  Verzeichnis  der 
Lehrer  an  den  deutschen  Hochschnleu  fflhrt  er  als  bemerkenswert 
einzitj  seine  Auftindung  neuer  I*rin7i]nen  der  Kurveiitlieorie  mit  An- 
wendung des  Krümmungs-  und  Torsionswinkels  als  unabhängiger  Va- 
riabein an. 

Neben  denjenigen  Abhandlungen,  die  in  das  (iebiet  der  krummen 
OherHäelien  und  der  Kaunikunen  fallen,  wollen  wir  am  der  grollen 
Zahl  von  Aufsätzen  geometrischen  Inhalts  eine  andei*e  Gruppe  hervor- 
heben, die  der  niphrdimensionalen  oder,  wie  H<tppp  besser  dent-i  h 
sagt,  der  mehrdehnjgen  deometrie  angehört    Die  betretienden  Speku- 


la R.  Hoppe.  Archiv  der  Math.  5K.  p  37.  1875. 
2)  L.  äcbUf  Ii,  Jouru.  für  Math.  76.  p.  76.  1»78. 
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lationen  ragteii  aeiiien  philosophisch-msthematischeu  Neigongen  W 
sondeis  zu.  üiuer  geläafiges  Raomsystem  Ton  drei  Deliniu^aiL  be- 
zeichnet er  als  ein  instinktiT  geeoliaffenes,  zva  objektiTttn  Geelaltimg 
der  Sinnesem  pfiudangen  gerade  ausreiclieiideB  und  nohremdigee  Werk 
TUieeree  Yentandee,  welches  dturch  Übung  in  fertige  Anechannng  ftber* 
ging.  Nnr  weil  der  swingende  Anlab  zor  Einfttbrong  von  mebr  Dimen- 
sionen fehlte,  empfinden  wir  wegen  Mangels  an  Übnng  Schwierigkeit 
im  Vorstellen  derselben.  Ein  nnprflnglich  begrifflicher  ünteiachied 
der  Tcnchiedenen  Ranmeysteme  existiert  fttr  ihn  nicht,  wie  denn  auch 
die  Formeln  der  analytischen  Gfeometrie  oft  dnrch  einfache  Veimehrnng 
der  Koordinatenzahl  anf  die  Geometrie  eines  Ranmes  TOn  mehr  als 
drei  Dimensionen  hiideiten.  Der  Nntzen  solcher  mehrdimensionalen 
XJntersnchnngen  besteht  nach  seiner  Ansicht  darin,  dals  dnrch  die- 
selben die  Iirkenntiiis  des  gesetzmSTsigen  Fortschrittes  von  zwei  sn 
drei  Dimensionen  gefördert  wird.  Unter  den  ersten  Arbeiten  dieser 
Richtung  stofsen  wir  auf  die  „Gleichnng  der  Enrve  eines  Bandes  mit 
nnanfldsbarem  Knoten  nebst  AnflSsung  in  -rierter  Dimension''  (1879). 
Dieser  Titel  weckt  die  Erinnerung  au  jene  Epoche,  in  der  Zollner 
als  Ritter  fliv  den  Taschenspieler  Slade  anfbrat,  dessen  Anflosong 
eines  Knotens  in  einem  in  sich  geschlossenen  Faden  als  experimenteller 
Beweis  fOr  die  reale  Existenz  der  vierten  Dimension  gelten  sollte; 
Als  Fracht  der  in  den  Nachsitzmigen  der  Physikalisehen  Gesellschaft 
gegebenen  Yotfährongen  ähnlicher  KnnststQcke  ist  die  Anregung 
anznsehen,  welche  Hoppe  zor  Ab&ssong  jener  Abhandlung  dabei 
eihielt. 

Wir  wollen  die  der  Geometrie  zuzurechnenden  Artikel  nicht  Ter- 
lassen,  ohne  anf  die  zahlreichen  Notizen  hinznweiseDi  in  doien  der  ge> 
lehrteRedakteur  des  Archivs  dnrcfaBehandlung  von  zum  Teil  padag(^(isehen 
Fragen  ans  der  elementaren  Mathematik  der  dnrch  den  Titel  seiner 
Zeitschrift  Torgeechriebenen  Richtung  Rechnung  trug,  die  BedOrfiiisse 
der  Lehrer  an  höheren  TTnterrichtsanstalten  zu  beHIcksichtigen.  End- 
lich sollen  auch  diejenigen  Arbeiten  nicht  yezgessen  werden,  in  denen 
der  geschickte  Analyst  die  Ergebnisse  der  höheren  Rechnungsarten 
und  der  Funktionentheorie,  unter  anderem  der  Theorie  der  elliptischen 
Transcendenten,  anf  Probleme  der  Geometrie  anwendet 

In  der  analytisehen  Mechanil;^  zn  der  wir  jetzt  übergehen,  hingen 
Tide  Betrachtangen  so  eng  mit  der  Theorie  der  krummen  Obev^cdiNi 
und  der  Ranmkarven  zusammen,  dafs  die  Beschiftigung  mit  den  letz- 
teren Yon  selbst  auf  die  Terwandten  Untersuchungen  in  der  Mechanik 
führt  Deshalb  wechseln  auch  bei  Hoppe  mit  den  geometrischen  Ab- 
handlungen die  mechanischen  wahrend  der  ganzen  Periode  seines 
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Schaffens  ab.  Doch  ist  eüi  Unterschied  beraerkbüi.  Wühreud  Hoppe 
in  der  Geometrie  neben  einer  überraschenden  Zahl  von  einzelnen  spe- 
ziellpD  Frästen  in  seinen  grörsereii  Arbeiten  gewisse  prin/,i[jielle  Über- 
legimgen  von  allgemeinerer  Bedeutung  vertieft  und  dadurch  zur  Auf- 
ftellnnir  neuor  Methoden  fortschreitet,  bleibt  er  in  der  Mechanik  bei 
der  BehHiidlung  einer  Heihe  einzelner  Aufgaben  ans  den  verschiedensten 
Teilen  dieser  Wissenschaft  stehen.  Die  Kinematik,  die  Statik  und  die 
Dvnamik  des  einzelnen  Massen piinkt es  oder  des  starren  Körpers,  die 
Hvdrtistatik  und  die  Hydrodynamik  liefern  ihm  Anlafs,  entweder  neue 
Aufgaben  manni«(faclier  Art  zu  lösen,  oder  die  Losungen  alter  be- 
kannter Probleme  auf  seine  Weise  durchzuarbeiten  und  zu  veremfacheu. 
Wir  erwähnen  von  der  letzteren  (iattung  die  Drehung  eines  starren 
Körpers  um  seinen  Schwer|)iinkt,  den  freien  Fall  eines  Aiaisseupunktes 
mit  Rücksicht  auf  die  Drehung  der  Erde,  den  Koucaultschen  l'eiulel- 
rpr^^u'  h.  Zu  d*  r  »  i.steren  gehören  aus  der  frühesten  Periode  seiner  Ar- 
killen  der  Ausdruck  des  Tnigheitsmonientes  eines  körperlichen  Poly- 
eders für  eine  belielnge  Ax»'  und  das  körperliche  liaumpendel  hei  kon- 
stanter Rotation  nebst  Aiiweiuhmg  auf  die  Stabilität  des  i\reiselH 
il"^r>ö);  die  Stabilität  schwimmender  Körper  und  der  Wider- 

stand der  Flnssitrkeiten  j^'egen  die  Bewegung  fester  Körf)er  fl'^'r)4\ 
Die  Abhandlungen  über  das  Dreikörperproblem  uud  die  Ausdehnung 
<ler  Keplerschen  Gesetze,  über  da«  Wälzen  von  Cvlindern  nuf  Flori- 
zon talebenen,  über  die  Schwingungen  des  BifilariieiuU  l>  und  Yerschied»'ne 
üadere  hierher  gehörige  Arbelten  erschienen  zur  Z*'it  der  lebhaftesten 
Produktion,  als  Hoppe  eben  das  sechzigste  liebensjahr  überschritten 
hatte.  Uberall  zeigt  er  sich  als  gewandter  Beherrscher  der  llechuung, 
<W  die  Bedingungen  der  Aufgabe  rasch  in  Gleichungen  umzusetzen 
und  aus  die'sen  letzteren  fafsbare  Ergebnisse  zu  folgern  versteht.  Viele 
^l<»j?aute  Wendungen  der  Fleehnung  und  hübsch»»  Schlufsweisen  sind  in 
iieseii  Untersuchungen  enthalten,  die  wegen  der  allzu  knappen  Redak- 
tion wohl  wenitr  gelesen  sind. 

Der  mathematischen  Physik  gehört  endlich  eine  Gruppe  von  Ar- 
''f'itcn  Hoppes  an,  die  zwar  nicht  zahlreich  sind,  aber  zu  den  be- 
deutenderen unter  seinen  Veröffentliehungen  gezählt  werden  müssen. 
Mehrere  Abhandlungen  beziehen  sich  auf  die  Elastizitätstheorie:  die 
Biec^mg  prismatischer  StiiV>f'  i  lS47i,  die  Vibrationen  einer  Saite  mit 
Hürksicht  auf  den  BieginiLr-widerstand  1870),  die  Deformation  einer 
Wischen  zwei  parallelen  Ebenen  zusammengedrückten  Kugel  <  1>^71), 
<lie  Bieg^g  eines  Itinges  durch  gleichmäl'sigen  Drnc'c  von  aul'sen 
ilB64i,  die  Vibrationen  eines  Ringes  in  seiner  Ebene  il'^Tl).  In  dieser 
letzten  iatereesauten  Arbeit  bestätigte  üoppe  den  damals  noch  nicht 


Digitized  by  Google 


12 


£.  Laufe  : 


■Ugomem  bowiwenett  Sats  you  de  Saint>Yeaant,  dafs  die  lebendige 
Kraft  einet  Systems  gleichzeitiger  Vibrationen  eines  Körpers  die  Smume 
der  lebendigen  Kräfte  sller  einzelnen  einfiich  periodischen  Vibrationen 
ist.  Auch  in  die  Moleknlszphysiky  die  OptUc  und  die  Winnelehre 
machte  Hoppe  zuweilen  einen  Ausflui^;  griegentlich  eines  Aufsatzes 
zur  WSnnetheorie  (1857)  geriet  er  in  einen  wissenschaftUchen  Streit 
mit  Clausius^  der  in  Poggendorffs  Annalen  ansgelduapft  wurde. 

Nächst  den  mathematischen  Forsdinngen  Hoppesj  die  wir  jetzt 
Terlassen,  haben  wir  seinen  philosophischen  Arbeiten  einige  Aufinerk- 
samkeit  zu  schenken.  Er  selbst  betrachtete  die  Mathematik  und  die 
Philosophie  als  so  eng  zu  einander  gehörig,  dafs  er  den  Ausschlufs 
der  letzteren  aus  seiner  Lehrbefugnis  währmd  der  ersten  18  Jahre 
seiner  FHTatdozentenzeit  als  eine  Beschrünkung  des  Lehrais  in  der 
enteren  empfimd.  Als  unabhängiger  Denker  baute  er  sich  seine  Welt- 
anschauung nicht  mit  Hilfe  des  Studiums  der  Geschichte  der  Phüo~ 
Sophie  anff  sondern  durch  eigene  Prüfung  und  Erörterung  der  Grund- 
fragen. Seine  erste  Schrift  ,,Zulan|^Lchkeit  des  Empirismus  in  der 
Philosophie^'  (1852)  und  seine  letzte,  die  man  wohl  als  sein  philo- 
sophisches Testament  bezeichnen  kann:  ,,Die  Elemoitaz&agen  der 
Philosophie  und  Widerlegung  eingewurzdier  Vorurteile"  (1897),  stimmen 
in  den  Grondanschauungen  überein.  Als  Anhänger  eines  ideal  ge- 
wendeten Empirismus  erklärte  er  schon  1852  alle  Mathematik  als  rein 
empirisch;  dieser  Ausspruch  erregte  damals  Anstois,  dürfte  heute  jedoch 
des  Bei&Ues  Tieler  sicher  sein.  Seine  Anknüpfungspunkte  suchte  er 
bei  Bacon,  Locke,  Berkeley,  Hume;  die  Zielpunkte  seiner  Kritik 
waren  Kant,  Fichte,  Hegel,  überhaupt  die  spekulative  Philosophie. 
Diese  will  er  beseitigen,  jene  erganzen.  Sein  eigenartiges  Bestreben 
ist  die  Auflösung  der  Metaphysik  in  ein  Stück  Psychologie.  Zu  dem 
Ende  sucht  er  sechs  metaphjsiche  Grundideen  genetisch  abzuleiten: 
die  Idee  der  realen  Substanz,  der  l^usalrerbindung,  des  Raumes,  der 
Zei^  des  menschlichen  Körpws  und  des  gemeinschaftlichen  Weltbesitzes. 
In  ähnlicher  Weise  erörtert  seine  letzte  philosophische  Schrift  Ton  1897 
Grundbegriffe  wie  Thatsache,  Erkennen  und  Handeln,  Wirkliehkeit  und 
Objektivität,  Substanz  und  Stoff,  Identität,  Baum  und  Zeit,  Sein  und 
Wahrnehmung,  Ursache,  Hypothese  und  Antizipation,  Ich  und  Person, 
Leib  und  Geist,  Willensfireiheit  und  Sprache.  Das  Ziel  der  Erkenntnis 
besteht  darin,  Thatsachen,  d.  h.  dasjenige,  was  ein  Mensch  unabhängig 
von  seinem  Thun  und  Denken  erlebt,  dem  menschlichen  Geiste  zu 
unterwerfen.  Trendelenburg  urteilte  über  das  erste  Büchlein,  es 
habe  ungeachtet  der  von  ihm  gerügten  Mängel  seine  guten  Seiten;  es 
gehe  seinen  Weg^  sn  dem  VeiCuser  ganz  eigen,  sei  ein&ch  geschrieben, 
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kurz  und  ohnf  philosophische  Phrase  und  habe  in  der  Kritik  der  vpe- 
kolfttiTen  Philoflophie  vielfach  Recht. 

Ungefähr  ebenso  äulserte  sich  Harms  (1870)  in  einer  Beurteilung 
der  Abhandlung  ..t^ber  d'w  Bedeutung  der  psyoliologiflicheiLBegrin'»;iniily8e". 
bteressant  ist  es  hierbei,  Ton  befugter  Seite  zu  yemehmen,  dals  Hoppes 
Aafbssimg  des  Verhältnisses  von  Glauben  zu  Wissen  mit  Sc.hleier- 
mschers  Ansicht  übereinstimme;  da  Hoppe  aber  seine  Auffassung  f&r 
neu  bidte^  so  siiheine  er  nicht  mit  der  Ansicht  Schleiermnchers  be- 
kannt geworden  zo  sein,  und  es  sei  wohl  möglich,  dafs  er  durch  eigenes 
Nachdenken  zu  seiner  Auffassung  gelangt  sei.  Auch  Harms, betont 
die  Selbständigheit  des  Denkens  bei  Hoppe  and  beseichnet  manche 
liehtigen  Gesichtsponkte^  die,  obschon  nicht  nen,  es  wohl  Terdienten 
benrorgehoben  zu  werden. 

In  der  Abhandlung  „Ueberwegs  Kritik  der  Berkeleyschen 
Lehre'*  (1869),  vertritt  Hoppe  gogen  Ueberweg  den  Snbjektivismas 
Berkeleys,  der  die  für  die  ytügare  AufGusmig  als  reell  geltenden 
Dinge  in  Yorstellungen  (Ideen),  in  Phanomena  des  menschlichen  Geistes 
Terwsndelt,  und  greift  in  schar&inniger  Weise  mit  ruhiger  und  sach- 
licher Pokmik  üeberwegs  eigene  Lehre  an.  Der  PhSnomenalismus 
Hoppes  hat,  wie  Trendelenbnrg  sagte,  nicht  die  Wissenschaften 
in  MitleidfiDSchsft  gezogen,  weil  die  Thatsachen  seine  Basis  sind.  Von 
<li«>en  Thatsaehen  unterscheide  er,  was  daran  erst  Arbeit  des  Oeistes 
wi,  wie  a.  B.  die  Ohjektiyit&t,  die  durch  Yeiallgemeinernng  entsteht^ 
dsa  unendlichen  Baum  im  Gegensata  des  thatsachlichen.  Seine  Lehre 
bftbe  ethisch  keine  ungesunden  Konsequenzen  und  erklaie  sich,  obschon 
imdBatlich,  gegen  den  Pessimismus,  der  in  der  neuestoi  Zttt  die 
Stimmung  der  Jugend  yer^Ue.  Wenn  ihm  seine  philosophischen  Vor- 
Icsimgen  gdingen,  so  würde  er  unter  den  Studierenden  eine  andere 
Alt  der  Betrachtung  anregen  als  die  übrigen  Lehrer  der  Philosophie 
aa  der  Berliner  UniTersitat,  einer  solchen  ihnlich,  die  in  England  sur 
Zeit  Anhinger  besitze. 

Wie  in  der  Mathematik  ging  also  audb  in  der  Philosophie  Hoppe 
^  w        selbst  gebahnt  hatte,  nnbekOmmort  darum,  ob 

ssdere  schon  eine  ähnliche  Bichtung  eingeschlagen  litten,  und  ob  er 
als  einsamer  Wanderar  Genossen  finde,  die  ihm  beistimmtco.  Einer 
der  tQchttgsten  Kenner  der  Kantschen  Philosophie,  Hr.  Michaelis, 
«Uirt  in  seiner  Besprechung  der  letzten  Hoppesehen  philosophischen 
Arbeit  diese  Schnft  für  ein  erkwintnistheoretisches  Werk  von  bedeutender 
Tngweite. 

Die  philoBopischen  Studien  fOhrten  Hoppe  natnigemifs  auch  zum 
^^achdenlnn  über  den  Bau  der  Sprache,  wie  ein  Aufsatz  „Über  das 
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Problem  einer  kttnBtlichen  Sprache*'  (1859)  bezeugt.  Bekannt  ist  sein 
Interesse  für  das  Studium  der  deutschen  Sprache;  als  stehender  Gast 
verkehrte  er  in  dem  Hause  des  Germanisten  Mül Jonhoff,  und  ebenso 
war  er  ein  häufiger  Besucher  des  germanistischen  Vereins  der  Studie- 
renden an  der  Berliner  Universität.  Die  Vereiniacluing  der  deutscheu 
Orthographie  befürwortete  und  forderte  er  mit  allen  Kräften. 

Bei  der  Vorführung  der  litterarischon  Thätigkeit  Hoppes  können 
wir  nicht  au  don  Rezensionen  vorübcrgelieu,  die  er  in  den  litterarischen 
Berichten  seines  Archivs  28  Jahre  lang  veri'fi'entliclit  hut,  weil  sie 
einerseits  wohl  die  am  meisten  «belesenen  Eiv.eu<niisse  seiner  Feder  sind, 
andererseits  einen  AusÜuis  seines  Denkens  darstellen,  aus  dem  seine 
abgeschlossene  Natur  leichter  und  besser  erkannt  werden  kann,  als  aus 
seinen  sonstigen  Schriften.  Obenan  steht  ilim  das  Urteil  über  die 
Prinzipien  einer  Schrift,  und  wehe  dem  Auior,  der  sich  in  der  Fassaug 
derselben  eine  Blöfse  giebt!  Mit  srharfeni  Messer  macht  der  Kritiker 
einen  Schnitt  in  das  ungesunde  Fleisch  und  begründet  mit  dem  End- 
ergebnis einer  erbarmungslosen  Sektion  sein  YerilanimungsurteiL  Als 
ein  Beispiel  möge  die  Anzeige  der  neunten  Auflage  von  Sturms 
Cours  tlaiialyse  dienen.  Von  diesem  weit  verbreiteten  and  auch  in 
Deutschland  ungemein  beliebten  Lehrbuch  hatte  er  offenbar  noch  nichts 
gewul'st,  als  er  es  zur  Beurteilung  erhielt.  Mit  ernstem  Gesicht  berichtet 
er  zuerst  über  die  dem  Werke  vorausgeschickte  Lebensbeschreibung 
Sturms,  als  ob  er  zum  ersten  Male  von  diesem  Mathematiker  gehört 
hätte.  Dann  aber  wird  aus  der  vorbereitenden  Theorie  der  Grenzwerte 
ein  Satz  herausgegriüeu,  der  eine  Unklarheit  enthält.  Der  Satz 
wird  von  allen  Seiten  beleuchtet,  und  die  sich  an  ihn  knüpfende 
Sturm  sehe  Erörterung  über  den  Besrriff  der  unendlich  kleinen  Gröfsen 
wird  als  rätselhaft  und  dunkel  verworfen.  Mithin  folgt  das  Schlufs- 
urteil:  ,^a8  Angeführte  zeigt  zur  Genüge,  dafs  das  Buch  den  An- 
fängern der  Analysis  nicht  zu  empfehlen  ist."  Den  eigentlichen  Inhalt 
des  Werkes  näher  zu  |)rüfen,  hielt  er  ofienbar  nach  Entdeckung  lo- 
gischer Unkjarheiton  in  den  Prinzipien*  nicht  für  nötig;  er  fragte  auch 
gar  nicht  danach,  wanmi  denn  das  Werk,  das  erst  nach  dem  Tode 
Starms  erachienen  war.  zum  neunten  Male  aufgelegt  worden  war. 

Es  liegt  mir  natürlich  fern,  dieses  einseitige  Vorgehen,  das  ihn 
mehr  als  einmal  zu  groisen  Ungerechtigkeiten  und  Fehlgriffen  verführte, 
gutheifsen  zu  wollen.  Weil  er  aber  bei  diesen  Rezensionen,  durch  das 
Streben  nach  äul'serster  Klarheit  geleitet,  in  dor  pcbrofPen  Starrheit 
seiner  Natur  sich  manche  Feinde  gemacht  hat,  so  konnte  ich  «licstn 
Fehler  hier  nicht  yci  s(  Ji  w»  i^n  ji ,  wollte  mich  aber  bemühen,  ihn  aus 
der  philosuphificheu  Anlage  äeiues  Geistes  zu  erklären,  und  wenn  das 
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Wort  .jtout  compreudre,  c'est  tont  pardouuer''  zuiregeben  wird,  so  werden 
wir  diese  Schwäche,  die  ans  einem  gewissen  fiiror  philosophicus  eines 
m  wissenschuftlicheu  Dingeu  ntarren  und  unnachgiebigen  Sinnes  heryor- 
j<iug,  dem  stets  nach  Wahrheit  suchenden  toten  JB'reunde  Teigeben^ 
vergessen,  verzeihen. 

Als  Leiter  des  Archivs  war  Hoppe  unermüdlich  thätig;  er  selbst 
steuerte  in  jedem  Bande  eine  gröfsere  Anzahl  von  Originalartikein  bei. 
Man  darf  wohl  sagen,  dais  er  durch  die  Redaktion  angeregt  worden 
ist,  rieles  zu  achreiben,  was  er  sonst  unbearbeitet  hätte  ruhen  lassen, 
da£s  Oberhaupt  die  Schriftleitung  des  Archivs  seinem  Alter  das  zu- 
sagende Lebenselement  geworden  ist.  länger  er  aber  diese  Thatig- 
keit  ausübte,  um  so  mehr  trat  bei  ihm  der  schon  berührte  Mangel  an 
Fähigkeit  hervor^  hl  fremde  Gedanken  verständnisvoll  dinsudringen. 
Dadurch  gelang  es  besonders  im  letzten  Jahrzehnt  muiehen  gem- 
gro£aen  und  schreibaeligea  Antonm  Ton  kleinem  Wissen  und  geringem 
Können,  die  minderwertigen  oder  anch  widersinnigen  Produkte  ihrer 
Feder  dem  allzu  vertraneuBToUen  Leiter  des  Archivs  aufzureden.  Wer 
wollte  darüber  aber  mit  einem  acht7Jg;inbrig«*n  Greise  hadern? 

Beim  Rückblick  auf  die  gesamte  litterariache  Wirksamkeit  Hoppes 
erhalten  wir  das  Bild  eines  Mannee,  der  von  seiner  Jngend  an,  ohne 
nach  äuiseiem  Erfolge  zn  schielen,  in  ernstem  Forschen  stets  die 
Wahrheit  gesucht  und  darin  einen  echt  wissenschaftlichen  Geist  be- 
kundet hat.  In  harter  Gedankenarbeit  ringt  er  sieh  zu  derjenigen 
Erkenntnis  durch,  die  er  als  die  einzige^  dem  Menschen  mögliehe 
Stufe  des  Wissens  ansieht.  Das  Siichen  und  Forscheu  nimmt  ihn  90 
gebogen,  dafis  er  darüber  die  Ansprüche  des  praktischen  Lebens  yer- 
nachtassigt.  Nicht  ohne  Starrheit  im  Eigenen,  geht  er  schwer  in 
fremde  Gedanken  ein,  so  beurteilte  ihn  Trendelenburg  nach  seiner 
eisten  philosophischen  Schrift  und  traf  damit  sein  innerstes  Wesen. 
Einem  Diogenes  verglick  ihn  der  Prediger  Witte  in  der  geistvollen 
und  künstlerisch  abgerundeten  Rede  bei  der  Trauerfeier  auf  dem 
Friedhofe.  Wie  er  lehrte ,  dafs  der  Mensch  eine  Seele  sei,  die  einen 
Leib  habe,  so  erzog  er  sich  in  der  harten  und  bitteren  Schule  des 
Lebens  zu  einer  staunenswerten  Bedürfnislosigkeit,  die  sich  zu  einer 
ülilsachtimg  der  änlseren  Erscheinungsfonn  steigerte.  In  seine  Ge- 
dankenwelt Teisonken,  schritt  er  wie  ein  Fremdling  dieser  Welt  durch 
das  Leben  und  erweckte  wohl  den  Anschein  eines  Träumeis,  der  an 
der  Umgebung  wenig  teilnähme.  Schüchtern  und  linkisch  erschien 
zuerst  sein  Anfbreten.  Dennoch  war  er  in  der  Unterhaltung  mit  seinen 
fiedsokan  bei  der  Sache^  und  wer  in  seiner  Gegenwart  einen  ihm  nicht 
Mgmden  Aussprach  that,  konnte  sieher  sein,  Yon  ihm  ebenso 
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schneidig  zurechtgewiesen  zu  werden,  wie  der  unachtsame  Verfasser 
eines  Buclies  wegen  des  Niederschreibens  eines  nicht  stichhaltigen 
Satzes.  Aber  auch  seine  Zustimmung  zu  Ansichten,  die  er  teilte, 
konnte  er  bei  solchen  Gelegenheitei^  freudig  und  rückhaitios  kund- 
geben. 

Wer  Hoppe  aus  seinen  Schriften  kennen  gelernt  hatte  und  spater 
seine  persöuJiche  Bekanntschaft  machte,  war  immer  zuerst  enttäuscht. 
Der  sichere  Schriftsteller  von  klarem  Geiste,  der  mit  aller  Entscliiedeu- 
heit  und  Furchtlosigkeit  das  scharfe  Schwert  strenger  Logik  handiiabte 
und  in  knapper,  sclüichter  Rede  alle  Dunkelheiten  beseitigte,  erschien 
wie  ein  Hilfsbedürftiger  in  der  menschlichen  Gesellschaft,  der  erst  er- 
mutigt werden  mülste,  seine  Zurückhaltung  auizugeben  und  seine 
Meinung  zu  nufsera. 

Aus  dem  klafienden  Risse  zwischen  seiner  geistigen  Bedeutung 
und  der  leibhcheu  Persönlichkeit  erklärt  sich  bei  ihm  der  Mangel  an 
Erfolg  in  seinem  Lebenslaufe.  Obschon  seine  Entdeckungen  nicht  der- 
artig sind,  dafs  sie  ihm  neben  den  ersten  führenden  Geistern  seiner 
Fächer  einen  Platz  sicherten,  liätten  sie  wohl  hingereicht^  ilim  den 
Anspnicli  auf  eine  Proiessur  an  einer  Hochschule  zu  verleihen,  die 
;iim1(  re  Gelehrte  mit  geringeren  Leistungen  erhielten.  Seiner  Person- 
liciikeit  blieb  aber,  wie  auf  dem  Gymnasium,  so  an  der  Universität 
ein  fruchtbarer  Erfolg  der  Lehrthätigkeit  versagt,  liei  .seiner  Gel)urt 
hatte  die  gütige  Fee  gefehlt,  die  ihm  zu  den  Gaben  des  Geistes  Anmut 
und  11*1  i'ii'^HTnk'^it  hätte  in  die  Wiege  legen  müssen,  und  da  somit  die 
Grazien  leider  ausl)lieben.  so  mulste  er  unter  d*'Tn  Szepter  der  grimmen 
\4vKyHri  bis  an  sein  Ende  in  bescheidener  Stellung  ausharren.  Ich 
selijst  habe  im  Sommer  1802  bei  ihm  das  Kolleg  über  elliptische 
Funktionen  gehört,  das  einen  Bestandteil  der  regelmäfsigen  Folge  seiner 
Vorlesungen:  Diüereutialrechnung  und  Reihen theorie,  analytische  Geo- 
metrie, Integralrechnung,  elliptische  Funktionen,  analytische  Merlmnik 
bildete.  Wie  verlegen  schob  er  sich  durch  die  nur  halb  geotinete 
Thür;  ohne  ctTipn  Blick  auf  die  Hörerschaft  zu  werfen,  bestieg  er  das 
Katheder,  entnahm  der  Rocktasche  das  sehr  sorgfaltig  ausgearbeitete 
Manuskript,  wandte  den  Il<>rem  den  Rücken  zu,  um,  aus  den  damals 
schon  vergilbt  aussehenden  Blättern  lesend,  die  Fonnehi  an  der  VV'aud- 
tafel  uiederzuschreil)en.  Der  freien  Rede  gar  nicht  mächtig,  konnte 
er  in  der  Eintönigkeit  des  so  gesprochenen  Vortrages  die  Studenten 
nicht  fesseln.  Von  den  zuerst  anwesenden  Zuhöreni  -  es  mochte'U 
wohl  mehr  als  ein  Dutzend  sein  —  verliefen  sich  in  den  ersten  vier- 
zehn Tagen  die  meisten,  und  bald  bheb  ich  mit  nur  noch  einem 
Uorer  zurück,  dem  Um.  Krech}  wir  beide  aber  harrten  aus,  und  ich 
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doIb  belcennen,  dab  da*  Inhalt  der  nacli  Jacobis  Mu^r  gehaltenen 
md  Ton  mir  ausgearbeiteteiL  Torlenmg  dnrehauB  gediegen  war.  Die 
Voileeimgshefte  der  Amtlichen  Kollegien  wird  er  damals  mit  gleicher  , 
Soig&lt  ausgearbeitet  haben;  denn  alle  übemommenoi  Pflichten  fabte 
er  sehr  emat  auf  nnd  folgte  somit  im  sittlichen  Handelxi  dem  kate- 
gotischen ImpeiatiTus  Ton  Kant,  den  er  als  Philosophen  sonst  heftig 
befehdete.  In  der  Ablieferang  Tersproohener  Arbeiten  war  er  unbedingt 
merlSssig;  daa  werden  alle  Redakteure  der  Fortschritte  der  Physik 
erftfaren  haben,  gerade  wie  ich.  als  Herausgeber  des  Jahrbuches  fibtt' 
die  Fortschritte  der  Mathematik,  an  welchem  er  seit  der  Gründung 
desselben  Mitarbeiter  gewesen  isi  Da  er  immer  einer  der  ersten  war, 
der' seine  Referate  übergab,  so  konnten  seine  letzten  Beltiige  m  dem 
geg^Srlag  im  Drucke  befindlichen  Bande  noch  nach  seinem  bereits 
erfolgten  Abscheiden  den  betreffenden  Eapitehi  einverleibt  werden. 
GefiUig  wie  er  war,  erwies  er  sich  überhaupt  stete  sni  Dienstleistungen 
beieii 

Bewundemswert  ist  die  Gfelassenheit,  mit  der  sich  Hoppe  in  der 
Lebenslage  surecht  fimd,  die  er  nach  freier  Wahl  an  tragen  hatte. 
Mit  wahrhaft  philosophischer  Ruhe  hat  er  bis  in  das  reife  MaDnesalter 
hinein  alle  Note  des  Lebens  auf  sich  genommen;  in  seinem  Mannesstolze 
wellte  er  sein  Leben  ebenso  selbständig  und  unabhiEngig  führen,  wie 
er  in  der  Wissenschaft  in  voller  Freiheit  sein  Denken  geregelt  hatte. 
Unter  seinen  Brüdern  gpdt  er  in  leiblicher  Beaiehung  als  der  am 
schwächsten  Beonlagte.    Trotz  aller  Entbehrungen,  denen  er  sich 
vntenrarf,  hat  er  diese  Brüder  alle  überlebt  nnd  das  Wort  bewahr^ 
heiiet,  das  seiner  Philosophie  entlehnt  sein  könnte:  ^Ea  ist  der  Qeisl^ 
der  sich  den  Körper  banf  Als  er  spfttor  durch  die  Übernahme  der 
fiedaktion  des  Archivs  und  durch  die  einsichtige  Fürsorge  der  philo- 
sophischen Fakultät  besser  gestellt  wurde,  nahm  er  am  Leben  der  6e- 
sellscbaft  einen  stärkeren  Anteil  Er  freute  sich,  bei  den  Katnrforscher- 
Temammlnngen  erscheinen  zu  können,  und  übernahm  einige  Male 
Vortrilge  bei  denselben,  deren  Inhalt  stets  philosophisch  gefärbt  war. 
Besonders  gern  suchte  er  das  Gebirge  auf,  wo  es  ihm,  wie  er  sagte, 
grofees  Vergnügen  machte,  nach  mühevollem  Steigen  auf  den  harten 
Schädel  eines  solchen  stolzen  Bergriesen  mit  seinen  Ffifsen  zu  treteiL 
Aoqpniehalos,  wie  er  war,  gab  er  auf  diesen  Reisen  einen  vertraglichen 
Wsndergenossen  ab.    Im  übrigen  kann  man  nicht  ss^en,  dala  er  bei 
Msem  einsiedlerischen  Leben  als  unverheirateter  Mann  enge  Freund- 
sehaft  mit  jemandem  geschlossen  hätte.   Und  doch  verband  ihn  eine 
tnoe  Anhänglichkeit  mit  den  Kreisen,  in  denen  er  verkehrte.  Die 
Hachsitzuiigen  der  Physikalischen  Gesellschaft  besuchte  er  regelmälsig 
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bis  iu  eleu  Aulaug  dieses  Jahres  hiuein,  ebenso  die  zwaugloseii  Zu- 
summenküiiite,  die  im  Anschlüsse  au  das  Jahrbuch  über  die  Fort- 
schritte der  Mathematik  allmonatlich  stattfinden.  So  sicher  erschien 
er  dort,  dafs  sein  Ausbleiben  im  Frühjahr  als  das  erste  Symptom 
seiner  beginnenden  Auflösung  betrachtet  wurde.  In  gleicher  Weise 
trat  er  geräuschlos  bei  seinen  Verwandten  ein,  wo  er  sich  an  der 
Matak  ergdtzte,  und  bei  befirenndaten  Familien,  in  denen  er  maaeheu 
Abend  snbmchte.  Ädserlich  konnte  es  den  Anschein  haben,  als  ob 
nur  eine  liebe  6«wohnh»it  den  stillen  Greis  an  die  Kreise  bände,  in 
denen  er  seit  alter  Zeit  rerkehrte;  denn  oft  genug  entfernte  er  aich^ 
ohne  kamn  ein  Wort  gesprochen  zn  haben.  Wer  venndehte  jedodi 
in  die  OeheinmiMe  eines  so  gedankenreichen  Qetstee  zn  schanen?  Die 
Anl^ngUehkeit  an  sdne  Verwandten  wird  durch  das  Testament  be- 
zeugt,  in  welchem  er  eine  Famihenstiftung  errichtet  hat;  ans  ihr 
sollen  vorläufig  für  direkte  Nachkommen  seiner  Eltern  allj&hrlioh  zwei 
Schiller-  und  zwei  Stndienstipoidi^  gezahlt  werden.  Indem  er  dabei 
beatimmt  hat,  dals  das  weibliche  Gfewshlecht  ebenso  wohl  zn  berQck- 
sichtigen  ist  wie  das  minnliche,  hat  er,  der  im  Zölibat  Yerhairende^ 
einen  augenscheinliGhen  Beitrag  zu  seinen  Ansichten  Aber  die  Frauen- 
finge  geliefiari 

In  hänfigemn  Verkehr  mit  Hoppe  überaah  man  bald  die  AuAmt- 
lichkeiten,  an  denen  man  beim  ersten  Anblick  Anstois  nehmen  konnte. 
Ans  der  anfänglichen  Duldung  erwuchs  Achtung,  ja  Verehnmg  auf 
Grund  seiner  charaktenroUen  Katnr.  Es  blieb  der  Eindruck  seines 
Denkerhauptes,  das  Bewulhtsein  des  Anschauens  einer  abgeschlossenen 
Persdnlichkeit  Ton  ausschlielslich  wissenschaftlichem  Stroben,  die  im 
Denken  und  im  Handeln  furchtlos  alle  Eonsequenzen  zog  und  trug. 
Die  allgemdne  Achtung,  in  der  er  stand,  zeigte  sich  bei  der  Feier,  die 
Teranstaltet  wurde,  als  er  sein  aditzigstes  Lebenqahr  vollendete,  und 
zu  der  sich  die  Mathenmtiker  der  Hochschulen  Berlins,  viele  Hitglieder 
der  Physikalischen  Geeellschaft  und  zahlreiche  Freunde  des  nun  Ver- 
storbenen vereinigten.  Die  Deutsche  Matiiematiker- Vereinigung  ehrte 
ilm  durdi  einen  herzlichen  Glückwunsch;  vom  Staate  wurde  er  durch 
Verleihung  dea  Kronenordens  dritter  Klasse  ausgeaeichnet,  da  ihm 
schon  froher  der  Bote  Adkroidm  vierter  KJasae  veiüehen  worden  war. 
Der  mathonatische  Verein  da:  Universität  Berlin  veranstaltete  ihm  zu 
Ehren  einen  Festkommers. 

Was  an  ihm  sterblich  war,  ist  nun  dahin;  geblieben  ist  die  Er- 
innerung an  einen  ehrlichen  Mann,  der  durch  sein  Leben  den  Ausspruch 
widerlegt  hat,  dit;  Originale  seien  ausgestorben.  Für  ihn  tönt  der  Ge* 
lang  der  Eng^:  »Wer  immer  stiebend  sich  bemfiht,  den  kSnn«i  wir 
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erlösen.**  Wir  haben  ihn  geschaut  als  einen  iustum  et  tenaceni  pro- 
positi  Tirum,  der  trotz  des  Mangels  an  iiiilserer  Anerkennung  der 
Fahne  der  Wissenschaft  treu  geblieben  i«t,  und  der  in  der  inneren 
Klarheit  das  höchste  Ghlek  eines  befriedigten  Daseins  gefundeu  bat. 
In  dieser  Verklamng  wird  sein  Andenken  bei  allen  weiterleben,  die 
mit  ihm  in  Berühnmg  gekommen  Bind,  und  sumit  fär  immer  ge- 
ebnet sein. 


Extrait  d'ime  Lettre  k  M.  £.  Jahnke; 


Pur  M.  Ch.  Hebmitb. 

Paiifl,  25  noTembre  1900. 

. . .  YouB  Bves  en  hiea  nison  de  eompiar  abiolnment  snr  mon 
«nti^re  sympafhie  ponr  r<Bii7re  exoellente  qne  toob  arez  eotropriie^ 
qui  compl^  la  littAutnre  p&iodique  des  Math^&tiqaes  de  rAllemagne 
par  nne  pabliCBtion  amdogne  k  oeUes  qne  nons  aTons  depuis  longtempe» 
et  qui  concement  les  candidafai  aux  grandeB  ^les  du  gouTememeo^ 
l'ioole  Normale  et  T&ole  Poljtechniqiie,  eutre  antree. 

J'ai  toiQoiini  ^  et  jnflqii'&  mon  dernier  jour  je  aerai  enoore  un 
diseiple  de  tos  graads  g^m^es,  de  tos  maitres  illustres,  Gauss, 
Jaeobi,  Dirichlet;  d'autres  conuue  Kroneeker,  Borcbardi, 
W  Lipeebita  etc.  ont  4^  lee  eompagnons  de  mes  Stades  et  mes 
amis  d^Ton^ 

C*est  me  dette  de  recouiaissance,  1^^  par  leurs  eben  soaTOurs, 
dont  j'aurais  k  coeur  de  m*acquitter  en  me  faieHUit  Totre  collaborateur, 
avec  riotention  de  servir,  auprfes  des  4tiidiaats  de  tob  nniTerait^  Tintdidt 
du  savoir  matb^mafcique. 

Yons  me  permettez  peut-ltre  de  vous  dire  dans  quel  sena  je  d^ 
sireniis  Toir  sc  diriu;or  l'influence,  Tactioii  de  votre  nouvelle  pablieation. 
L'enBeignement,  meme  tr^s  elementatre,  peut  mettre  a  profit  les  teuvres 
du  g^nie  lorsqu'il  arrive  qu'elles  concernent  directeinent  son  objet. 

Prenei^  par  ezemplo,  l'id^  de  Dirichlet,  a  la  fois  si  simple  et  si 
profonde,  concernaut  les  minima  dos  fonctions  lineaires  ü  ind^terminces 
enti^res,  n'est-elle  pas  expos^  arec  la  theorie  des  fractions  oontinues? 

BaeoiL  de  Yerulam  a  dit  que  Tadmiration  est  le  principe  du  savoir; 
sa  pens^  qui  est  juste  en  g&i4ral,  Test  surtout  4  T^gard  de  notre 
science,  et  je  m*en  autoriserai  pour  exprimer  le  d^ir  qu'on  fasse^  pour 
les  etudiants,  la  part  plus  lai^e  aux  cboses  simples  et  belies  qn*a 
l'extröme  rigueur,  aujourd'hui  si  en  hooneur,  mais  bien  peu  attrayante, 
souvent  meme  fatigante,  sans  grand  profit  pour  le  commen9ant  qui 
n'en  peut  comprendre  l'interet.  Nos  professeurs  de  Lycee  consacrent 
beaucoup  de  temps  &  d^finir  iaborieosemeut,  p^iblement,  les  racines 
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carrees,  cuhiquns  etc.  des  nombrea  entiers.  et  ne  disent  rien,  parce 
fju'ils  ne  peuveut  rieu  dire  (In  M*'nH»ir<'  i  ijutal  de  Weierstrass  etant 
dun  trup  dilTicilp  acces)  des   raciiies  «irs  equatious  du  du  •4"" 

(}etn*e  etc.,  a  coe£ticient8  entiers,  qui  reciameut  aussi  le  droit  a 
Texistence. 

Le  luxe  »'t  1h  misere  ?ont  ici  qui  se  toucheut  de  trop  ])re.s,  et  u 
Tegard  des  irrutionuolles  nuinerujues  juinx'rais  bien  mieux  appn  iHlrt! 
aai  commen^üiits,  ce  qui  agraudiniit  leur  iKtri/oTi,  saus  leur  demander 
d'eÖV»rts,  la  demoustration  aussi  simple  quW'j^ante  de  Wantzel  que  la 
SDiurue  d'im  nombre  quelconque  d(^  radicaux  carres,  cubiquea  etc.  est 
incommensurable,  comiue  chacun  de  ses  ternus. 

Je  ponrrais  imroquer  bien  d'autres  exemplcs,  ä  l'appui  de  la  pre 
ference,  que  je  donneruis  en  principe  et  surtout  au  debut  ä  la  science 
attrayante  sur  la  rigueur,  mais  en  ce  mouient  il  ine  taut  vous  dire  un 
mot  du  prochain  article  auquel  j'ai  souge,  et  que  saus  mon.  iudisposition, 
j'uurais  redige  pour  vous  l'envoyer. 

D  aura  pour  titre  jßur  ime  equation  traosceudaate".  II  couceme 
reqnafeion 

tgiC  =  X 

tiaitee  par  Canohj  dans  sob  ULciena  exercioee,  et  au»  pour  objet  de 
demontrer  ce  que  le  grancl  geom^tre  se  bonie  ä  ^noneeri  qae  tontes 
le>  lactnee  eont  donn^  par  la  fornuile 

en  sappotaub  » ^  0,  dtL^t  i.^t  ^  gen^nliseni  un  peu,  en 

ranndennt  au  lieu  de  taogx  =-  l'^uation 

ce  sera  pour  repoudre  a  votre  bienTeillante  demaade,  en  attendant 
mieux.  ... 
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Fto  M.  Ch.  Hbbxite  ik  Ftois. 

On  trouTe,  daiiB  le  I"  Tolnme  des  Ezercioes  MathAnaüqnes  de 
Gauchjy  un  Memoire  d'irne  gnude  importance,  ayant  poiur  iitr«:  Sur 
la  natare  des  ncinaa  de  qoelquea  ^quations  tcauBeaidaiiteB  (OeuTiea, 
(2)  VI,  p.  d54),  oontenaat  ce  beau  r^soltat  qoe  les  racines  de  l'^iuition 
tang  J    »  wmt  lepr^Mntto  par  la  formule 

.   ^2  ^  4- 1)«  _     2     _  i  r  L_T_  IS  r    -!— T 

«  (8 «  +  l)«     »  U««  +  1)«J      »*U«n  4-  l)irj 

L(2  n  -f  1)«J 

en  attribuant  a  n  toutes  les  valeurs  enti^res  positives  et  n^^Yea. 
Le  röle  de  cette  equation  dans  la  th^rie  de  la  chaLeor  m'a  engag^  ä 
VSL  chercher  la  demonstration,  et  j'ai  remarqu^  qu'iine  methode  enti^re- 
ment  elementaire  condnit  ä  une  conclusion  tonte  semblable  wax  la 
relatioii  plus  g^in^rale 

8B  g 

cn  «  du  « 

on  bien 

itif  — «Dsfln«  — 0. 

Je  vais  l'indiquer  en  peu  de  mots  daiis  cette  Note. 
Öoit  ä  cet  effet 

nous  auroiis  pour  la  derivee  1  expression  suivaute 

qn'on  peut  mettre  sons  cette  fome: 

F'{m)  -  j»  an«  q^en^M  +  du*«). 

1)  Mit  wehmütigen  Empfindungen  wird  der  Mathematiker  diese  Notiz  Ifton 
Ist  C8  doch  die  letzte  Arbeit  des  grofsen  Franzoien,  welche  das  Archiv  der 
maihematiflcheii  Welt  vorzulegen  die  Ehre  hat. 

Herinite  hat  me  Kornktor  der  AbbandliiDg  geiade  Dodi  leaen  ktanen. 
Auf  seinen  Wnimch  \v\ir<lo  ihm  aodi  eine  Beviiion  mgeediickt,  an  deren  Durch« 
rieht  üm  der  Tod  verfaindert  hat.  Eed. 
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BUb  fiui  Toir  que  lee  raciiieB  xMlm  de  la  d^rivee  mk  imiqneineiLt 
«  »  0  qiii  est  xacino  double,  el  «  2jiir,  o4  n d:  1,  ±2,  etc. 
Xajonle  qn'ajant 

F(g  +  2iiÄ^  =  (-  !)•  [sn«  -    +  2nÄ')D,  an e], 

ei  par  conaequent,  si  Ton  fait  ^  ^  0, 

F(2nK)^(-  l)"+»2wÄ', 
fl  wt  prouve  que  la  Substitution  flf  doux  racines  ('onsecutives  do  la  dorivcß, 
dans  le  premier  niemhrc  F(/),  donno  dos  rosultats  de  sijj^nes  (^ontrairos. 
L'equation  propos^e,  en  outre  d'une  raciue  tri})le  qni  est  nulle,  en  admet 
dono  une  mimite  d'autres,  toutes  reparties  entre  les  deux  limites 
2nK  et  (  2«  -f-  2)Ä";  ce  sont  leurs  valeurs  sous  forme  de  developpemeilts 
en  series,  que  je  me  propose  mauiteuaDt  d'obtenir. 
Soit  poor  ceU 

OB  trouTera  Tequation 

;;:{-[(2«+i)jr-a^:^^-o. 

Cette  nouTelle  egalite  peut  enoore  sVrrire: 

et  nous  pouvons  alors  lui  appiiquer  la  serie  de  Tjagrange  conceruant 
la  relation  generale  g  =  a  +  f^fili),  lorsqu'on  fait  la  suppositioa  de 
a  s  0.    Poor  cela  nous  poserons 


-     (2  n  +  1)  iT' 
nous  multiplierons  les  deux  membres  par     et  eu  faisant 

BOOS  obtiendrons  precis^ment  cette  forme  analytique  d'oü  Ton  tire: 

t  - « A«)  +        +  -i  -  »TT- + •  •  • 

On  obeeiTera  en  en  £u8aiit  l'applicatioii,  qne  la  fonction  f{i)  ^tant 
pabe,  les  derivees  d'ordre  impair  des  puissanoes  de  f(a)  dispsraisseiLt 
poor  a^O;  la  säiie  ne  contient  donc  qne  des  pnisnnoee  impaires  de 
et  ses  diven  temes  te  caloulent  saus  peine^  en  partant  de  Texpressioii 

aXL  loa  m  a 
na)  -  a»H-  -ip?  

Ajant  en,  effet 

logsna-Ioga  ^^-g  ä«T8«T6  i^b-i  ' 
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nouB  en  condnoiis: 

Ä  /(^a;  =  l  +  3  jFTft  «TX"?  * 

et  l'on  en  tire: 

y  —  1'  M      --  ^  A  'jK-'^      (13  —  48Jl-*  +  53  t^)«^ 

n  en  lesulte  pour  rexpression  des  racines  de  requation  oomid^r^, 
sae^ßmji  dn.g  —  0,  la  formule 

,  -  (2, + i)K — — - "  --**-^+4'-*-; 

^  '         (2n+l)*'»jr      3[(2n  +  l)ifc'=*A'f      16  [(2n -}- l)/;'-Ä']* 

.  _  2  (219  —  1642  ifc»  +  1328  it«  — J839&2 
315  [(2  rt  +  l)it'«  A'p 

qoi  donne  bieu,  iorsqu'on  {iait  ^  ^  0  et  ÜC—  le  xesultat  de  Cauchy 
OOncernant  l'equation  tangir  z. 

C'est  dans  le  probleme  du  Fefroidisseiiient  d*tiiie  sphöre  qa'on  la 
lencoutre;  eile  s'offire  ansei  dans  ime  queetion  plus  A^entaiFe,  qiiand 

9111  tSC 

on  eherdie  lee  maxima  et  minima  de  la  fonction  - — ,  et  donne  Uen 

alors  a  uiie  reiiiarque  k  laqueÜe  je  m'arreterai  UU  moment 
Nou8  avous  en  ettet 

fAnx     jc  cos  X  —  sin  a; 


2),— - 


et  l'oa  Yoit  faciiemeut  que  les  maxima  et  les  minima  correspondeut 

anx  racines  ponr  leaquelles        est  positif  oa  n^gatif.  £n  d^ignant 

les  premiires  par  a  et  les  autres  par  b,  on  atura  auui 

■ing  1 

nah  —1 


Nüua  observerons  encore  que  les  maxima  formant  une  suite  decroissante, 

on  a,  pour  des  valeurs  positives  de  .r,  l'iuegalite 

sin  a      sin  {a  x) 
a  a  -\-  X 

et  on  trouverait  semblablement  la  rcialiuii 


Nous  pouvons  anssi  poser 


sin  &      sin  (6  x) 
■ina?  ^  ■inl 


entre  les  limites  ^  x  —  i,  cette  qnantit^  (  ne  depassant  pas  la 
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Taleur  u  laquelle  correspond  ie  premier  minimuni.  On  peut  douc  prendre 
I    ^»  d'oiX  oefete  limitotioii:  . 


qa^U  n'est  pas  inutile  de  joindre  ä  la  relation  aitk  x  <Cx,  dont  ii  est  com- 
kuHiellement  fait  iisage. 

J'eii  doimerai  une  application  eu  cherrhout  l'expreBsiou  da  teime 
eomplementaire  Mm  dans  la  serie  elemeiitaire 


oü  l'on  a 

% 

Attribuons  a  x  une  valeur  positive  queleouque,  mais  moindrß  que  sr, 
atin  que  s'mx  soit  au^i  positif;  nous  pouvoiiä  ecrire  avec  uu  facteur  &  <1 


m  9 


ydy 


et  Ton  en  condnt 


^g"*-^^  r(2n) 
r(Sn  +  8)  * 


Lunitons  dsranUge  la  Talenr  de  d!>  et  mipposoiu  x  <  ^ ;  Tm^alit^  pr^o^ente 


doDiMEm  la  idation 


^  2a: 


»  4r 


et  on  en  conclut 


2  a:**+» 


Pour  ohteuir  un  resultat  sembiabie  a  r<%ard  de  cos  x,  nous  partirons 
de  l  egalite 

flt  de  la  formnle 

X 
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NO110  Aim>iit  ainn 


ei 

2 

limiUiious  assez  voisinesy  en  remarquant  ie  £&ctear  —  etant  peu  diffsrenk 
de  ranite. 

Je  remarquerai  en  denuer  liea  qa'aax  coDditioiui  dont  je  Yiem  de 
faire  uaage 

8ma?>— , 

on  peat  eneoie  joindre  Üb  saiTsnies 

tang  a:  >  JJ, 

tanga;<— , 

la  seconde  suppoBant  x  <,—■• 
PariBy  17  d^cembra  1900. 
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über  die  geometrieclien  Bedingimgen»  denen  die  Unstetig- 
keiten  der  Berivierten  eines  Systeme  dreier  stetigen 

fiiüktiouen  des  Ortes  unterworfen  sind,  und  ihre  Be- 
deutimg  in  der  Theorie  der  Wirbelbewegung. 

Von  J.  Weinqabtek  in  Berlm-Chailotte&burg. 

El  beaeichne  9  {x^  y,  e)  eine  Funktion  des  dnxch  zeehtwinklige 
Koordinatoi  x,  »  ul  einem  gegebenen  Baume  T  bestimmten  Ortii^ 
wdche  in  diesem  Baume  flbenJl  eindeutige,  endlicbe  mid  naeh  der 
SM^at  sich  Sndemde  Werte  sonimmt.  Li  Besiebuug  auf  die 
cnten  DeriTierfan  dieser  Fonktion  möge  die  Ändenmg  nacb  d«>  Stetig- 
kdk  in  sUen  Pimkten  von  T  nicht  rorausgesetzt,  sondem  angenommen 
verdeny  dals  entlang  einer  FJiiche  8  diese  Derivierten  eine  Unter- 
bndrang der  Stetigkeit  erleiden.  Der  der  einen  Seite  der 
FlSdie  S  anliegende  Baumteil  sei  durch  der  der  anderen  Seite 
anliegende  dnich  J  bneichnet,  und  dem  entsprechend  der  Wert  der 
FmiÜion  9  {x,  y,  z)  in  einem  Punkte  innerhalb  A  dorcb  9^  {x,  y,  z\ 
in  einem  Punkte  innerhalb  J  durch  (pi{x,  y,  g)  angedeutet  Fllr 
allen  Punkt,  der  auf  der  Flache  8  selbst  liegi^  ist  es  gleichgiltig,  ob 
man  ihn  dem  Baume  Ä  oder  dem  Baume  J  aagehörig  beliachten  will, 
da  ianerhalb  dieser  Fl&che,  der  Tonmsgesetsten  Stetigkeit  der  Funktion 
f  wegen,  die  Gleichung 

9i  (^»    ^)  —  <Pa  i^y  y>  ^)  —  0 
erfüllt  ist,  ebenso  wie  die  aus  ihr  folgende: 

in  der  die  Differentiale  sich  nur  auf  Änderungen  dx,  dy,  dz  der  Ko- 
ordinaten  x,  y,  r  beziehen,  die  za  einem  zweiten  anf  der  nämlichen 
Fläche  8  hegenden  Punkte  führen.    (Hebt  man  dieser  Gleichung  die 

Form 

-  im  + [<^\  -  frp,] + m.,  -  - 

80  stellt  sie  die  Difterentialpleichunp  der  Fliicho  S  dar,  da  nach  der 
Voraofisetzung  über  die  ersten  Dehvierten  der  i^'unktiou  q>  die  i^'aktoren 
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J.  Weixuabtbk: 


der  Differantule  dz,  dy,  äz  m  dieser  Gleichuiig  fOr  alle  Ponkte  der 
Fl&die  8,  einzelne  eine  Fliehe  nidit  erftllende  PanUe  oder  Linien 
wugenommen,  bestimmte  Ton  Noll  TerBchiedene  Werte  annehmen 
werden,  Beaeidmet  man  der  Eflne  wegen  die  DifforeoK  der  Werte 
ein«r  in  der  FlSdie  8  unstetigen  Funktion  d.  h.  die  GrSIse  ^,  — 
durch  d^,  so  nimmt  die  Torstehende  Differentialgleiehnng  die  Gestalt 

an  and  führt  zu  den  Gleichiugen 

i  .  «  |S  CMC  +  a  +  «       CO«}' - 

ex  *      c y  '      c z      '  an' 

in  denen  a,  y  die  ^Villkel  bezeichnen,  welclie  die  im  Punkte  (j",  y,  z) 
der  Flüche  ^  aus  dorn   liaumteil  -1   in  den  Raumteil  J  gerichtet« 

NonnaLe  mit  den  Koordinaieuaxen  bildet^  und  unter  ^  der  Differential- 

qnotient  dw  Funktion  9  nach  dw  Ton  A  gegen  «T  positir  gesihlten 
Normale  Torstanden  ist 

Ans  dem  nnnmehr  erlangten  Gleichnngssystem 

(I)    d|?  =  (5^co8a,    d|^  =  d^co8^,  d|?==d^co8y 

endeht  man  leicht^  dafii  die  drei  Derivierten  einer  im  Räume  T  durchweg 
stetigen  Funktion  9  entlang  einer  Fläche  5  zugleich  mit  dem  Differen- 
tialquotienten  dieser  Funktion  nach  der  Normale  von  8  stetig  oder 
unstetig  sind. 

Wenn  man  di^  ein&die  Bemerkung  auf  ein  System  von  drei 
im  Räume  T  stetigen  Funktionen  r,  w  des  Ortes,  deren  Differentiai- 
quotienten  in  einer  und  der  nämlichen  Flilclie  ünstetigkeiten  er- 
leiden, anwenden  will,  so  erweist  es  sieh  für  die  Vereinfachung  der 
Ausdrucksweise  als  zweckg^äfo,  gewisse  aus  den  ersten  Derivierten 
dieser  Funktionen  gebildete  neue  Funktionen  des  Ortes  durch  besondere 
Benennungen  auszuzeichnen. 

Wir  werden  in  der  Folge  die  drei  Funktionen 

^^^\dz      cyj'    ^~*\ex      eil'    ^  ~  *  Kdjf  dj 
als  die  zum  Funktionssystm      ii|  w  im  Punkte  (x,  y,  ä)  des  Baumes 
T  gehörigen  Botationskomponenten  und  die  Funktion 

(jm  +  + 

ah  die  zu  diesem  Funkticvissjstem  im  Punkte  (x,  y,  z)  gehörige  Di- 
latation bezeichnen. 
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Dieser  Bezeichnung  gemäls  mW  aucb  die  Quadratwurzel  aus  der 
Quadratsumme  der  ^,  i^,  ^  als  die  zu  dem  Funktionssysteme  m,  r,  iv 
gehörige  Rotation  im  I^iukte  t /  ,  und  die  durch  ihu  gezogene 

Gerade,  deren  Ricliiung  durch  die  Gleichungen 


(0 


=  Vi'  +  + 

bcftimmt  ist;  als  die  dortige  Rotationsaxe  bezeichnet  werden. 

Die  gleichzeitige  Anwendung  der  Gleichungen  (I)  auf  das  System 
der  drei  Funktiomui  u,  v,  tCf  för  welche  unstetige  Änderungen  der 
«^Bten  Derivierten  in  der  Flaclie  S  vorausgesetzt  werden,  ei^giebt  die  in 
jedem  Paukte  dieser  Flache  ataithabenden  üleichm^^: 

di^=  i(d^^C0B«-a^C08y), 
aus  welchen  mau  sogleich  die  ferneren  ableitet: 


(IV) 


00 


du 
dn 

dv 


dw 


9         2  (dijcos«  —  öi  Qosß)  4-  döcoey. 

Ana  diesen  letzteren  ersieht  man,  dafs,  wenn  ftlr  ein  Funktions- 
Äystem  u,  v,  w  die  Rotationskomponenl^n  und  die  Dilatation  keine 
Unstetigkeiten  entlang  einer  Flüche  erleiden,  auch  die  neun  ersten 
Derivierten  dieser  Funktionen  in  dem  Räume  T  durchweg  stetig  sind. 

Wählt  man  für  diese  Funktionen  m,  r,  w  die  drei  als  stetig  vorans- 
gesetzten  ersten  Derivierten  einer  Funktion  9),  so  folgt  ans  dem  vorher- 
gehenden der  speziellere  Satz,  dafs  die  zweiten  DeriTierten  dieser 
Punktion  (f  sich  im  ganzen  Kaume  T  nach  der  Stetigkeit  ändern,  so- 
bald der  zweite  Diflferentialparameter  von  (p  sich  in  diesem  Räume 
nsdi  der  Stetigkeit  ändert. 

Wenn  man  femer  die  drei  eistfii  der  Gleichungen  (IV)  der  Reibe 
DSch  mit  cos«,  cos/?,  co8>'  multipliziert  und  die  Resultate  addiert,  so 
folgt  die  für  jeden  Tunkt  der  Fläche  S  giltige  Gleichung 

(VI)  d%&Mu driQ.o%f^ -\- ö^O(»y^Qf 
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das  heilst: 

(VI*)  ^^eoB»  +  %eMß  +  ttCMy^l^ctMa'{'%eoBß'^ta^Y' 
Diese  wichtige  Gleichung  zeigt^  dals,  wenn  aach  die  Rotationt- 
kompoueEten  eines  FnnktionsBystems  u,  v,  w  (benehongsweise  die 
nenn  ersten  Derivierfcen  dieser  Fiuikti<»ien)  beim  Dnrehgange  dnrch 
eine  FlSche  8  sich  sprungweise  andern,  die  KomponmU  dar  Botation 
nadi  der  Normane  von  8  beim  IXochgange  dnieh  diese  Fliehe  eine 
Vnterbrechnng  der  Stetigkeit  nicht  erleidet 

Wir  wollen  nunmehr  einen  Baum  in  welchem  die  dem  Systeme 
u,  V,  w  zogehSrigen  Botationskomponenten  1»  i},  ^  durchweg  top- 
schwinden,  als  einen  für  das  betreffende  Fonktionssystem  roiaüm»- 
fmm  Banm,  nnd  einen  Baum  Jy  in  welchem  die  Komponenten  9^  { 
Ton  Null  yerschiedene  Werte  heeitven  (einadne  einen  Baomteü  nicht 
erfUlUaide  Punkte  oder  Linien  aiugmommen)  als  einm  fOr  dies  Fnnktiou»- 
system  nidd  rahihn^eien  Banm  bezeichnen.  In  der  Gnouflache  8, 
die  einen  nicht  rotationsfreien  Banmteil  /  des  Raumes  T  Ton  einem 
Totationsfiraien  Banmteil  Ä  scheidet^  werden  die  Botationskomponenten 
^  entweder  sprungweise  aus  nicht  Tersehwindenden  Werten  in 
Null  flbeigehen  oder,  wenn  durchgSogige  Stetigkeit  der  Werte  von 
^,  17,  C  im  Baume  T  Torausgesetst  wird,  längs  der  ganzen  Grenzfläche 
Tersdiwinden.  Wird  zunldbist  das  Eintreten  des  ersteren  Falles  TOraus- 
geeetzt,  eine  Yoraussetzung,  die  mit  der  Annahme  einer  Unstetigkeit 
in  den  ersten  Derivierten  der  Funktionen  U,  V,  W  zusammenfällt,  80 
lehrt  die  Gleichung  (VI'^)  den  Satz: 

Warn  eine  Fläeke  8  den  für  das  Funktiomsyskm  u,  tc  rotations- 
freien  Baum  A  von  dem  nicht  rotutimsfreien  Maume  J  deroH  sdieidetj 
dafs  in  ihr  li"  Werte  der  liotationskomjmienten  ,  ,  ««^  nkM 
verscJiwindenden  Werten  unstetig  in  Ntdl  Über^shen,  so  ist  in  jedem  Funkte 
der  Grenze  des  Kaumes  J  die  EotaUonsaxe  n&tteendig  eine  Tangenite  an 
die  GrenjsfläcJie  8* 

Wird  dagegen  vorausgesetzt,  dafs  die  zum  Funktionssystome  u, 
V,  w  gehörigen  Botationskomponenten  tj,  ^,  d.  h.  die  ersten  Deri- 
Tiertan  Ton  11,  v,  iv  im  ganzen  Räume  T  durchgängig  stetig  sind, 
so  werden  an  der  Scheidungsfläche  8  eines  nicht  rotationsfrei^ 
Raumes  J  und  eines  rotationsfreien  Raumes  A  notwendiger  Weise 
höhere  Derivierten  der  Fuuktioneu  |,  ^  Unstetigkeiten  erleiden, 
wenn  nicht  der  gesamte  Raum  T  rotationsfrei  sein  soll,  was  gegen 
die  Voraussetzung  wäre.  Nehmen  wir  zunäclist  das  Bestehen  solcher 
Unstetigkeiten  für  die  ersten  Derivierten  der  Funktionen  |,  t;,  l  an, 
und  bezeichnen  durch  t'  die  zu  dem  Fiinktionssystem  |,  £ 

gehörigen  Jüotationskomponenteu,  d.  h.  die  durch  die  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


über  die  geometriMsben  Bedtngnngeii  «tc. 


31 


gegeWneu  (iröfsen,  so  ergeben  sich  aus  V  unter  Berücksichii^ujig  des 
Umstaiides,  dala  die  Dilatation  des  1  uuktionssystenis  |,  r^,  ^  im  t^^anzen 
Räume  T  Terschwindet,  die  Werte  von  1'^,  ^'a  aber,  der  Voraus- 
setzung gemafs  im  ganzen  Kaunie  Ä  und  an  seiner  Grenze  der  Null 
gleich  sind,  die  nachstehenden  för  jeden  Punkt  der  Fläche  S  bestehenden 
Gleichungen: 


2  cosjS 

—  ij'cosy), 

2  (1'  coB  y 

—    cos  ff), 

2  (ij'cOBtf 

— rcos^), 

ins  denen  für  die  Rotationskomponenten  1,  ij,  ^  an  einer  Stelle  des 
Raumes  J,  die  sich  auf  der  im  Punkte  (x,  y,  a)  der  Fläche  S  errich- 
teten  ^Tormale  in  der  oneDdlich  Ueineit  Entfemung  n  von  ihm  be- 
findet, die  Werte: 

1—2»     cos/}  —  n^?)t 

I:  —  2ii  (ij'cos«  —  |'cofl/!0 

hejTorgehen.    Zwischen  diesen  Werten  findet  die  Beziehung 

Icosa  +  ifcos^  +  gcosy  «  0 

statt,  welehe  aussagt,  daCs  in  alkn  Punkten  einer  der  Flüche  8  im 
huem  des  Banmec  J  nnendlich  nahen  Parallelflache  die  dort  zom 
Foiktionseysteme  i«,  w  gehörige  Rotetionsaxe  diese  Parallelfläche 
tangiert. 

Diese  Amnag»  erweist  sieh  anch  l«.cht  für  die  Annahme  als  gütig, 
dab  nieht  die  ersten,  sondern  höhere  DifFerentialqnotienten  der  Funk^ 
tionen  i},  {  längs  der  Giengflache  8  unstetig  würden,  in  welchem 
Falle  die  Werte  der  |,  i},  (  in  nnendlicher  NlUie  dieser  Qrenae  ent- 
^nehenden  höheren  Potenzen  der  Entfemnng  n  Tcn  ihr  propor- 
tional sind« 

Wenn  man  eine  im  Baume  T  Terlanfende  Linie,  deren  Tangente 
in  jedem  ihrer  Punkte  mit  der  dem  Systeme  der  Fonktionen  «,  «,  w 
sogahörigen  Rotationssze  in  dem  hetrofFenden  Punkte  zusammenfSU^ 
mit  H.  T.  Helmhol ta  als  eine  diesem  Systeme  zugehörige  Wiirhd- 
\mk  bezeiehnet,  d.  h.  wenn  man  die  WirbeOinien  des  Baumes  T  doreh 
die  DiliBrential|^eichungen: 

(VII  i  — 
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J.  Wrisoajbtbm: 


chazaktürisiaiy  bo  erkennt  man  nacli  dem  bisher  Torgetngenni  leicht 
das  Zatreffen  folgender  Behanptimgexi: 

Eine  Wiibellinie,  welche  einen  Punkt  mit  einer  Grensflache  ge- 
mein hat,  die  einen  rotatiomifreien  Ranm  von  einem  nicht  lotations- 
freien  Baume  derart  scheidet,  dafs  in  dieaer  Grenzfläche  die  Rotation 
unstetige  WertSndenmgen  erleidet,  fällt  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  in 
diese  Grenzfläche. 

Eine  Wirbellinie,  welche  einem  Punkte  einer  Grenzflädie  unendlich 
nahe  kommt;  die  einen  rotationsMen  Raum  von  einem  nicht  rotations- 
freien  Räume  derart  scheidet,  dals  in  dieser  Grenzflache  die  Rotation 
stetige  Wertändenmgen  erleidet,  fällt  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  in  die 
durch  diesen  Punkt  gelegte  Parallelfläche  der  Grenzfläche. 

Und  wenn  man  sieh  einer  von  Beltrami  eingefOhrten  Bezeichnung 
bedient: 

Die  Begrenzongsfläche  {beziehungsweise  unendlich  nahe  innere 
Parallelfläche)  eines  ganz  Ton  rotationsfreien  Räumen  begrenzten  nicht 
rotationsfreien  Ranmes  ist  notwendig  ein  Vorticdid. 

Man  ersieht  femer,  dafs  eine  Wirbellinie  aas  dem  Inneren  eines 
nicht  rotationsfreien  Baumes  sich  niemals  bis  an  seine  durch  einen 
rotationsfreien  Raum  gebildete  Begrenzung  erstrecken  kann. 

Will  man  in  einem  Baume  T,  f&r  welchen  das  durchgängig  in 
ihm  stetige  Funktionssystem  u,  r,  vj  bestehend  gedacht  wird,  nkkt 
rotaiionsfrcfc  Räume  yon  Yer8chwin<Ien(l  kleinen  Dimensionen  voraus- 
setzen, den  Rotations  werten  in  diesen  Räumen  aber  endliche  Werte  bei- 
lej^en,  so  ist  diese  Voraussetzung  notwerulii!;  mit  der  Voraussetzung 
der  Unstetigkeit  der  Rotationf^lrnuponenteu  ^  ij,  £  in  den  diese  Baume 
begrenzenden  Oberflächen  verbunden. 

Unter  dieser  letzteren  Voraussetzung  verlieren  die  zur  Begründung 
der  Theorie  der  Wirbelbew^ung  üblich  gewordenen  SchluJ'sweisen  ihre 
Berechtigung  und  lassen  eine  Lücke  in  dieser  Theorie  bestehen,  deren 
Ausfüllung  die  gegenwärtige  Mitteiluu«^  beabsichtigte.  Wenn  nämlidi, 
wie  notwendig,  l&n^  gewisser  Oberflächen  umietitjc  Änderungen  der 
Grofseu  I,  1],  l  im  Innern  eines  nicht  rotationsfreien  Baumes  voraus- 
gesetzt werden^  so  ist  u\ib  den  Gleichungen  (VII)  zwar  ersichtlich,  dafii 
eine  die  ünstetigkeitsÜäche  erreichende  WirbeUinie  an  dieser  FlHche 
bei  ihrer  Fortsetzung  eine  Brechung  erleiden  wird,  wenn  niclit  etwa 
die  Werte  von  |,  i},  (;  plötzlich  alle  drei  gleiclizeitig  auf  den  Wert 
NuU  springen.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  fehlt  dem  Begriff"  der  Fort- 
setzung jede  Bestimmtheit.    Durch  Hinzuziehung  der  Gleichung 

4-  ^-'^  _i_  ^  — s  0 
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md  der  ana  ihr  gefolgeiten,  nur  für  Tennderliche  (  als 
giltig  erwieaeiien  Gleichimg 


in  welcher  die  Integration  sich  über  alle  -Elemente  der  Oberf^che  eines 
beliebig  innerhalb  des  Raumes  T  anageBchiedenen  Yolnmens  orsiaeckt 
und  Uf  ß,  y  die  Winkel  der  in  dö  anf  dieser  Oberfliche  nach  dem 
Innern  errichteten  Normale  mit  den  Koordinatoiazen  beaeichnen^  sowie 
dnrch  Einföhmng  des  Begrifiis  der  Wirbelf Sden,  ist  diese  XJnbestimmi> 
heit  imter  der  vorliegenden  Voranssetsang  nicht  an  beseitigen. 

Denn  multipliziert  man  die  in  jedem  Punkte  des  Raumes  T  er* 
flillte  Gkiehnng 

0£  '   ry  rt 

mit  dem  Raumeleraente  dt  und  summiert  die  rrhaltenen  I{«'siiltate  über 
alle  Elemente  eines  beliebi;^  aus  T  abgesonderten  goschiossenen  Yolumens^ 
80  Wird  mau  in  bekannter  Weise  zu  der  Eelation 

0»  1(1  OOS«  -j-  ^cos/S  -)-  X^y)  d0 


gefitlurty  in  welcher  das  erste  Integral  die  oben  angegebene  Bedeutung 
hst,  dagegen  das  zweite  fiber  alle  Elemente  d^*  derjenigen  Flächen  zu 
erstrecken  ist,  in  denen  |,  i;,  g  die  endlichen  Sprünge  1<  — 
d^'»  9f  —  n'af  <^^'=  t'i  —  ^«  erleiden,  wihrend  die  cos  cos  ß', 
^  oosy'  sich  auf  diejenigen  Winkel  beziehen,  welche  die  aus  den 
Biomen  J.  tn  die  Riume  J  zeigende  Normale  des  Elementes  d€'  mit 
d«n  Koordinatenaxen  bildet 

Brst  die  Gleidiung  (VI)  lehrt,  dafs  die  Elemente  dieses  zweiten  In- 
tegrals Tsnchwinden,  und  dab  daher  die  Gleichung 


ibe  Gfltigkeit  für  Baume  T,  in  denen  |,  ij,  t  ]fing9  irgend  welcher 
Jüchen  sich  sprungweise  ändern,  nicht  verliert  Diese  Gleichung  aber 
ist  die  Quelle  des  Sataes,  dafs  ein  Wirbelfaden  im  Lmem  einer 
Flflssigkeit  nicht  endigen  kann.  Die  von  H.  y.  H  elmhol tz  entdeckten 
geometrischen  Eigenschaften  der  Wirbeißdm  bestehen  daher  auch  unter 
der  yovaussetzung  beliebiger  Unstetigkeiten  der  Rotationswerte  längs 
fliehen,  die  sich  durch  den  Raum  T  erstrecken. 
Oharlottenburg,  den  15.  NoTcmber  1900. 
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Sur  les  transfoimattons  eonformeB  de  Tespace 
k  trois  dimeiuioiifl; 

Par  M.  6a8tok  Basbouz  ik  Paris. 

1.  G'est  k  J.  LiouTÜle  que  revient,  comme  on  sait,  le  m^rite 
d^aToir  dtabli  le  premier  que  tontes  les  tnnsformations  conformea  de  Teapaoe 
se  ram^nent  k  ime  myeraion  aiiiTie  ou  ])rece(lee  d'uu  i1-{)laeemeiit  on, 
ce  qai  levient  au  mime,  &  mie  aerie  d'iiiTersions  ex^utees  saecesalTe- 
ment  Voiei  ime  d^onstration  ti^s  simple  de  cette  importante  propo- 
sition.  Elle  repose  enr  le  th^iime  fondamental  de  Dapin  d'aprta  le- 
quel  lea  Btirfaces  qui  font  partie  d'im  sjstöme  triple  oithogonal  se 
coQpent  mutuellement  BtÜTant  leara  lignea  de  courbure. 

Gonaid^rons  an  plan  quelconque  dans  l'espace  qu'ü  8*agit  de 
transfoimer  ei  atyoignoiu-lm  toaa  lea  plans  paralleles.  On  a  aüui  one 
&mille  Ä  de  plans  auxquels  on  pent  a^joindre^  ^une  infinite  de  ma* 
nüres,  denx  antres  fiunilleB  de  plans  parall^ee  B  ^  C,  telles  que  les 
plana  appartouant  k  deux  {amilles  difii^rentea  ae  eoupeot  ä  angle  droit 
Appliquons  maintenant  la  transfoimation.  Auz  troia  famUlea  de  plana 
A,  Bj  C  eile  fera  eonespondie  trois  fiEunüles  Ä\  B\  C*  de  aur&eea 
faieant  partie  d'nn  ayaUme  triple  orthogonal.  £t  comme^  sans  changer 
la  üunille  A  et  per  suite  la  £unille  A\  on  peut  &ire  Tarier  les  £unilles 
B  et  C  et  par  suite  lea  fiunillea  B^  et  C%  on  Toit  que,  d'aprte  le 
th^r^me  de  Dupin,  lea  sni&oes  de  1»  fiunille  A'  demnt  avoir  une 
infinite  de  ayat^mea  de  lignes  de  courbure;  ellee  se  rMuiront^  par  eon- 
B^quen^  a  des  sph^res  ou  ä  des  plana.  Gonune  la  ooneluaion  a'applique 
auz  sutikcea  dea  fornillea  B%  C,  noua  pouTona  4noncer  la  proposition 
auiTante. 

TVwfes  leg  fransfortnaticns  confmnea  de  Vetpaee  doumt  faire  com- 
spondre  au  sysieme  iriple  orihogmnU  eompoai  de  tnis  famUks  de  plans 
paraUäes  m  Systeme  iripk  composd  de  km  fanuBes  de  tphhree 
de  plans, 

2t  Nous  sommea  ainai  condnita  k  chercber  qnela  aont  les  ^st^mes 
triples  form^  ezduaiTement  avec  des  spb^res  ou  des  plaoa. 
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Pour  simplifier  la  recherche  nous  remarquerons  qae,  si  Ton  donne 
ane  fimülle  composoe  de  sph^ros  ou  de  pkmi^  on  peat  Ja  transformer 
i  Tude  d'ane  iiiTenion,  en  une  fiuniUe  composfc  de  sph^res  noa  con- 
eentriques,  dont  quelques -imes  ponrront  d'aillenrs  se  reduire  a  des 
phDB.  Nous  poiiTonB  done  nons  boinor  a  recliercher  lee  eystömee 
tripks  orthogonanx  fonn^  »Tee  troia  fumüles  de  sph^rea  boh  ooneen- 
fanqees,  aaiif  a  a<yomdie  aprte  conp  &  cea  ayit^ea  cenx  qua  Von 
pourrait  en  dedoire  par  une  inrersion. 

D^Bignons  par  A\  li\  C  les  trois  famillee  de  aphteea  qni  forraent 
k  vp^^e  triple  orthogonal;  je  die  d'abord  que,  dans  chaqne  {amilley 
1h  eenfares  dea  apliiiea  d^eriTeiLi  ime  ligna  droito.  En  effet,  si  los 
caitieB  de  troie  sph^i^  appartonant  par  exemple  ä  la  Emilie  A* 
a'etaiBDt  paa  en  ligne  droito,  tontes  les  spheres  qni  lenr  rnnt  ortho- 
goiulea  annient  lenr  oentre  bot  Taxe  radical  des  troie  premi^ree  i^h^rea 
et  admettraiaiii  pour  plan  radical  la  plan  de  leuis  oentrea.  Ayoc  de 
tsUes  aplikee  ü  eat  ^Tidamment  imposaible  de  couatitnar  lee  denx 
ftmilles  F  et  C. 

Je  die  maintenant  qua  lea  lignes  dea  oentree  des  troie  &millea 
aont  denx  a  deox  rectangnlairea  et  coneoorantea.  En  ^e^  pienona 
deux  iph^ree  apparlananty  par  axemple,  iL  la  ftmille  Ä'^  lea  lignea  dee 
eentics  des  denx  antrea  fieunilles  wtanmt  ^Tidemment  dana  le  plan  radi- 
es]  de  ces  deux  eph^res.  Dono  eUee  seront  oonconrantea  et^  comme 
ellcB  Mut  ^Tidemmeiit  peipendiculairee  i  la  ligne  dea  oentres  des  deux 
•phbea,  c*est-ji-dire  k  la  ligne  des  centres  de  la  famille  A*,  la  pro- 
poniion  ^onc^  se  tronTS  ^blie. 

Ainsi  lea  lignea  dea  centrea  des  trois  familles  A',  B\  C*  sont  les 
arttes  d'un  tri^dre  trirectangle.  Soient  Ox,  Oy,  O0  les  arftea  de  ce 
triidreu  En  dteignant  par  ^  le  rayon  de  la  spli^  qni  a  son  oentre 
a  la  distanoe  x  sur  Ox,  par  9'  le  rayon  de  la  splitoe  qni  a  son  oentre 
s  la  distance  y  snr  Oy  et  par  ^"  le  rayon  de  la  sphfere  qui  a  son 
centre  ä  la  distanoe  stur  0#  et  en  eaqiirimant  que  cea  spheres  sont 
denx  a  deux  orthogonales,  nous  aurons  inm^diatoment  les  relatiöns 

+     -  9"'  +  9'  , 

qni  donnent 

^-t^,    f'-^,  f'-M». 

Done  les  trois  famiUea  seront  compos^  de  spheres  passant  par  le 
ppint  fixe  0,  Nona  pouTons  done  duoncer  cette  condusion  g^n^rale: 
0»  obtierU  ima  Us  stfstömes  triples  orthogonaux  exdusiwment  com- 
fotig  de  spheru  0»  de  pUmSj  wt  en  prenant  trois  famiüee  äe  pUm 
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rc^pertircmcnt  pamlUles  atw  facea  iVhu  Irir-drc  frm  (ffOH/lc.  S(/it  in  sou- 
mdtant  er  sustime  simple  a  mic  imcrstmi,  (pii  donnt-  trois  faniiHes  de 
spliirrs  jxtssant  en  tm  mnne  poitit  et  tanffentes  en  ce  point  aux  trois 
faces  d  un  trikhre  trirerfaiif/lc. 

3.  Cette  proposition  uue  fois  pt«bHt',  le  theor^me  de  Linnville  a'en 
deduit  coiiinie  il  siiit.  Etant  douue  uii  espace  E  ä  trois  diniunsionB, 
cherchons  t<mies  les  transformations  conformea  qiii  le  font  rorrospondre 
il  Uli  e.sjnic»'  I'j  .  Nous  avons  vu  qu'aux  trois  f'iiniiJJes  de  pluiis  de  K 
qui  sollt  parallMes,  pur  exemple,  a\ix  plans  roordoimes,  doivent  cor- 
respondre  daus  E'  trois  fauiillcs  de  plaiiB  ou  de  sphferes  rectungulaireb. 
D'apres  ce  que  nous  veuons  d  etablir,  ces  trois  faniilles  de  E'  devront 
etre  formees,  soit  de  trois  familles  de  plann  jianiUeleö,  soit  de  trois 
iainilles  de  spheres  derivaiit  par  Inversion  de  trois  familles  de  plana 
paralltiles. 

Dans  le  premier  cas,  choisissons  les  axes  cooidoiiHees  dans  E'  de 
teile  maniere  qu'aux  trois  famillfs  de  plans  delluis  par  les  equatiuus 

X  «=  const,    y  =  cuuat,    z  —  coust 

de  E  correspondieiit  respectivemeut  les  plans  de  JH'  definis  par  les 
^uations 

;r'  —  coiiht,   //'  ~  c'olist,    e'  =  consi 
Les  formale  de  la  trauslbrmation  seront  uoeessairemeiit  de  la  forme 

«'-9>(«),  sr'-*(y),  «'-atW, 

et  comme  on  doit  avoir 

dz'*  +  äff'*  +  dg'*     31*  (da*  -\-dy*-{-  dg^, 
il  Tiendra  ii&jesflaiTeineiit 

X*  -  9)'«  =  V'*  -  X'». 
Ces  relatious  cxigent  evidemuieut  (jue  9?'.  i/-',  ^'  se  reduisent  ä  des 
cuuütaiites  egales  au  signe  pres.    On  aura  douc 

+  x'  =  A'.r  -f 

±_y'  ^  kif  -f-  6, 

■j-z'  —      -J-  c 
OfhtCfh  ^tant  qoatre  constanies. 

En  changeant,  si  oela  est  n^ssaire,  le  sens  de  deox  des  axes 
Ox\  Oy'j  Ob'  ce  qui  ne  change  pas  le  sens  de  rotation  du  tri^dre 
Ox'y'z'y  et  en  d^pla^ant  le  triMrc  parallMement  a  lai>mdme,  on.  peat 
tonjoors  ramener  les  fomuiles  precedentes  ä  la  forme  limple 

x'  —  hXf  y'  —  /sy,  g'  —  hg 

qui,  81  Ton  tient  compte  de  ce  £ut  qne  Ox*^'g\  Oxyg  aont  denz  triftdres 
distinctsy  d^finit  nne  homoth^tie  suTie  on  pi4o^d^  d'nn  ddplacemenfc 
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4.  Amroos  muntenant  au  Mcond  caa  oü  ai»  trois  finnilles  de 
plana  parallHeB  de  E  coneqtondent  troia  fimullee  de  sph^res  orfhogo- 
nales  dans  E\  Comme  oee  troia  famiUee  d^nvent  des  fomilles  or- 
Uiogonalee  de  plana  paiall^ea  par  nne  inTeraion  effeetu^e  dana  Teepaoe 
E\  et  comme  eette  ixtTenion  est,  elle-mdme,  une  tnuuformatioii  conr 
fonDdy  ee  caa  lam^nei»  an  prMdent.  Et  Ton  Toit  ^ae  Is  tranaformation 
eonforme  ae  nm^nen  ä  an  d^placement  aiuTi  d'one  liomotli^tie  et 
d*ime  Inversion.  En  changeant  ie  d^placement  initial  on  pent  fiiiie 
en  Sorte  que  lliomothftie  ait  mdme  pole  que  l'inTenion.  Et  alora 
renaemble  de  lliomoth^tie  et  de  rinTenion  ^uivaut  ä  nne  aimple 
inTeimon. 

On  a  done  en  rAnim^  Ie  th^or^me  auTant: 
Tmtks  les  iransfomaHom  conformes  de  Ve^paee  se  rameneni  ä  tme 
iiwersim  ou  ä  une  hnnofftciief  priodääß  ou  auwte  cfim  d^piaeement, 

Paris,  20  novembre  1900. 
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Mitgeteilt  vou  E.  Lampe  iii  BerlixL 

Berlin^  den  29.  SeptemW  1850. 

. . .  Sie  haben  mich  gewifs  getadelt,  dafs  ich  bis  jetzt  ilas  Oberlehrer- 
exameu  noch  liicbt  gemacht  habe.  Indessen;  vielleicht  kann  es  zu 
meiner  Entschuldigung  gereichen ,  dafs  ich  während  der  ganzen  Zeit 
von  grufseren  mathematischen  Untersuchungen  in  Anspruch  genommen 
bin,  die  ich  hätte  au%eben  müssen.  Ich  wollte  anfangs  nur  meine 
Abhandlung  über  die  Fnnktionen  dritlon  Omdes  al^nKni  und  dum  die 

1)  Im  Herbete  des  Jahies  1860  erhielt  Ä ronhold  das  Anerbieten,  eine  Haus- 

lehreretelle  in  einer  angesehenen  Wiener  Fiinüli«'  unter  sehr  ^nnstit,'cn  Vurhillt- 
nissen  anzunehmen.  Eine  rlor  Hediii|Tuii^'eii  l^cstand  darin,  dnls  Aronhold 
vor  dem  Antritte  der  Stellang  eich  den  Doktortitel  verscbaiTen  aoUte.  Zu  diesem 
Zwecke  wandte  er  uch  a&  teioen  Lehrer  Richelot  in  Königsberg  i.  Br.  i»  einem 
Ungeven  Schreiben,  dessen  Lihalt,  soweit  draaelbe  wisaenaehalUiche  GegenstAnde 
berührt,  hier  zum  Abdruck  gebracht  wird,  weil  damit  sowohl  für  die  Zeit- 
bestimmunp  der  Entstehung  der  Aronbold'schen  Ideen,  als  auch  für  die  Oe- 
prhichte  di  r  Invarianteutbeorie  ein  wichtiger  Beitrag  gegeben  wird.  Es  geht 
daraus  hervor,  daXs  Aronhold  schon  damals,  also  1850,  die  allgemeinen  Diffe- 
rratialgleidbangen  fSt  die  invarianten  BÜdnngera  besaf^.  Die  Leser,  die  sidi  Ar 
die  Bedeutung  der  Frage  interessieren,  seien  auf  den  „Bericht  über  die  Fort» 
schritte  der  projektiven  Invarianteutbeorie''  von  W.  Fr.  Meyer,  Jahresbericht  der 
Deutschen  Mathematiker -Yereinigang,  Berlin,  I,  p.  84  Anmerkung  *)  und  p.  96  f. 
hingewiesen. 

Der  sweite  Idlneie  Brief  ist  sobcn  mdbr  gosdiliilielier  Natur.  Die  Yer- 
handlnngen  veranlarsten  bekaontlich,  in  einer  Ar  Aronhold  hflchst  etfrea* 

liehen  und  ehrenvoUen  Wendung  der  Angelegenheit,  die  philosophische  Fäkal* 

tat  der  Königsbergpr  üniversitiU  dazu,  den  nicht  f^nrt?.  rweinnddreifaigjährigen 
Mathematiker  '^el).  16  Jnli  InI'.»;  gest.  13.  März  18^4)  unter  <lem  5.  April  1851 
honoris  ciiusü  2um  Doktor  zu  erueuueu;  das  Dokturdiploiu  bezeugt:  „Ordiuem 
philosophoram  viro  meritassimo  Sigfride  Aronhold  Angerburgensi  propter  in- 
signem  renun  mathematicaram  cognitionem  com  alüs  scriptis  editis  et  ineditis 
algebraicis  tum  commentatione  de  novo  principio  algebraico  ad  fimctiones  homo- 
geneas-  transformandas  adhihitn  comprol>atam  summo.i  in  philopopliia  honore«  cum 
iuribus  et  privilegiis  doctorum  philosophiac  honoris  causa  contulisse  ac  solemni 
hoc  diplomate  confinnasse."  Bed. 
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mathematische  Bescliäftigim^  eine  Weile  liogeu  lassen.  Aber  ich  wurde 
dadurfh  dahin  geführt,  Prolilerae  zu  erledigen,  die  mir  fi-üher  unüber- 
steis^iuhe  Hindemißse  darboten,  und  fand,  dafs  sie  einer  »ehr  f^ofsen 
Verailgemeinerung  fähig  waren.  Das  Urteil  Eisensteins  über  den- 
jenigeü  Teil  derselben,  welchen  ich  ihm  mitteilte,  ermutigte  mich  um 
80  mehr,  sie  zu  verfolgen,  obwohl  er  sie  zu  horli  Htellt,  wenn  er  ümau 
einra  Platz  neben  dem  Abelschen  Theorem  einräumen  will. 

Ich  habe  auch  einige  Resultate,  die  sich  für  s])ezielle,  leicht  mit- 
teübare  Fälle  ergeben  haben,  dem  Herrn  Professor  Jacobi  vortra^'en 
könneu  und  seinen  Beifall  gefunden.  Ich  beschäftige  mich  unter  an- 
derem mit  der  Integration  von  Systemen  sinniltan«'r  i'nrtieiler  Diil'e- 
reniialgbichungen,  worüber  bis  jetzt  kaum  die  anliingüchsten  Unter- 
suchungen eicist-ieren,  und  teilte  Ja'  *»}»;  »miic  Mctliorl»'  mit,  solche  zu 
integrieren,  od«'r  vielmehr,  die  Bedingimgen  der  liitt  Lriabilität  zu  ermitteln, 
worauf  er  mir  erwiderte,  dafs  er  in  einigen  seiner  UIlTOliendeteu  Arbeiten 
TOn  ähnlichen  (redanken  ausgegangen  wäre. 

Indem  ich  Ihnen  die  beifolgende  Übersieht  über  den  Inhalt  meiner 
Abhandlung  gebe,  erlaube  ich  mir,  den  Wunsch  auszusprechen,  dafs 
iie  Ihr  Interesse  err^en  möchte,  was  mich  ganz  besonders  er&euen 
würde. 

Schon  beim  Beginne  dieses  Jahres  liatte  ich  über  die  befolgte 
Methode,  algebraische  Probleme  zu  lösen,  dem  Herrn  Professor  Hesse 
eimt;e  Mitteilungen  gemacht.  Derselbe  hat  leider  meine  letzten  Briefe 
schon  seit  langer  Zeit  unbeantwortet  gelassen,  und  ich  habe  es  iufolge- 
dpssen  uicht  gewagt,  meine  Mitteilungen  weiter  fortzusetzen.  Aber 
ich  kann  mir  den  Grund  seines  Schweigens  gar  nicht  erklären.  Ich 
glaabte  schon,  ihn  vielleicht  verletzt  zu  haben;  aber  ich  kann  mich 
aach  nicht  einer  Zeile  entsinnen,  wodurch  dieses  geschehen  wäre.  Im 
Gegenteil,  mich  leitete  in  allen  meinen  Briefen  das  aufrichtige  Gefühl 
der  Hochachtung  seiner  wissenschaftlichen  Veidienste. 


Es  sei  F(t^,  t,,  . . .,  Xn)  =  EEE . . .  n^i„  r^xxXf, . . .  eine  behebige 
homogene  Funktion  des  jj"*"  rrrades  von  (b^n  Variabein  ,r, ,  .r^,  .  .  .t„. 
Die  Summen  werden  über  all*'  u'l'i«  heu  oder  ungleichen  Werte  1,  2,  ....  n 
für  X,  il,  fi,  .  .  .  zu  je  p  ausgedehnt.  Femer  sei  //  irgend  eine  Funktion 
der  Koeffizienten  und 

wo  die  Summe  über  i,  ft,  . . .  aUmn  auszudehnen  ist,  also  X,  n,  . . .  alle 
Werte  1,  2,  . .  ^  »  zu  je  j>  —  1  annimmt,  wahrend  ^  und  tf  feste^  kon- 
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Staate  Indizea  bleiben  mid  ebenfiUb  am  d«i  Zableiii  1^  2^  . . »  gewSUt 
sind.  Die  Anzahl  der  Funktionen  betrogt  denmaeh  n-n,  da  J^o 
und  jigf  TOD  einander  Tenchieden  sind.  Ee  bedeutet  übrigens  (<7,  /i, . . .) 
einen  PolTnomialkoeffizientefn,  nämlich  deigeiiigen,  welcher  in  der  Ent- 
wickelung  von  (<^x  +     +  " '  -f-  Gliede  XoXiXft . . .  ge- 

fonden  wird.  Nimmt  man  noeK  andere  homogene  Funktionen  deaelboi 
Yariabeln,  aber  von  beliebigen  Graden  an,  beseichnei  sie  anf  analoge 
Weise,  ihre  Eoeffisienten  durch  ^2,1.,.,  c^tn.,.,  ^*t/i..,  s.  w,,  und 
die  zvL  A^9  analogen  Ansdrficke  durch  B^a^  C^^,        . . so  ist 

(1)  ^QO-\-  Bqa-^-  C^a-}-  J)(a-h  '  "  —  0 

ein  System  von  hwarm  partiellen  Dififerentialgleichungen  der  ersten 
Ordnimg,  dessen  Integrale  //  bemerkenswerte  algebraisohe  Eigenschaften 
haben. 

Wenn  man  die  Funktionen 

^£££ . . .  0^2^ ...  XgXiXft . . £££ . . .  huift .. ,  x^x^Xf, , .  ^ 
{£££,..  eMif,...XitXiXß  ...f  ... 

gleichzeitig  und  durch  dieselben  linearen  Substitutionen  ret»p.  in  die 
folgenden 

\£££ ...  Cuift...^^%n  .,.f  ... 

transformieren  soll,  wo  die  Funktionen  (8)  ebenftlls  aBgemam  und 
Ton  den  Variabein  |„  1«,  . . sind,  so  will  ich  dieses  eine  aXlgemam 
Transformation  nennen,  imd  es  entsteht  das  Problem,  „die  Bedingungen 
zu  finden,  welche  zwischen  den  KoefiQzienten  beider  Funktionssysteme 
stattfinden  müssen,  damit  die  Transformation  möglich  sei".  Diese  ein- 
mal ermittelten,  von  den  Substitntionskoefiizienten  freien  Eehitionen 
zwischen  den  Koeffizienten  dienen,  wegen  dieser  Unabhängigkeit,  zu 
allen  spezieUm  Transformationen  des  Systems  (2),  d.  h.  z«  solchen,  bei 
welchen  den  Koefßzienten  des  Systems  (3)  spezielle  Werte  gegeben 
werden.    £s  gilt  nun  der  folgende  Satz: 

Wem  man  findet^  dafa  i  Bdatwim  Mt^näm  müssm,  tmd  mar: 

so  sind  die  i  FMHonen  JJ^  die  sämiliehen  von  einander  unaMngi^ 
Iniegrole  des  Sifskme  von  JHfferenUfäglekhuingen;  dee^mdten  eines  MweOen 


welches  auf  dieselbe  Wrisr,  ivifi  (1)  aus  den  KoeffitietUen  von  (2),  am 
den  Koeffieienidh  von  {3)  gebildet  ist. 
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Umgekehit:  Wem  man  eine  LSmng  II  des  Systems  (1)  kennif  md 
Mi  die  amiUige  II'  am  den  KoefjßMieHien  mm  (3),  wddie  dwm  dem 
Sfäem  (4)  geni^  9o  wird  auf  die  folgende  dmfacke  Weise: 

(6)  ir—n^o 

tm  der  miangim  Sedingungsgleidnmgen  m»  Transformaüon  Musammm- 
fttdsL 

Die  BediDgimgsgleichtuig  in  der  Form  (5)  77'»  77  ist  deswegen 
bemerkenswert^  weil  die  Koeffizienten  beider  Fanktioussysteme  separiert 
inftratea;  nichtadestoweniger  gilt  der  Satz,  dafs  die  sämtlichen  i  von 
ammder  unabhängigen  Inta^rak  Iii  als  rationale  FunktUmen  dargestdlt 
fordm  "konntny  tmd  ewar  als  gehroi^tene,  deren  Zähler  und  Nenner 
hmogene  und  von  gleichen  Graden  in  Bezug  auf  die  Kocfßzienten  sind. 

Da  es  frei  steht,  di«  gclirochenen  Funktionen  77«  aul  gleiche  Be- 
nemrong  zu  bringen,  so  folgt,  dals  man  sie  alle  durch  i  -\-  i  ganze 
Fonktionen       darstellen  kann,  wenn  nämlich 

g^lii  wild. 

Alle  Funktionen  P«  sind  also  Ton  Ton  einander  unabhängigen 
lUiingig^  und  ich  nenne  sie  die  Dderminanten  des  FmkUonssyskms  (2). 
8k  genSgen  sdbsi  einem  anderen  System  von  B^erenHdl^eidMngen, 

(6)  + 

«0  l  einen  numeriscJten  Wert  hat,  der  von  dem  Grade  von  P  ahlUingig 
ist,  und  wie  vurkin 

(7)  Ä^,a  +  l^c«  +  Cp«  4-  ^t.«  +  •  •  •  —  0 

itt,  so  oft  ff  und  a  verschieden  sind»   (Statt  77  ist  in  den  Funktionen 

Äff,,  Bfa,  ...  P  ZU  setzen.) 

Sie  haben  femer  die  folgende  Eigenschaft:  Wenn  man  die  Deter- 
nimnie  der  Substitutionskoeffizienten  durch  r  bezeichnet  und  durch  P 
md  F  entsprechende  der  ang^ebetu  n  Vi  rlindungen  aus  den  Koeffizienten 

wrsfrüngUekm  FunMonen  md  ihrer  tramformierten  Formen,  so  ist 

(8)  F  — r».P, 

«0  1  db  MS  (6)  vorkommfmdm  itummMAoi  Wert  hat 

Umgekehrt:  AÜe  Fmktknm,  wdche  im  der  Besidnmg  (8)  st^m, 
htegrale  von  (6)  und  (7). 

Alle  bis  jetet  bekannten  Yerbindnngeny  welche  die  Eigenschaft  (8) 
hsben,  dienen  also  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  und  rar 
LBnnig  des  Problems  der  allgemeinen  Transformation.  Sie  sind  indessen 
ü  der  Veral^meinerungf  in  welcher  sie  als  au  einem  ganzen  System 
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8.  Aboxhold: 


Ton  Foiikfcionen  zugehörig  betrachtet  werden,  noch  nicht  untennicht 
worden,  und  ttberhanpt  nicht  bekannt,  wenn  die  Funktionen  den  zweiten 
Grad  Clberschritten  haben.  loh  befinde  mich  im  Besitze  von  mehi^ran 
Methoden,  flir  jedes  FunktioiiBBjBteni  solche  zu  bilden.  Es  flcbeini^ 
dab  der  Charakter  derselben  mit  jedem  Qmde  der  Fonktionen  und  der 
Anzahl  ihrer  Yariabdn  Terwnderlich  ist. 

E»tälich  gUi  noA  der  Saig,  daß  aUe  B^uUaie  älgebraitf^lter 
OperatUmm,  wM»  am  dm  Koeffmaittm  des  gegdtenm  FmkliUmen- 
sifsfems  (2)  gu  Inktm  sind,  durdt  dk  Verbmämgm  P  danMXbar  9md, 
und  dafs  Merg»  nur  noch  die  Auflösung  linearer  CfUichungm  erfordetUth 
isL  Dasselbe  gilt  natürlich  anch,  wenn  man  n  homogene  Fiinktionea 
▼on  beliebigen  Graden  nnd  n  Yariabeln  gileichzeitig  yerschwinden  laCst 
nnd  dae  Resultat  der  Elimination  der  Yariabeln  ana  diesen  Gleichnngen 
darstellen  wilL 

Wenn  nur  eine  homogene  Funktion  Torliegt^  so  .reduziert  sich  das 
System  der  Differentialgleichungen  anf 

welche  immer  noch  allj^eTiiein  ^onu«:^  sind. 

Man  findet  die  l)iflcrentiali;loi('liuii<^en  (1)  und  (6,  7)  in  spe/ielleu 
Fällen  als  gewöhnliche  liiioare  GieiclmnireiL  welche  in  der  AliTpHni  von 
Wichtigkeit  sind.  In  diesen  Fällen  Bind  die  partiellen  UiJleiential- 
quotienteu  mit  ihrem  numerischen  Faktor 

dn  1 

die  Unbekannten.  In  diesem  Sinne  betrachtet,  folgt,  da&  die  Auf- 
Inf^nngen  dieser  Gleichungen  als  partidle  DifferenHalquotienten  einer 
Fwiktion  da/ratdfbar  sind. 

Bildet  man  z.  B.  für  die  homc^jenm  Funktionen  dritten  Grades 
TOn  drei  Yariabeln  die  Gleichungen  ^«»0,  wo  auf  der  rechten  Seite 
fiberall  Null  gesetzt  ist,  so  erhalt  man  das  System  Ton  9  linearen 
Gleichungen,  welches  Hesse  benutzt,  nm  die  Grolsen  p»i^  seiner  Ab- 
handlung zu  bestimmen.  Dafs  sie  die  partiellen  Diffsrentialquotienten 
einer  Funktion  sind,  bemerkt  derselbe  nicht;  aber  er  leitet  auf  anderem 
Wege  eine  Eigenschaft  derselben  ab,  welche  aus  der  roretehenden  sofort 
sich  ergiebt. 

Fllr  den  yorliegenden  Fall  giebt  es  nur  eine  Bedingungsgleidiung 
zur  allgemeinen  Transformation,  nimlich: 

wo  T  und  8  die  Funktionen  meiner  Abhandlung  sind,  und  zwar,  weil 
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r*.3;  iSr— 

isi  Hieran«  folgen  die  Werte  der  Pnifi,  welche  ich  publiziert  habe^ 
durch  Difierentiatioa  ron  I*/S^  nach  den  Konstanten. 

Idi  weise  noch  nach,  dals  in  allen  Füllen  die  Bestiainiung  der 
SuhstitotionB-Eoeffisienten  IQr  die  Transformation  der  honiogeaen 
Fnnktiomni  dnxch  Hnesre  Snbstitntionen  ans  denselben  Prinzipien 
herforgeht,  so  dab  die  gewöhnUelifi  Methode,  Transformationen  durch 
Elimination  der  Sabstitntionskoeffizienten  ans  den  bezüglichen  Gleichungen 
sosznftthien,  gSozIich  Tennieden  werden  kann. 

Über  die  Methode,  Systeme  simnltauer  partieller  Differential- 
ginchuDgen  im  allgemeinen  zn  üitegrimen,  will  ich  erst  in  einer 
aeaen  Abhandlung  einige  Theoreme  entwickeln. 

Berlin,  den  20.  März  18Ö1. 

...  Ich  habe  mehrere  eigene  Arbeiten  fertig  liegen,  aber  nicht  in  der 
Form,  dab  sie  zum  YoilegeiL  sich  eignen;  was  ich  möglicherweise  dazu 
Tenrenden  konnt^  habe  ich  mir  erlaubt  beizulegen.  Es  ist  aber  gerade 
das  AUenmwesenfUchste.  Indessen  kann  ich  es  momentan  nicht  ändern, 
leh  Überlasse  Ihrer  geneigten  Beurteilung,  ob  Sie  das  Beigehende  fQr 
den  zu  erreidienden  Zweck  nützlich  entohten. 

Von  meiner  Hanptabhandlung  habe  ich  einen  zwar  abgenmdeten 
nnd  für  sich  abgeschloss«ien  Teil  gegeben,  aber  nicht  einmal  die  Hälfte 
des  Apparates,  den  ich  in  Hfinden,  doch  nicht  in  der  Reinschrift  habe. 
Ebenso  geht  es  mir  mit  den  Dofstdhm^  über  die  homogenen  JFWnXy 
Honen  dritkn  Qradee  wm  drei  VariaMn,  fenm  über  OnuRiesHmmmgen 
amr  geufiseen  Kkua»  von  MimtnoNonurendtatent  femer  über  die  Ikten^ 
flmKmfeM  der  GUidumg  des  fUnßen  Gradee  mU  «mer  {TiiftdbMMfeti,  des- 
gleichea  «(er  die  De^ermtnontoi  der  homogenen  Fu/nktUmen  vierten  Qrades 
wm  drei  Variabdn.  Es  kommt  noch  hinzu,  dalk  ich  in  den  letzten 
Woehsn  an  Awfiilljiin  ron  der  Grippe  litt  und  mich  fortwährend  in 
einem  unangenehmen  physiMilien  Zustande  befinde,  der  freilich  nur 
Folgs  dw  Erkaltung  ist,  aber  mich  unßhig  machi^  zusammenhingende 
Gtdaiiken  zu  ftssen.  . . . 
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Vortrag,  gehalten  auf  dem  iutematio&aleiL  Mathematüror-Kongreb 

an  Paris  1900. 

Von  D.  Hilbert  in  Gottmgen. 

Aus  den  Naduichten  der  K.  Qesellscliaft  dar  Wineiuchaften  m  G<5ttiiigen. 
MaUi.-phj8.  Klasae.  1900.  Heft  8.  Mit  ZudltMn  des  YerfaMen. 

Wer  von  uns  würde  nicht  gern  den  Schleier  lüften,  anter  dem  die 
Zukunft  verborgen  liegt,  nm  einen  Blick  zn  werfen  auf  die  bevor- 
stehenden Fortschritte  nnserer  Wissenschaft  und  in  die  Geheimnisse 
ihrer  Entwickelung  während  der  künftigen  Jalirhunderte!  Welche  be- 
sonderen Ziele  werden  es  sein^  denen  die  führenden  math^atischen 
Geister  der  kommenden  Geschlechter  nachstreben?  Welche  neuen  Me- 
thoden and  nenen  Thatsachen  werden  die  ncnen  Jalirhunderte  entdecken 
—  auf  dem  weiten  und  reichen  Felde  mathematischen  T>''iikens? 

Die  Geschichte  lehrt  die  Stetigkeit  der  £utwickeluiig  der  Wissen- 
Schaft  Wir  wissen,  dafs  jedes  Zeitalter  eigene  IVobleme  hat,  die  das 
kommende  Zeitalter  löst  oder  als  unfruchtbar  snr  Seite  schiebt  nnd 
dnrch  nene  Probleme  ersetzt.  Wollen  wir  oine  Vorstellung  gewinnen 
von  der  mutmafslichen  Entwickehmn;  mathematischen  Wissens  in  der 
nächsten  Zukunft,  so  müssen  wir  die  olfenen  i<Vagen  vor  unserem  Geiste 
passieren  lassen  und  die  Probleme  überschanen,  welche  die  gegenwärtige 
Wissenschaft  stellt,  und  deren  Lösung  wir  von  der  Zukunft  erwarten. 
Zn  einer  solchen  Musterung  der  Probleme  scheint  mir  der  heutige  Tag^ 
der  an  der  Jahrhundertwende  liegt,  wohl  geeignet;  denn  die  grofsen 
Zeitabschnitte  fordern  uns  nicht  blofs  auf  zu  Rückblicken  in  die  Yer- 
gangenheii^  sondern  sie  lenken  unsere  Gedanken  auch  auf  das  unbekannte 
Bevorstehende. 

Die  hohe  Bedeutung  bestimmter  Probleme  für  den  Fortschritt  der 
mathematischen  Wissenschaft  im  allgemeinen  imd  die  wichtige  Rolle^ 
die  sie  bei  der  Arbeit  des  einzelnen  Forschen  spielen,  ist  unleugbar. 
Solange  ein  Wissenszweig  Überflufs  an  Problemen  bietet,  ist  er  leVtens- 
kraftig;  Maugd  an  Problemen  bedeutet  Absterben  oder  Aufhören  dar 
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•elbständigen  Entwickelung.  Wie  überhaupt  jedes  raensohliche  Unter- 
nehnien  Ziele  verfolgt^  so  braucht  die  mathematische  Forschung  E*roblemet 
Durch  die  Lösung  von  Problemen  stulilt  sich  die  Kraft  des  Foxsclieri; 
er  findet  neue  Methoden  und  Ausblicke^  er  gewiimt  einflii  weiteren  and 

freieren  Horizont. 

Es  ist  schwierig  und  oft  unmöglich,  den  Wert  eines  Problems  im 
Tomas  richtig  zu  beurteilen;  denn  srhliefslioh  entscheidet  der  Qewinn, 
den  die  Wissenschaft  dem  Problem  vertliiiikt.  Dennoch  können  wir 
fingen,  ob  es  allgemeine  Merkmale  giebt»  die  ein  gutes  mathematischee 
Problem  kennzeichnen. 

Ein  alter  iranzösischer  Matlu-tnatilver  hat  getagt:  £ine  matho- 
niüiehe  Theorie  ist  nicht  eher  als  vollkommen  anzoseheni  ab  bis  da 
sie  80  klar  gemacht  hast,  dafs  du  sie  dem  ersten  Manne  erklären 
kömitest.  (leu  du  auf  der  Strafise  trifist.  Dirne  Klarheit  und  leichte 
FftTshchkeit,  wie  sie  hier  so  drastisch  für  eine  mathematische  Theorie 
rerlaugt  wird,  möchte  ich  viel  mehr  von  einem  mal^ematiBchen  Problem 
fordern,  wenn  daaselbe  Tollkoramen  sein  soll;  denn  das  Klare  und  leicht 
FaUiche  zieht  uns  an,  das  Verwickelte  schreckt  uns  ab. 

Ein  mathematisches  Problem  sei  femer  schwierig,  damit  es  uns  reizt^ 
mid  dennoch  nicht  völlig  unzn^Uiglich,  damit  es  unserer  Anstrengung 
nicht  spotte;  es  sei  ims  ein  Wählzeichen  auf  den  verschlungenen  Pfaden 
zu  rerfoorgenen  Wahrheiten  —  nne  hemach  lohnend  mit  der  Freude 
fiber  die  gelungene  Lösung. 

Die  Mathematiker  früherer  Jahrhunderte  pflegten  sich  mit  leiden- 
ichaftlichem  Eifer  der  Lösung  einzelner  schwieriger  Probleme  hin- 
sieben;  sie  kannten  den  Wert  schwieriger  Probleme.  Ich  erinnere 
nur  an  das  von  Johann  BernouIH  gestellte  Problem  der  Linie  des 
>'hnJhtm  Falles.  Die  Eilahrung  zeige,  so  f&hrt  Bernoulli  in  der 
öffentlichen  Ankündigung  dieses  Problems  aus,  dafs  edle  Geister  zur 
Arbeit  an  der  Yeimehrung  dee  Wissens  durch  nichts  mehr  angetrieben 
wcnleo,  als  wenn  man  ihnen  schwierige  und  zugleich  nützliche  Auf- 
gaben vorlege,  und  so  hoffe  er,  si(  h  den  Dank  der  mathematischen 
Welt  SU  Twdienen,  wenn  er  nach  dem  Beispiele  Ton  M&nnem,  wie 
Mersenne,  Pascal,  Format,  Viviani  und  anderen,  welche  vor  ihm 
dasstlbe  thaten,  den  ausgezeichneten  Analysten  seiner  Zeit  eine  Auf- 
g&bt  vorlege,  damit  sie  daran  wie  an  einem  Prüfsteine  die  Güte  ihrer 
Methoden  beurteilen  und  ihre  Kräfte  messen  konnten.  Dem  genannten 
Problem  von  Bernoulli  und  ähnliehen  Problemen  verdankt  die  Variations* 
rechnong  ihren  Ursprung. 

Fermat  hatte  bekanntlich  behauptet,  da&  die  Diophantisehe 
CUeiehung 
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—  «a&er  in  gemmm  selbstvei^ständlichen  Fällen  —  in  ganzen  Zahlen 
X,  y,  g  unlösbar  sei;  tlas  Problem diese  Unmöglichkeit  naekMUweismif 
bietet  ein  scUagendes  Beispiel  dafür,  wie  fordernd  ein  sehr  spezidles 
und  sdieinbar  unbedeutendes  Problem  auf  die  WisseuBchaft  ein- 
wirken kann.  Denn  durch  die  Fermatsche  Aufgabe  angeregt^ 
gelangte  Kummer  zu  der  EinfOhnuig  der  idealen  Zahlen  und  zur 
Entdeckung  des  Satzes  von  der  eindeutigen  Zerlegung  der  Zahlen 
eines  Kreiskörpers  in  ideale  Primfaktoren  —  eines  Satzes,  der  heute 
in  der  ihm  durch  Dedekind  und  Krone oker  erteilten  VeraU- 
gemeinarong  auf  beliebige  algebraische  Zahlbereiche  im  Mittelpunkte 
der  modernen  Zahlentheorie  steht,  und  dessen  Bedeutung  weit  Aber  die 
Grenzen  der  Zahlentheorie  hinaus  in  das  Gebiet  der  Algebra  und  der 
Funktionentheorie  reicht. 

Um  Ton  einem  ganz  anderen  Forachungsgebiete  zu  reden,  so  er^ 
innere  ieh  an  das  IheikSfperproltlem.  Dem  Umstände,  daTs  Poincar^ 
es  ontanahm,  dieses  sehwierige  Problem  ernent  zu  behandehi  tind  d^ 
Losung  miher  zu  fÜhrcoD,  yerdanken  wir  die  fruchtbaren  Methoden  und 
die  weittragenden  Prinzipien,  die  dies^  Gelehrte  der  himmlischen 
Mechanik  erschlossen  hai^  und  die  heute  auch  der  praktische  Astronom 
anerkennt  und  anwendet 

Die  beiden  Torhiugenaanten  Probleme^  das  Fermatsche  Problem 
und  das  Dreikörperproblem,  erschein«!  uns  im  Yorrat  der  Probleme 
fast  wie  entgegengesetzte  Pole,  das  entere  eine  freie  Erfindung  des 
reinen  Verstandes,  der  Region  dar  abstraktcsi  Zahlentheorie  angehörig; 
das  andere  uns  TOn  der  Astronomie  aufgezwungen  und  notwendig  zur 
Erkenntnis  einiachster  iundamentsler  NaturphSnomene. 

Aber  oftmals  trifft  es  sidi  auch,  dafs  das  nämliche  spezielle 
Problem  in  die  Terschiedenartigsten  Disziplinen  mathematischen  Wissens 
eingit  iU.  So  spielt  das  Problem  der  kürzesten  Linie  zugleich  in  den 
Grundlagen  der  Geometrie,  in  der  Theorie  der  krummen  Linien  und 
Hachen,  in  der  Mechanik  und  in  der  Variationsrechnung  eine  wichtige 
historische  und  prinzipielle  Rolle.  Und  wie  überzeugend  hat  F.  Klein 
in  seinem  Buche  über  das  Ikosaeder  die  Bedeutung  geschildert,  die 
dem  Probiem  der  regulären  Polyeder  in  der  Elementargeometrie,  in 
der  Gruppen-  und  Gleichungstheorie  und  in  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  zukommt! 

Um  die  Wichtigkeit  bestimmter  Probleme  im  Licht  zu  s«'t7,en, 
darf  ich  auch  auf  Weierstrafs  hinweisen,  der  es  als  eiue  glückluhe 
Fügung  bezeichnete,  daÜs  er  zu  Beginn  seiner  wissenschaftlichen  Lauf- 
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hüm  ein  so  bedeatende«  Problem  vorfand,  wie  es  das  Jacohiiche 
JJwkehqrroUem  war,  an  dessen  Bearbeitung  er  sieb  machen  konnte. 

Nachdem  wir  uns  die  aUgemeine  Bedeutung  der  Probleme  in  der 
Hathematik  vor  Augen  geführt  haben,  wenden  wir  uns  ani  der  Frage, 
am  welchen  Qaellen  die  Mathematik  ihre  Probleme  schdpft.  Sicherlich 
giunmen  die  enten  und  lilteston  Probleme  in  jedem  mathematischen 
Wissenszweige  ans  der  £rfabrong  und  sind  durch  di<>  Welt  der  äulseren 
Eneheinnngen  angeregt  worden.  Selbst  die  Regeln  des  Ucchiens  mit 
ganten  Zahlen  sind  auf  einer  niederen  Kulturstufe  der  Menschheit 
wohl  in  dieser  Weise  entdeckt  worden,  wie  ja  auch  heut*-  noch  das 
Kind  die  Anwendung  dieser  Gesetse  nach  der  empirischen  Methode  er* 
ienii  Das  Gleiche  gilt  von  den  ersten  Problemen  der  Geometrie:  defi 
aus  dem  Altertum  überlieferten  Problemen  der  KnbusTerdoppelung, 
der  Quadrator  des  Kreises  und  den  ältesten  Problemen  aus  der  Theorie 
der  Auflösung  numprisduT  Gleidhnngen,  aus  der  Kurvenlehre  nnd  der 
Differential  und  Integralrechnung,  aus  der  Variationsrechnung,  der 
Theene  der  Fonrierschen  Reihen  und  «K  r  Pntcntialtheorie  —  gar  nicht 
n  reden  von  der  weiteren  reichen  Fülle  der  eigentlichen  Probleme 
SOS  der  Mechanik,  Astronomie  nnd  Physik. 

Bei  der  Weiterentwickelung  einer  mathematischen  Disziplin  wird 
sieh  jedoch  der  menschliche  Geist,  ermutigt  durch  das  Gelingen  der 
Losimgen,  seiner  Selbständigkeit  bewnlst;  er  scliafft  aus  sich  selbst 
herooB  oft  ohne  erkennbare  fiaTsere  Anregung  allein  durch  logisches 
Kombinieren,  durch  Verallgemeinem,  Spezialisieren,  durch  Trennen  und 
Sammeln  der  Begriffe  in  glflekUchster  Weise  neue  und  fruchtbare 
Ftobleme  nnd  tritt  dann  selbst  als  der  eigentliche  Frager  in  den 
Vordergnmd.  So  entstanden  das  FHnuahlprobkm  und  die  übrigen 
IVobleme  der  Arithmetik,  die  Galoissche  Gleichnngstheorie,  die  Theorie 
der  algebnüsehen  InTarianten,  die  Theorie  der  Ab  eischen  und  auto- 
moiphöi  Funktionen,  und  so  «Mellen  Oberhaupt  fast  oKe  feimrm 
Fragen  der  modernen  Zahlen'  und  JFVnjtöonenOsDHe. 

Ihzwischen,  wShzend  die  Sdiaffenskraft  des  reinen  Denkens  wirkt, 
kommt  anch  wieder  Ton  neuem  die  Anisenwelt  zur  Geltung,  zwingt 
ms  durch  die  wirkJiehMi  Erscheinungen  neue  Fragen  auf,  erschliefst 
nene  math«matische  Wissensgebiete  und,  indem  wir  diese  neuen  Wissens- 
gebiete für  das  Reich  des  reinen  Denkens  zu  erwerben  suchen,  finden 
wir  h&nfig  die  Antworten  auf  alte  ungelöste  Probleme  und  fördern  so 
(Ql^eich  am  besten  die  alten  Theorien.  Auf  diesem  stets  sich  wieder- 
lieknidea  nnd  wechselnden  Spiel  zwischen  Denken  und  Erfahrung  be- 
ruhen, wie  mir  scheint,  die  zahlreichen  nnd  fiberraschenden  Analogien 
und  jene  scheinbar  pristabilierte  Harmonie,  welche  der  Mathematiker 
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80  oft  in  den  Fragestellungen,  llieüloden  und  Begriffen  Tendiiedener 
Wissensgebiete  wahrnimmt. 

Wir  erörtern  noch  kurz,  welche  berechtigten  allgemeinen  Forderungen 
an  die  Lösung  eines  mathemutischcn  Problems  zu  stellen  sind:  ich 
meine  vor  allem  die,  dafs  es  gelin»rt,  die  Richtigkeit  der  Antwort  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Schlüssen  darzathon  und  zwar  auf  Grund 
einer  endlichen  Anzahl  von  Voraussetraingen,  welche  in  der  Problem» 
Stellung  liegen,  und  die  jedesmal  genau  zu  formolieren  sind.  Diese 
Forderung  der  logischen  Deduktion  mittelst  einer  endliehen  Anmtlil 
▼on  Schlüssen  ist  nichts  anderes  als  die  Forderung  der  Strange  in  der 
Beweisführung.  In  der  That,  die  Forderung  der  Strenge,  die  in  der 
Mathematik  bekanntlich  von  sprichwörtlicher  Bedeutung  geworden  ist^ 
entspricht  einem  allg^einen  philosophischen  Bedürfnis  unseres  Ver- 
standes, und  :indererseits  kommt  durch  ihre  Erfüllung  allein  erst  der 
gedankliche  Inhalt  und  die  Fruchtbarkeit  des  Problems  zur  vollen 
Geltmig.  Ein  nenes  Problem,  zumal  wenn  es  aus  der  äoberen  Er- 
scheinnngswelt  stammt,  ist  wie  ein  junges  Reis,  welches  nur  gedeiht 
und  Früchte  trägt^  wenn  es  auf  den  alten  Stamm,  den  sicheren  Besitz- 
stand unseres  mathematischen  Wissens,  sorgfältig  und  nach  den 
strengen  Kunstregeln  des  Gärtners  aufgepfropft  wird. 

Zudem  ist  es  ein  Irrtum  zu  glauben,  dafs  die  Strenge  in  der  Be- 
weisführung die  Feindin  der  Einfachheit  wäre.  An  zahlreichen  Bei- 
spielen finden  wir  im  Gegenteil  bestätigt,  dafs  die  strenge  Methode 
auch  zugleich  die  einfachere  und  leichter  fuFsIiche  ist.  Das  Streben 
nach  Strenge  zwingt  uns  eben  zur  Auffindung  einfacherer  Schlufsweisen; 
auch  bahnt  es  uns  häufig  den  Weg  zu  Methode,  die  entwickelungs- 
fähiger  sind  als  die  alten  Methoden  yon  geringerer  Strenge.  So  erfuhr 
die  Theorie  der  algebraisclien  Kurven  durch  die  strengere  fimktionen- 
theoretische  Methode  und  die  folgerichtige  Einführung  transzendenter 
Hilfsmittel  eine  erhebliche  Vereinfachung  und  gröfsere  Einheitlichkeit. 
Der  Nachweis  femer,  dafs  die  Potenzreihe  die  Anwendung  der  vier 
elementarett  Rechnungsarten  sowie  das  gliedweise  Differentiieren  und 
Integrieren  gestattet,  und  die  darauf  beruhende  Erkenntnis  der  Bedeu- 
tung der  Potenzreihe  trug  erheblich  zur  Vereinfachung  der  gesamten 
Analysis,  insbesondere  der  Theorie  der  Elimination  und  der  Theorie 
der  DifferentialgleieLungen  sowie  der  in  derselben  ZU  führenden 
Existenzbeweise  bei.  Das  schlagendste  Beispiel  aber  für  meine  Be- 
hauptung ist  die  Variationsrechnung.  Die  Behandhing  der  ersten  und 
zweiten  Variation  bestimmter  Integrale  brachte  zum  Teil  ruifserst  kom- 
plizierte Rechnungen  mit  sich,  und  die  betreffenden  Entwickelungen 
der  alten  Mathematiker  entbehrten  der  erforderlichen  Strenge.  Weier* 
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strafs  zeigte  uns  Hph  Weg  zu  einer  neuen  tiiid  sicheren  Begründung 
der  Variationsrechnung,  An  dem  Beispiel  des  einfachen  Integrals  und 
des  Doppelintegrals  werde  ieh  zum  Schluls  meines  Vortrages  kurz  an- 
deuten, wie  die  Vertbi<>;unp;  dieses  ^Veges  zugleich  eine  überraschende 
Vereinlachung  der  Variati<msrechnui)t^  mit  sich  hrini^t,  indem  zum 
Nachweis  der  m )r\\  •  ;  il iirm  und  hinreichenden  Kriterien  für  das  Ein 
treten  emes  Maximums  und  Minimume  die  Berechnung  der  zweiten 
Variation  und  zum  Teil  sogar  die  mflhsamen  au  die  erste  Variation 
ankafipfendeu  Schh'isse  völlig  enthehrlich  werden  —  gar  nicht  zu  reden 
TOD  dem  Fortschritte,  der  in  der  Authebung  der  Beschränkung  auf 
solche  Variationen  liegt^  iur  die  die  DiffereutialquotienteiL  der  Funktionen 
Dor  wenig  yariiereu. 

Wenn  ich  die  Strenge  in  den  Beweisen  als  Erfordernis  für  eine 
Tollkommene  Liisnng  eines  Problems  hinstelle,  so  ni()chte  ich  anderer- 
seits zugleich  die  MeinuiiLr  \vi(lei  U-tren,  als  seien  etwa  nur  die  BeirritVe 
der  Analysis  oder  gar  nur  diejenigen  der  Arithmetik  der  völlig  strengen 
Behandlung  fähii^,  Eine  solche  his-weüen  von  her  mm  ragenden  Seiten 
Tertretene  Meinung  halte  icli  luv  durchuus  irrig;  eine  so  einseitige 
Aosl^^uug  der  Forderung  der  ^Strenge  führt  bald  zu  einer  Ignorierung 
aller  aus  der  Geometrie,  Mechanik  und  Physik  stammenden  Begriffe, 
zu  einer  üiiterhindung  des  Zuflusses  von  neuem  Material  aus  der 
Aafsenweit  und  schliefslich  sogar  in  letzter  Konsequenz  zu  einer 
VpFwerfung  der  Ben^riffe  de«?  Kontinuuins  und  der  Irrationalzahl. 
Wfleh'  wichtiger  Leben.sn('i\  aber  würele  der  Matheijmtik  abgeschnitten 
durch  eine  Exstirpation  der  Geometrie  und  der  iiuitln  n;;itischen  Physik?  . 
Ich  meine  im  Gefrenteil.  wo  immer  von  erkenntnistheoretischer  Seite 
oder  in  der  Geometrie  oder  aus  den  Theorien  der  Naturwissenschaft 
Tnatheniatische  Begritl'e  auftrnirhen,  erwachst  der  Mathematik  die  Auf- 
gabe, die  diecen  Hegritfen  zu  Grunde  liegenden  Prinzipien  zu  erforschen 
und  dieselben  durch  ein  einfaches  und  vollständiges  System  von  Axiomen 
derart  festzulegen,  dafs  die  Schärfe  der  neuen  Begritie  und  ihre  Ver- 
wendbarkeit zur  Deduktion  den  alten  arithmetischen  Begriüen  in  keiner 
Hinsicht  nachsteht. 

Zu  den  neuen  Begriften  gelniren  notwendig  auch  neue  Zeichen; 
diese  wälileu  wir  derart,  f'fils  sie  uns  an  die  Erscheinungen  erimieni, 
die  der  Anlafs  waren  zur  Bildung  der  neupn  Begriffe.  So  sind  die 
geometrischen  h'iguren  Zeichen  für  die  Erinnerungsbilder  der  räumlichen 
Anschauung  und  hndeu  als  solche  hei  allen  Mathematikern  \  erwendung. 
Wer  benutzt  nicht  st^ts  zugleich  mit  der  I)op})elungleichmit;  a>6>c 
ftb"  drei  Gröfsen  «,  /y,  c  das  Bild  dreier  hinter  einander  auf  einer  Ge- 
raden liegrenden   Punkte  als  das  geometrische  Zeichen  des  Begriffes 

▲raUr  d«r  MAtbemstik  und  Fbjiik.   III.  Beihe.  I.  i 
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„idwischeu**?  Wer  bedient  sich  nicht  der  Zeichnimg  iu  einander  L'e 
lagerter  Strecken  und  Rpchtwkej  wenn  es  gilt,  einen  schwinigeii  Sa.tz 
über  die  Stetigkeit  von  l*  uuktinneii  oder  die  Existenz  von  Verdichtungs- 
fctellen  in  voller  Strenge  zu  beweisen?  Wer  könnte  ohne  die  Figur  des 
Dreiecks,  des  Kreises  mit  seinem  Mittelpunkt,  wer  oline  das  Kreuz 
flreier  zu  einander  senkrechter  Achsen  auskonimeu^  oder  wer  wollte 
auf  die  Torsteliuug  des  Vektorfeldes  oder  das  Bild  einer  Kurven-  oder 
Flächenschar  mit  ihrer  Enveloppe  verzichten,  das  in  der  Diflereutial- 
geometrie,  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  in  der  Begründung 
der  Variationsrechnung  und  anderer  rein  inathomatischer  Wissenszweige 
eine  so  wichtige  Rolle  spielt? 

Die  arithmetischen  Zeichen  sind  geschriebene  Figuren,  und  die 
geometrischen  Figuren  sind  gezeichnete  Formeln,  und  kein  Maüu  matiker 
könnte  diese  gezeiehneteTi  Formeln  entljehren,  so  wenig  wie  ihm  beim 
Rechnen  etwa  das  Formieren  und  Auflösen  der  Klanniiem  oder  die  Ver- 
wendung anderer  analytischer  Zeichen  entbehrlich  sind. 

Die  Anwendung  der  geometrischen  Zeichen  als  strenges  Beweis- 
mittel setzt  die  genaue  Kenntnis  und  völlige  Beherrsehung  der  Axiome 
voraus,  die  jenen  Figuren  zu  Grunde  liegen,  und  damit  diese  geo- 
metriseheu  Figuren  dem  allgemeinen  Schatze  mathematischer  Zeichen 
einverleibt  werden  dürfen,  ist  daher  eine  strenge  axionnitische  Unter- 
suchung ihres  ansehauungsmafsigen  Inhaltes  notwendig.  Wie  nuiu  ])eim 
Addieren  zweier  Zahlen  die  Ziffem  nicht  unrichtig  unter  eii  aiKh  r  sttzeu 
darf,  sondern  vielmehr  erst  die  Rechnungsregeln,  d.  h.  die  Axiome  der 
.  Arithmetik,  das  richtige  Operieren  mit  den  Ziffem  bestimmen,  so  wird 
das  Operieren  mit  den  geometrischen  Zeichen  durch  die  Axiome  der 
geometrischen  Begriffe  und  deren  Verknuplung  bestimmt. 

Die  Ubereinstimmung  zwischen  geometrischem  und  aiithmetischem 
Denken  zeigt  sich  auch  darin,  dafs  wir  bei  arithmetischen  Forschungen 
ebensowenig  wie  bei  geometrischen  Betrachtungen  in  jedem  Augenblicke 
die  Kette  der  Denkoperationen  hia  auf  die  Axiome  hin  verfolgen;  viel- 
mehr wenden  wir,  zumal  bei  der  ersten  Inangritiuaiinje  eines  Problems, 
in  der  Arithmetik  genau  wie  in  der  Geometrie  zunächst  ein  rasches, 
unbewulötcb,  nicht  definitiv  sicheres  iv aiulMnieren  au,  im  Vertrauen  auf 
ein  gewisses  arithmetisches  Gefühl  für  die  Wirkungsweise  der  arith- 
metischen Zeichen,  ohne  welches  wir  in  der  Arithmetik  ebensowenig 
vorwärts  kommen  würdeu,  wie  in  der  Geometrie  oline  die  geometrische 
Einbildungskraft.  Als  ^Muster  einer  mit  geometrischen  Begriffen  und 
Zeichen  in  strenger  Weise  operierenden  aniiunetischen  Theorie  nenne 
ich  das  Werk  von  Minkowski^)  „Geomekie  der  Zahlen'^ 

1)  Leipzig  1896. 
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£b  Tno«:'«^  nocli  einige  Bemerkimgeii  Uber  die  Schwierigkeiien^  die 
mÜifmatiäche  Probleme  bieten  können,  and  die  Überwindimg  foldier 
Sdnrierigkeiten  Platz  finden. 

Wenn  uns  die  Beantwortung  eines  mathematischen  Problems  nicht 
gdingen  will,  so  liegt  häufig  der  Qrand  darin,  dafs  wir  noch  nicht  den 
allgemeinerai  Gesichtspunkt  erkannt  haben,  Ton  dem  aue  das  vorgelegte 
Problem  nur  als  einzelnes  Glied  einer  Kette  rerwandter  Probleme  er- 
■eheint.  Nach  Auffiudimg  dieses  Gesichtspunktes  wird  häufig  nicht 
nur  das  Torgelegte  Problem  unserer  Erforschung  zu^nglicher,  sondern 
wir  gelangen  so  sogleich  in  den  Besitz  einer  Methode,  die  auf  die 
Tenmidten  Probleme  anwendbar  ist.  Als  Beispiel  diene  die  Einführung 
komplexer  Integrationswege  in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
durch  Cauchy  und  die  Aufstellung  des  Idealbegriffes  in  der  Zahlen- 
theorie durch  Kummer.  Dieser  Weg  zur  Auffindung  aUgemdner  Me- 
thoden ist  gewifs  der  gangbarste  und  sicherste;  denn  wer,  ohne  ein 
bestimmtes  Problem  vor  Auge  zu  haben,  nach  Methoden  sacht^  dessen 
Sachen  ist  meist  vergeblich. 

Eine  noch  wichtigere  Rolle  als  das  Verallgemeinem  spielt  wie 
ich  glaube  —  bei  der  Beschäftigung  mit  matliematischen  Problemen 
du  Spezialisieren.  Vielleicht  in  den  meisten  Fällen,  wo  wir  die  Ant- 
'wort  auf  eine  Frage  vergeblich  Sachen,  liegt  die  Ursache  des  MÜS- 
hngens  darin,  dafs  wir  einfachere  und  leichtere  Probleme  als  das  vor- 
gllggte  noch  nicht  oder  noch  unvollkommen  erledigt  haben.  £s  kommt 
dann  alles  darauf  an,  'diese  leichteren  Probleme  aofzofinden  und  ihre 
Ldsong  mit  m  »glichst  vollkommenen  Hilfsmitteln  und  durch  verall- 
gemeinemngsfahige  Begriffe  zu  bewerkstelligen.  Diese  Vorschrift  ist 
einer  der  wichiigsten  Ilebel  zur  Überwindung  mathematischer  Schwierig« 
keiten,  und  ee  scheint  mir,  dafs  man  sich  dieses  Hebels  meistens  — 
wenn  aneh  unbewuDst  —  bedimt. 

Mitunter  kommt  es  vor,  dals  wir  die  Beantwortung  unter  unge- 
nügenden Voraiusetzungen  oder  in  anrichtigem  Sinne  erstreben  und 
infoige  dessen  nicht  zum  Ziele  gelangen.  Es  entsteht  dann  die  Auf- 
gabe, die  Unmöglichkeit  der  Lösung  des  Problems  unter  den  gegebenen 
Voraussetzungen  und  in  dem  Terlangten  Sinne  nachzuweisen.  Solche 
Unniüglichkeitsbeweise  wurden  schon  von  den  Alten  geführt,  indem  sie 
I.  fi.  zeigten,  dafs  die  Hypotenuse  eines  gleichschenkligen  rechtwinkligen 
Draecks  aar  Ki^hete  in  einem  irrationalen  Verhältnisse  steht.  In  der 
neueren  Mathematik  spielt  die  Frage  nach  der  Unmöglichkeit  gewisser 
Losungen  eine  hervorragende  Rolle,  und  wir  nehmen  so  gewiJir,  dalh 
älte  schwierige  Probleme  wie  der  Beweis  des  Paralldenaxioms,  die 
Qnadiator  des  Kreises  oder  die  Auflösung  der  äleichungen  ö**°  Ghnades 
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durrh  Wnrzflzielien,  wenn  juieh  in  anderem  als  doni  ursprünglich  ge- 
meinteii  Simio,  dennoch  eine  völlig  beMedigeude  und  strenge  Lösung 

gefunden  haben. 

Diese  nierkwürdi^e  Thatsaehe  neben  anderen  philosophischen  Gründen 
ist  es  wohl,  welche  in  uns  eine  t'ber/eu!innir  entstehen  lafst,  die  jeder 
Mathematiker  gewils  teilt,  die  aber  bis  jet/.t  wenigstens  niemand  durch 
Beweise  gestützt  hat  —  ich  meine  die  Überzeugung,  dafs  ein  jedes  Ije- 
stimmte  mathematische  Problem  einer  strengen  Erledigung  notwendig 
fallig  sein  müsse,  sei  es,  dul's  es  gelingt,  die  Beantwortung  der  ge- 
stellten Frage  zu  geben,  sei  es.  dafs  die  Unmöglichkeit  seiner  Losung 
und  damit  die  Notwendigkeit  des  Mil'sliugeus  aller  Versuche  dargethan 
wird.  Man  lege  sich  irgend  ein  bestimmtes  ungelöstes  Problem  vor, 
etwa  die  Frage  nach  der  Irrationalität  der  Euler-Mascheronischen 
Konstanten  ('  oder  die  Frage,  ob  es  unendlich  viele  Primzahlen  von 
der  Form  2"  -f-  1  giebt.  So  unzugänglich  diese  Probleme  uns  er- 
scheinen, und  so  ratlos  wir  zur  Zeit  ihnen  gegenüberstehen  —  wir 
haben  dennoch  die  sichere  Überzeugung,  dafs  ihre  Losung  durch  eine 
endliche  Anzahl  rein  logischer  Schlüsse  gelingen  mufs. 

Ist  dieses  Axiom  von  der  Lösbarkeit  eines  jeden  Problems  eine 
dem  mathematischen  Denken  allein  charakteristische  Eigentümlichkeit, 
oder  ist  es  vielleicht  ein  allgemeines  dem  inneren  Wesen  unseres  Ver-* 
Standes  anhaftendes  Gesetz,  dafs  alle  Fragen,  die  er  stellt,  auch  durch 
ihn  einer  Beantwortung  filiiig  sind?  TriflFl  man  doch  auch  in  anderen 
Wissenschaften  alte  Probleme  {in,  die  durch  den  Beweis  der  Unmög- 
lichkeit in  der  lietViedigendsten  Weise  und  zum  höchsten  Nutzen  der 
Wissenschaft  erledigt  worden  sind.  Ich  erinnere  an  das  Problem  des 
Perj)etuum  mobile.  Nach  den  vergeblichen  Versuchen  der  Konstruktion 
eines  Perpetuum  mo})ile  forschte  man  vielmehr  nach  den  Beziehungen, 
die  zwischen  den  Natiirkräften  bestehen  müssen,  wenn  ein  Perpetuum 
mobile  unmr>glich  sein  solP),  und  diese  umgekehrte  Fragestellung  führte 
nuf  die  Entdeckung  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Energie,  das 
seinerseits  die  Unmöglichkeit  des  ferpetuam  mobile  in  dem  uTBprüng- 
lieh  verlangten  Sinne  erklärt. 

Diese  Überzeugung  von  der  Lösbarkeit  eines  jeden  mathematischen 
Problems  ist  uns  ein  kräftiger  Ansporn  während  der  Arbeit;  wir 
hören  in  uns  den  steten  Zuruf:  Da  ist  das  Problem,  suche  die 
Lösung.  Du  kannst  sie  durch  reines  Denken  finden;  denn  in 
der  Mathematik  giebt  es  kein  Ignorabimus! 

1)  Tgl.  HelmlioltB:  Über  die  Wechselwirlnnig  der  Natorkilfte  und  die 
darauf  bezüglichen  neneaten  ErmUtelimgen  der  Physik.  YortrAg,  gehalten  in 
Königsberg  1864.  
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Unenneffllicb  ist  die  Ffllle  toh  Pkt»bl^eii  in  der  Mathematik^  und 
sobald  ein  Pkoblem  gdöet  ist,  taadien  an  dessem  Stdle  zaUlose  neae 
Probleme  auf.  Gestatten  Sie  mir  im  Falgendem,  gleiduam  zur  Proben 
aas  nnehiedenen  mathematischen  Diniplinen  einzehie  bestimmte  Pro> 
bleme  za  nennen,  Ton  deren  Behandlung  eine  Fdrdenmg  der  Wissen' 
sehaft  sich  erwarten  labt 

Überblicken  wir  die  Prinaipien  der  Analysis  and  der  G^metrie. 
Die  anregendsten  nnd  bedeutendsten  Ereignisse  des  letsten  Jahrhunderts 
sind  aof  diesem  Qebiete,  wie  mir  scheint,  die  arithmetische  Erfassung 
des  BtffiSB  des  Kontinuums  in  den  Arbeiten  von  C auch 7,  Bolzano, 
Canfeor  und  die  Entdeckung  der  Nicht- Euklidischen  Geometrie 
durch  Oanfs,  Bolyai,  Lobatsch efskij.  Ich  lenke  daher  zunächst 
Ihre  Aufiuerksamkeit  auf  einige  diesen  Gebieten  angehör^den  Probleme. 

L  Gantors  Problem  ?oii  der  Kächtigkeit  des  KontinuuiiB. 

Zwei  Systeme,  d.  h.  zwei  Mengoi  Ton  gewöhnlichen  reellen  Zahlen 
(oder  Punkten)  heifsen  nach  Cantor  äquivalent  oder  von  gleicher 
Mächtigkeit  wenn  sie  zn  einander  in  eine  derartige  Beziehung  gebracht 
werden  können,  dab  einer  jeden  Zahl  der  einen  Menge  eine  und  nor 
eine  bestimmte  Zahl  der  snderen  Menge  entspricht.  Die  Untersuchungen 
TOB  Cantor  Aber  solche  Ponktmengen  machen  einen  Satz  sehr  wahr* 
sefaflinlich,  dessen  Beweis  jedoch-  trotz  eifrigster  Bepitthongeu  bisher 
noch  niemandem  gelungen  ist;  dieser  Satz  lautet: 

Jedes  System  von  unendlich  vielen  reeUen  Zahlen,  d.  h.  jede  un- 
(ndlicbe  Zahlen-  (oder  Punkt)menge,  ist  entweder  der  Menge  der  ganzen 
natttrlichen  Zahlen  1,  2,  3, . . .  oder  der  Menge  sämtlieher  reeUen  Zahlen 
und  mithin  dem  Kontinuum,  d.  h.  etwa  den  Punkten  einer  Strecke, 
iquivalent;  im  Sintie  der  Aguivaleiuf  gkU  es  kientadt  mr  swei  Zahleth 
mengest  die  äbßählbare  Men^  utid  das  KmUmum. 

Aus  diesem  Satz  würde  zugleich  folgen,  dab  das  Eontinnnm  die 
nächste  Mächtigkeit  über  die  Mächtigkeit  der  abzahlbaren  Mengen  hinaus 
bildet;  der  Beweis  dieses  Satzes  würde  mithin  eine  nene  Brücke 
■cUsgen  zwischen  der  abzahlbaren  Menge  und  dem  Kontinuum. 

Es  sei  noch  eine  andere  sehr  merkwürdige  Behauptung  Gantors 
flnrahnt,  die  mit  dem  genannten  Satze  in  engstem  Znaammenhaoge 
litht^  und  die  vielleicht  den  Schlüssel  zum  Beweise  dieses  Satzes  liefert 
hgend  ein  System  von  reellen  Zahlen  heiM  geordnet,  wenn  von 
ugend  zwei  Zahlen  des  Systems  festgesetzt  ist,  welches  die  frühere 
und  welches  die  spatere  sein  soll,  und  dabei  diese  Festsetzung  eine 
dsnrtige  isi^  dab,  wenn  eine  Zahl  a  früher  als  die  Zahl  6  und  h  früher 
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als  e  ist,  so  auch  stets  a  früher  als  c  erscheint  Die  natürliche  An- 
ordnung der  Zahlen  eines  Systeme  heifse  diejenige,  hei  der  die  kleinere 
als  die  frühere,  die  grolsere  als  die  spatei«  festgesetzt  wird.  Es  giebt 
aber,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  noch  anendlich  viele  andere  Arten,  wie 
man  die  Ziüilen  eines  Systems  ordnen  kann. 

Wenn  wir  eine  bestimmte  Ordnung  der  Zahlen  ins  Äuge  fimen 
und  ans  denselben  ii^^d  ein  besonderes  System  dieeor  Zahlen,  ein  so- 
genanntes Teilsystem  oder  eine  Teilmenge  heraushelfen,  so  erscheint 
diese  Teilmenge  ebenfalls  geordnet*  Cantor  betrachtet  nun  eine  be- 
sondere Art  von  geordneten  Mengen,  die  er  als  wohlgeordnete  Mengen 
bezeichnet,  und  die  dadurch  charakterisiert  sind,  dab  nicht  nnr  in  der 
Menge  selbst,  sondern  auch  in  jeder  Teilmenge  eine  früheste  Zahl 
existiert.  Das  System  der  ganzen  Zahlen  1,  2,  3,  . . .  in  dieser  seiner 
natürlichen  Ordnung  ist  offenbar  eine  wohlgeordnete  Menge.  Dagegen 
ist  das  System  aller  reellen  Zahlen,  d.  h.  das  Kontinnnm  in  semer 
natürlichen  Ordnung,  offenbar  nicht  wohlgeordnet.  Denn,  wenn  wir  als 
Teilmenge  die  Punkte  einer  endlichen  Strecke  mit  Ausnahme  des  An- 
fangspunktes der  Strecke  ins  Ange  fassen,  so  besitzt  diese  Teilmei^ 
jedenfalls  kein  frühestes  Element.  Es  erhebt  sich  nnn  die  Frage,  ob 
sich  die  Gesamtheit  aller  Zahlen  nicht  in  anderer  Weise  so  ordnen 
laüif  dab  jede  Teilmenge  ein  frühestes  Element  hat,  d.  h.  ob  das  Kon- 
tinuum  auch  als  wohlgeordnete  Menge  aufgefaXst  werden  kann,  was 
Cantor  bejahen  zu  müssen  glaubt.  Es  erscheint  mir  höchst  wünschens- 
wert, einen  äirektett  Deirds  Jiesrr  merkwürdigen  Behauptung  von  Cantor 
0U  gewinnen,  etwa  durch  wirkliche  Angabe  einer  solchen  Ordnung  dar 
Zahlen,  bei  welcher  in  jedem  Teilsystem  eine  früheste  Zahl  angewiesen 
werden  kann. 

2.  Die  Widersprachslosigkeit  der  arithmetisehen  Axiome. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Grundlagen  emer  Wissenschaft 
zn  nntersnchen,  so  hat  man  ein  System  von  Axioinen  aufzustellen, 
welche  eme  genaue  und  vollstiiiulige  Beschreibung  derjenigen 
Ziehungen  enthalten,  die  zwischen  den  elementaren  Begriffen  jener 
Wissenschaft  stattfinden.  Die  au%esteUten  Axiome  sind  zugleich  die 
Definitionen  jener  elementaren  Begriffe,  und  jede  Aussage  innerhalb  des 
Bereiches  der  Wissenschaft,  deren  Grundlage  wir  prüfen,  gilt  uns  nnr 
dann  als  richtig,  &lls  sie  sich  mittelst  einer  endlichen  Anzahl  logischer 
SchlüRse  ans  den  aufgestellten  Axiomen  ableiten  läl'Bt.  Bei  näherer 
Betrachtung  entsteht  die  Frage,  ob  etwa  getoüse  Aussogen  chizelner 
Axiome  sich  unter  einander  bedingen,  und  ob  nicht  sotnU  die  Axiome 
noch  gemeinsame  Bestandteile  enthaUen,  die  man  beseiiigen  mufs,  nmm 
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MO»  JM  einem  Sjfstem  wm  Axiomen  gdoMffm  ufiU,  die  voü^  vm  ein- 
emkr  unabhängig  sind. 

Vor  allem  aber  mSehie  ieh  unter  den  sahireichen  Fragen,  welche 
lunnchilich  der  Axiome  gestelli  werden  kSnnflD»  dies  als  das  wichtigste 
Problem  beaeicbnen,  m  heweisent  daß  dieadben  ttnier  einander  wider- 
tf/uddoe  smdf  d.  h  dafe  man  aiff  Grund  derselben  miUM  emer  end- 
Men  JnMohl  vm  logisdten  8Miis$en  niemals  en  SesuUaien  gdangen 
hm,  die  mit  einander  in  Widersprudi  sfdien. 

In  der  Geometrie  gelingt  der  Nachweis  der  WidenpraohakMJgkeit 
der  Axiome  dadurch,  dab  man  einen  geeigneten  Bereich  yon  Zahlen 
kooetniiert,  dornig  dals  den  geometrischen  Axiomen  analoge  Besiehnngen 
nrieehen  den  Zahlen  dieses  Bereiches  entsprechen,  und  da(s  demnach 
jeder  Widerspruch  in  den  Folgenmgen  aus  den  geometrischen  Axiomen 
aseh  iB  der  Arithmetik  jenes  Zahlenbereiches  erkennbar  sein  mflAie. 
Auf  diese  Weise  wird  abo  der  gewünschte  Nachweis  fOr  die  Wider- 
fprachslosigkeit  der  geometrischen  Axiome  auf  den  Sati  ron  der 
Widettprudidori^Eeit  der  arithmetischen  Axiome  lurflckgefllhrt 

Zom  Nachweis  fBr  die  Widerspmchslosigkeit  der  arithmetischen 
Axiome  bedarf  es  dagegm  eine«  direkten  Weges. 

IKe  Axiome  der  Arithmetik  sind  im  wesentlifdiMi  niehte  anderes 
ab  die  bekannten  ReehnnsgsgesetBe  mit  Hinzunahme  des  Axioms  der 
Stetigkeit.  Ich  habe  sie  kOidich  zusammengestellt'^)  und  dabei  das 
Axiom  der  Stetigkeit  durch  zwei  einfachere  Axiome  ersetzt,  nämlich 
das  bekannte  Archimedische  Axiom  und  ein  neues  Axiom  des  In> 
hsliei^  dab  die  Zahlen  ein  System  Ton  Dingen  bilden,  welches  bei  Anf- 
reehterhaltung  der  samtUdien  tlbrigen  Axiome  keiner  Erweiterung  mehr 
fähig  ist  (Axiom  der  YoUstandigkeii)  Ich  bin  nun  flberzeugt,  dals 
ee  gelinge  mufs,  einen  direkten  Beweis  für  die  Widersprachslosigkeit 
der  arithmetischen  Axiome  za  finden,  wenn  man  die  bekannten  SchluTs- 
methoden  in  der  Theorie  der  Imitionah»hlen  im  Hinblick  auf  das  be- 
uichnete  Ziel  genau  durcharbeitet  und  in  geeigneter  Weise  modifiziert. 

üm  die  Bedeutong  des  Problems  noch  nach  einer  anderen  Rück- 
sicht hin  zu  charakterisieren,  möchte  ich  folgende  Bemerkung  hinzu- 
fügen. Wenn  man  einem  Begriffe  Merkmale  erteilt,  die  einander 
widetsprechen,  so  sage  ich:  der  Begriff  existiert  mathematisch  nicht 
So  existiert  z.  B.  mathematisch  nicht  eine  reelle  Zahl,  deren  Quadrat 
gleich  —  1  ist  Gelingt  es  jedoch  zu  beweisen,  dals  die  dem  Begriffe 
erteilten  Merkmale  bei  Anwendung  einer  endlichen  Anzahl  ron  logischen 
BdilOssen  niemals  zu  einem  Widerspruche  fahren  können,  so  sage  ich, 
jafs  damit  die  mathematische  Existenz  des  Begriffes,  z.  B.  einer  Zahl 
1)  Jafaveebeiicht  der  Deatschea  Mathematiker-Vereuufung,  Bd.  8,  11M)0,  8. 180. 
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D,  Helbut: 


oder  einer  Funktion^  die  gewisse  Forderougen  erfüllt,  bewieaen  worden 
ist.  In  dem  vorliegenden  Falle,  wo  es  sich  um  die  Axiome  der  reellen 
Zahlen  in  der  Arithmetik  handelt,  ist  der  Nachweis  fOr  die  Wider- 
spruchslosigkeit  der  Axiome  zugleich  der  Beweis  für  die  mathematische 
Existenz  des  Inbegriti's  der  reellen  Zahlen  oder  des  Kontinuams.  Li 
der  Tbat,  wenn  der  Nachweis  für  die  Widerspruchslosigkeit  der  Axiome 
ToUig  gelungen  sein  ^  so  yerlieroi  die  Bedenken^  welche  bisweilen 
g^en  die  Existeuz  des  XubegriiTs  der  reellen  Zahlen  gemaeht  worden 
sind,  jede  Berechtigong.  Freilich  der  Inb^priff  der  reellen  Zahlen, 
d.  h.  das  Eontinnum  ist  bei  der  eben  gekennzeichneten  Aaffnssong 
nicht  etwa  die  Gesamtheit  aller  möglichen  Deaimalbmchentwickelungen 
oder  die  Gesamtheit  aller  möglichen  GesetzOi  nach  denen  die  Elemente 
einer  FundamentaLreihe  fortschreiten  können,  sondern  ein  System  von 
Dingen,  deren  gegenseitige  Beziehungen  durch  die  angestellten  Axiome 
goregdt  werden,  und  für  welche  alle  und  nur  diejenigen  Thatsachen 
wahr  sind,  die  durch  eine  endliche  Anzahl  logischer  Schlüsse  ans  den 
Axiomen  gefolgert  werden  können.  Nur  in  diesrai  Sinne  ist  meiner 
Meinung  nach  der  Begrijff  des  Kontinunms  streng  logisch  falsbar. 
Thatsachlich  entspricht  er  auch,  wie  mir  scheint,  so  am  besten 
dem,  was  die  Erfahrung  und  Anschanung  uns  giebt  Der  Begriff  des 
Kontinuums  oder  anch  der  Begriff  des  Systems  aller  Funktionen 
existiert  dann  in  genau  demselben  Sinne,  wie  etwa  das  System  der 
ganzen  rationalen  Zahlen  oder  auch  wie  die  höheren  Cantorsclien 
Zuhlklassen  und  Mächtigkeiten.  Denn  ich  bin  überzeugt,  dal's  auch 
die  Existenz  der  letztoren  in  dem  von  mir  bezeichneten  Sinne  ehfioso 
wie  die  des  Kontinuums  wird  erwiesen  werden  können  —  im  G^jeiir 
snt/.  7Ai  dem  System  aller  Mächtigkeiten  ftberhanpt  oder  auch  aller 
Gantorschen  Alephs,  für  welches,  wie  sich  zeigen  liiJst,  ein  wider- 
spruchsloses System  von  Axiomen  in  meinem  Sinne  nicht  angestellt 
werden  kann,  und  welches  daher  nach  meiner  Beseichnungsweise  ein 
mathematisch  nicht  existierender  Begriff  ist 


Ans  dem  Gebiete  der  Grundlagen  der  Geometrie  mdchte  idi  sn> 
nlchst  das  folgende  Problem  nennen. 

3.  Die  Volvmengleieldielt  smler  Tetraeder  voe  glelcbor  Gnadflieli» 

und  H(ilie. 

Gaufs^j  S])ri(lit  in  zwei  Briefen  au  Gerling  sein  Bedauern  dar- 
über aus,  dafs  gewibde  Sätze  der  Stereometrie  von  der  Exhaustiou»- 

1)  Werke,  Bd.  8,  S.  2U  imd  844. 


Digitized  by  Google 


MAthematiache  i'robieme. 


67 


BMfiiode,  d.  h.  in  der  modernen  Anedraeksweim  toh  dem  Sietigkeits- 
anom  (oder  von  dem  Arcliimedischeii  Axiome)  abhängig  sind. 
Ganfs  iMDiit  beaonden  den  Sats  toh  Eaklid,  dafo  dreiseitige  Pyra- 
miden Ton  gleielier  Höhe  eich  wie  ihre  Chnmdflaoheii  verhalten.  Nmi 
lat  die  analoge  Aufgabe  in  der  Ebene  ToUkommen  erledigt  worden*); 
avdi  iit  es  Gerling')  gelangen,  die  Volameiigleichheit  symmetriflcher 
Pdyeder  durch  Zerlegung  in  kongmente  Teile  sa  beweiBen.  Dennoch 
enekehit  mir  der  Beweis  des  eben  genannten  Satzes  Ton  Euklid  auf 
diew  Weise  im  allgemeinen  wohl  nicht  als  möglich,  und  es  wfirde  sich 
alio  mn  den  strengen  ünmSglichkeitsbeweis  handdn.  Ein  solcher 
wiie  orbracht,  sobald  es  gelingt,  zwti  Tetraeder  mU  gUHfiner  Grund' 
ftäAe  und  von  Leuker  ^he  tmguffeben,  die  suA  ot^  keine  TTetss  t» 
hmgrumte  Tetraeder  geriege»  kusm,  und  die  sidt  autk  dun^  Hinmih 
ftiffuM/  kotigruenier  Tetraeder  nidU  §»  scidten  Pchfedem  ergangen 
Ummj  für  die  ihreredto  eine  Zerlegung  in  hongruenk  Tekaeder  mög- 
MisL^ 

4  Fioblem  toh  der  Oeradeii  als  ktaester  VerbtndTiiig  zweier  Punkte. 

Eine  andere  Prolileinstellimg,  brtirllriMl  die  Gruudlagou  dor  Ooo- 
metrip.  ist  diese.  Wenn  v?ir  von  d>'n  Axnunen,  flif  znni  Aufl^au  der 
gewiiiuiiiclien  Euklidisohen  Geoiiietne  notig  Bind,  das  rurallelenaxioni 
unterdrücken,  bezüglich  als  nicht  eriüllt  annehmen,  dagegen  alle 
übrigen  Axioinp  beibehalten,  so  gelan^ren  wir  l>ekunntlich  zu  der 
Lobatschetyki  jscheu  {hyperbolischen)  (leometrie;  wir  dürlen  daher 
sagen,  dals  diese  Geometrie  insofern  eine  der  Euklidischen  nächst- 
stehendp  Geometrie  ist.  Fordern  wir  weiter,  dafs  da.sjenitje  Axiom 
nicht  erfüllt  sein  soll,  wonach  von  drei  Punkten  ein*  ;  ( oMaden  stets 
einer  und  nur  einer  zwischen  den  beiden  andpr^n  lietrt,  --n  -  rhalton  wir 
die  Riemuunsche  relli]iiiM  li*0  GpoTurt .  -u  iJuIn  iImsc  ( in irnetrie  als 
eine  der  Lobatschefskijscheii  hststelieude  ersciieiiit.  Wollen  wir 
eine  äbnlicbe  prinzipielle  Uut*  r-iii'liim«^  über  das  Archini  *  d  isehe 
Axiom  aubiüiiren,  so  haiu-n  wir  dieses  als  nicht  prf'üllt  anzuseilen  und 
i^elantjen  somit  zu  den  X  i  eht-Arch  inifulischen  Geumetrieu,  die  von 
^eronese  und  mir  unteräucht  worden  sind.    Die  allgemeinere  Frage, 

1)  Yfßi.  aoiSwr  der  frOhecen  Litteratar  Hilbert:  Groiidlsgeii  der  Oeometne, 
Updg  1899,  Kapitel  17. 

2)  Gaufg'  Werke,  Bd.  8,  8.  MS. 

8)  Inzwischen  ist  TT^rrn  Dehn  )?f.'lunfjpn ,  difsen  Nachweis  zu  führen. 
^gL  deHsen  Note  .,r'ber  raimigleichc  Polyeder"  Nachrichten  der  K  Ges.  d.  Wiss. 
ta  Qöttingeu  19ou,  sowie  eine  deiuuüchst  in  den  mathematischen  Aunalen  er- 
■ch^Mid«  Arbeit. 
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die  sich  nim  erhebt,  ist  die,  ob  sich  nooli  nach  anderen  fruchtbaren 
Gesichtspunkten  Geometrien  aufstellen  lassen,  die  mit  gleichem  Recht 
der  gewöhnlichen  Euklidischen  Geometrie  nachststehend  sind,  und 
da  möchte  ich  Ihre  Aufinerksamkeit  auf  einen  Satz  lenken,  der  von 
mandien  Autoren  sogar  als  Definition  der  geraden  Linie  hingestellt 
worden  ist,  und  der  aussagt,  dals  die  Gerude  die  kürzeste  Yerbindung 
sswischen  zwei  Punkten  ist.  Der  wes^tliche  Inhalt  dieser  Aussage  re- 
duziert sich  auf  den  Satz  von  Euklid,  da(s  im  Dreiecke  die  Summe 
zweier  Seiten  stets  gröfser  ab  die  dritte  Seite  isi^  euaen  Satz,  welcher^ 
wie  man  sieht^  lediglich  von  elementaren  d.  h.  aus  den  Axiomen  mir 
mittelbar  entnommenen  Hegriffon  handelt,  und  daher  der  logischen 
Untersuchung  zugänglicher  ist  £uklid  hat  den  genannten  Satz  rom 
Dreieck  mit  Hilfe  des  Satzes  rom  Aufsenwinkel  auf  Grund  der  Kon- 
gmenzsatze  ))owie8en.  Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dafs  der  Beweis 
jenes  Euklidischen  Satzes  allein  auf  Grund  derjenigen  Kongruenzsätze, 
die  sich  auf  das  Abtragen  von  Strecken  und  Winkeln  bemehesiy  nicht 
gelingt,  sondern  dafs  man  zum  Beweise  eines  Dreieckskongruenzsatzes 
bedarf.  So  entsteht  die  Frage  nach  einer  Geometiie|  in  welcher  alle 
Axiome  der  gewöhnliche  Euklidischen  Geometrie  und  insbesondere 
alle  Eongmeozaziome  mit  Ausniümie  des  einen  Axioms  von  der 
DreieckE^ongmenz  (oder  auch  mit  Ausnahme  des  Satzes  von  der 
Gleichheit  der  Basiswinkel  im  gleichschenkligen  Dreieck)  gelten,  und  in 
welcher  überdies  noch  der  Satz,  dafs  in  jedem  Dreieck  die  Snmme 
zweier  Seiten  groiser  als  die  dritte  ist,  als  besonderes  Axiom  auf- 
gestellt wird. 

Man  findet,  dafs  eine  solche  Geometrie  thatsichlich  existiert  und 
keine  andere  ist  als  diejenige,  welche  Minkowski^)  in  seinem  Bache 
,,Geometrie  der  Zahlen'*  angestellt  und  zur  Grundlage  seiner  arith- 
metischen üniersuchungen  gemacht  hai  Die  Minkowskische  Geo- 
metrie ist  also  ebenfalls  eine  der  gewöhnlichen  Euklidischen  Geo- 
metrie nfichststehende;  sie  ist  im  wesentlichen  durch  folgende 
Festsetzungen  charakterisiert:  Erstens:  Die  Punkte,  die  von  einem 
flesten  Punkt  0  gleichen  Abstand  haben,  werden  durch  eine  konvexe 
geschlossene  Flache  des  gewöhnlichen  Euklidischen  Raumes  mit  0 
als  Mittelpunkt  repräsentiert.  Zweitens:  Zwei  Strecken  heifsen  amsh 
dann  einander  gleich,  wenn  man  sie  durch  ParallelTerschiebang  des 
Euklidischen  Raumes  in  einander  überftlhren  kann. 

In  der  Minkowskischen  Geometrie  gilt  das  Parallelenaxiom;  ich 
gelangte  bei  einer  Betrachtung*),  die  ich  über  den  Satz  ?on  der  ge- 

i)  Leipsig  1896. 

S)  Matbematiache  Anaalea,  Bd.  46,  S.  91. 
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nden  Linie  als  kllnetter  Yerbrndmig  zweier  Punkte  amteUte,  m  einer 
Geometrie,  in  welcher  nicht  das  Parallelenaziom  gilt,  während  alle 
fthngen  Aztome  der  Minkowskiscfaen  Geometrie  eifllllt  sind.  Wegen 
der  wifiktigen  Bolle,  die  der  Satz  Ton  der  Geraden  als  kOxzester  Yer- 
bindnig  sweier  Fnnkte  nnd  der  im  wesentlichen  äquivalente  Satx  Ton 
Euklid  Aber  die  Seiten  eines  Dreiecks,  nicht  nur  in  der  Zahlentheorie, 
sondern  anch  in  der  Theorie  der  FlSchen  nnd  in  der  Yariationsrechnnng 
spielt,  uid  da  ich  glaube,  dab  die  Angehendere  Unterenchnng  der 
fiedingongen  för  die  Giltigkeit  dieses  Satases  ebenso  anf  den  Begriff 
der  Enfefemuiig  wie  anch  nodi  auf  andere  elementare  Begrüfe, 
I.  R  den  Begriff  der  Ebene  und  die  Möglichkeit  ihrer  Definition 
mittelst  des  Begriffes  der  Geraden,  ein  neues  Licht  werfen  wird,  so 
eneheint  mir  die  Aufsidlw^  md  »y^maiisehe  Behmdlung  der  hier 
mSfiUdm  Qeomeirien  wOnschensweri 

Im  Fall  der  Ebene  und  unter  Zugrundelegung  des  Stetigkeitsaxioms 
fthrt  das  genannte  Fh>blem  auf  die  Ton  Darboux^)  behandelte  Frage, 
alle  Tariationsprobleme  in  der  Ebene  su  findm,  filr  welche  sSmtliche 
Geraden  der  Ebene  die  Lösungen  sind  —  eine  Fragestellung,  die  mir 
«eitgebender  Verallgemeinerungea')  f&hig  und  wllidig  erscheint 

6.  Lle'B  Begriff  der  kontlmiierlielLeB  Tnuufomatlonsgnippe 
oIm  die  AflnAhme  der  DUbraitUirlwirkAlt  der  die  ttrappe  deflniefenden 

Funktionen. 

Lie  hat  bekanntlich  mit  Uinzuziehtmg  des  Begr  Iis  der  kontimiier- 
lichen  Transfonnatiousgriippe  ein  System  von  Axiomen  für  die  (joo- 
metrie  aufi^e«tellt  und  auf  Gnind  seiner  Theorie  der  Transforniütions- 
mppen  i>ewie8en,  dafs  dieses  Systerri  von  Axiomen  zum  Anf))an  der 
Üeometne  hinreicht.  Da  Lie  jedoch  bei  Begrtindunj:^  seiner  Theorie 
stets  annimmt,  dai's  die  die  Gnippe  definierenden  Funktionen  ditferen- 
tiiert  werden  können,  so  bleibt  in  dt^i  Liesclien  P]ntwickeluugen  un- 
erörtert,  ob  die  Annahme  der  DitFej  »  tu  in-rharkeit  bei  der  Frati^  nach 
den  Aiüomen  der  (je(mieirie  tbatsüi  hl  m  Ii  unvermeidlich  ist  oder  nicht 
Tielmehr  als  eine  Folge  des  (iruppenbegnü'ö  und  der  übrigen  t^fonie- 
trischen  Axiome  erscheint.  Diese  tTberlegung,  s^wie  nnoh  ij;*' wisse 
Probleme  hinsichtlich  der  arithmetischen  Axiome  legen  uns  iln»  all- 
gememere  Frage  nahe,  inwieweit  der  Liesdte  Begriff  der  kotUmuter' 

1)  Le<;ons  snr  la  thöorie  g^n^rale  des  surlaces,  Bd.  3,  S.  64,  Pari«  lö94. 

2)  Vgl  die  iuteressanieu  Untenuchongea  von  A.  Hirsch,  Mathematische 
AansleQ,  BcL  49  und  50. 
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D.  Hn.BKBT : 


lidim  Trantf&rnuxUensgnippe  amh  oAm«  Annahm  <&r  DifirmHierbc^iBeU 
der  Funktioneti  unamr  Vntemukmg  tuffänfflich  is^. 

Bekanntlich  definiert  Lie  die  endliche  kontiimierliche  Tnou- 
fonnBtion^rappe  als  ein  System  Ton  TranBfonnatioiieD 

von  der  Beeehaffenheity  dab  zwei  beliebige  Tmosfonnationeii 

des  Systems,  imrh  einander  ausgeführt,  eine  Transformation  erprbpn, 
welche  wiederum  dem  System  angehört  und  sich  mithin  in  der  i-orm 

■<    fiifii^',  «X  •  •   f,X^»(^)i     ■ '  M  K)  =  fJ-^iy  '  ■  V      ^i,  •  •  O 

darstellen   läfst,   wo  Cj,  . .     Cr  gewisse  Funktionen  von  öj.  .  .  .,  o^; 

,  .  .  . ,  hr  sind.  Die  Gruppeneigenßchaft  findet  mithin  ihren  Ausdruck 
in  einem  System  von  Funktioualgleichungen  und  erfordert  an  sich  ftir 
die  Funktionen  .  .  f„f  . .  .,  keinerlei  nähere  Jiesehränkung. 
Doch  die  weitere  Beliandlungsweise  jener  Funkt ionalcleichungen  nach 
Lie,  nämlich  die  Ableitung  der  l)ekannteu  gnuuüegenden  Differential- 
gleichimgen,  setzt  nutwendig  die  Stetigkeit  und  Differentiierbarkeit  der 
die  Gruppe  definierenden  Funktionen  voraus. 

Was  zunächst  die  Stetigkeit  hetriflpfc,  ro  wird  man  gewifa  an  dieser 
Forderung  zunächst  festhalten  —  schon  im  Hinblick  auf  die  geome- 
trischen und  arithiiietischeu  Anwendungen,  bei  denen  die  Stetigkeit  der 
in  Frage  kommenden  Funktionen  als  eine  Folge  des  St^tigkeit-saxioms 
erscheint.  Dagegen  enthält  die  Differentiierbarkeit  (1er  die  üruppe  de- 
finierenden l'\niktiuneu  eine  Forderung,  die  sich  in  den  geometrischen 
Axiomen  nur  auf  recht  gezwungene  und  komplizierte  Weise  zum  Aus- 
druck bringen  liilst,  und  es  entsteht  mithin  die  Frage,  ob  nicht  etwa 
durch  Einfülirung  geeigneter  neuer  Veränderlicher  imd  Parameter  die 
Gruppe  Btetfl  in  eine  solche  Qbei^efQhrt  werden  kann,  für  welche  die 
definierenden  Funktionen  differentiierbar  sind,  oder  ob  wenig^toos  nnter 
Hinznfügung  gewisser  einfacher  Annahmen  eine  ÜbeifUinmg  in  die 
der  Lieschen  Methode  zugüuglichen  Onippen  mo^c^  ist.  Die  Za> 
rflckfilhnaig  auf  analytische  Gruppen  ist  nach  einem  Ton  Lie')  anf- 
gestellten  ond  Ton  Schur*)  zuerst  bewiesenen  Satze  stets  dann  möglich, 
sobald  die  Gruppe  transitir  ist  und  die  Existenz  der  einten  nnd  ge- 

1)  Lie-Engel;  Theorie  der  IVansformatioosgrappen,  Bd.  8,  Leipidg  1898. 

§  82  und  §  144. 

•2^  über  den  analytischen  Charakter  der  eine  endliclie  bontinnierliche 
1  iMtihtonnations^paippe  darsteUendea  Funktionen.  Mathematische  Annaien, 
iid.  41. 
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wifMT  sweiter  Ableituiigieii  dar  die  Gruppe  definiere&den  Fanktioneii 
Toraosgesetzt  wird. 

Auch  für  unendliche  Gmppen  ist,  wie  ich  glauhe,  die  üntersuchnng 
der  entsprechenden  Frage  von  Interesse.  Überhaupt  werden  wir  auf 
das  weite  und  nicht  uninUressante  Feld  der  Funktionaigleichungen  ge- 
fuhrt, die  bisher  meist  nur  unter  der  Voraußsetzung  der  Differentiier- 
barkeit  der  anftretenden  Funktioneil  untersucht  worden  sind.  Ins- 
besondere die  Ton  A1>('P)  mit  so  Tielem  Scharfsinn  behandelten 
Funktionalgleichongen,  die  Differenzengleichiuigen  nnd  andere  in  der 
lätteratur  Torkommcnde  Gleichungen  weisen  an  sich  nichts  auf,  was 
sor  Forderung  der  Differentii  er  barkeit  der  auftretenden  Funktionen 
fwtngt,  und  bei  gewissen  Ezistenzbeweisen  in  der  Variationsreohnnng 
fiel  mir  direkt  die  Aufgabe  zu,  aus  dem  Bestehen  einer  DifPeremen- 
gleiehong  die  Differentiierbarkeit  der  betrachteten  P'unktion  beweisen 
m  müssen.  In  allen  diesen  f^en  erhebt  nie  Ii  daher  die  Fra^ro,  inuw- 
weit  etwa  die  Aussagen,  die  wir  im  Falle  der  Annahme  differentiierJHirer 
FuMoHm  modten  können,  mier  geeigneten  Modifikatianen  ohne  diese 
Vennmeleimg  gUUg  sind. 

Bemerkt  sei  noch,  das  H.  Minkowski  in  seiner  TOrhin  genannten 
„Geometrie  der  Zahlen^  von  der  Fnnktionalnngleichnng 

fi^i  -\-yiy  •  •  -y  ^„  +  y.)<f{^i,  '  '  V        +  /"(.Vi,  .  .  Vn) 
kOßgelit  uüd  aus  dieser  in  der  Tbat  die  Existenz  gewisser  Differential- 
qaotienten  für  die  in  Betracht  kommenden  Funktionen  zu  beweisen 
Termag. 

Andererseits  hebe   ich  hervor,    dafs   es   sehr  wohl  analytische 

Funktionalgk'ichungen  giebt,  deren  einzi<^o  Lösuntjen  nicht  diÖeren- 
tiierbare  Funktionen  sind.  Beispielsweise  kann  mau  eine  eindeutige, 
stetige,  nicht  dillereutiierimre  Funktion  q>{x)  konstruieren,  die  die 
einzige  Lösung  zweier  FunktioHaigleichungen 

9(a;H-ce)  — 

+    — 9(aO  — 0 

daxsiellt,  wo  a,  ß  zwei  reelle  Zahlen  imd  f{x)  eine  für  alle  reellen 
Werte  von  x  reguläre  analytische  eindeutige  Funktion  bedeutet.  Man 
gelangt  am  einfachsten  zu  solchen  Funktionen  mit  Hüfe  trigono- 
iDetrischer  Reihen  durch  einen  ähnlichen  Gedanken,  wie  ihn  Borel 
nach  einer  jüngsten  Mitteilung  von  Picard^)  zur  Konstruktion  einer 

1)  Werke,  Bd.  1,  S.  l,  61,  889. 

^  Quelques  tb^oiriee  fondsmeiitates  daasranalTsemafhdmataque.  Confi^reiioes 
i  Clnk-UiiiTenitj.  Rems  gAiMe  dei  Sdences  IftOO.  8.  88. 
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0.  HiLamr; 


doppeltperiodischen  nichtanalytischen  Lösong  einer  gewissen  amJjtischen 
partieUeu  Diiferentialgleichnng  benutzt  hat 

6.  MathematiMlie  Beluadlnng  der  Axiome  der  Physik. 

Durch  die  Untersnchung^en  Ober  die  rrnindlagen  der  Geometrie 

wird  vniR  die  Aufgabe  niilie  gelegt,  nar)f  dirscm  Vorbiläv  dicjenif/'  n  phi/~ 
sikaliicheH  Disziplinen  n.rionmtisch  Sit  Miandrlu,  in  denen  schvii  hruie 
dif  3Iathnnatik  eim  liervorrwjendc  Bolle  spidt :  ilii;s  sind  in  erster  Linie 
die  WaJirsch  inlicMeitsredmnn(i  luul  die  Mechanik. 

Was  die  Axiome  der  Wahrtscheinlichkeitsrecknung^)  angeht,  80 
solieiut  mir  wünschenswert,  dafs  mit  dpr  logischen  Untersnchung 
derst  llu  ii  y.]i'^]t'H']\  pine  strenge  und  Ivel ri(  digende  Eiitwickelung  der 
Melliude  der  uultleren  Werte  in  <.U-r  uiiithematischen  Phjsik,  speziell 
in  der  kineti.schfn  GHS-tlieoiu'  Hand  in  Huitd  gehe. 

t  her  ili-'  Grundlagen  iK^r  Mechanik  lie^n'ii  von  physikalischer 
Seite  bedeutende  Untersuchungen  vor;  ich  weise  hin  auf  die  Schriften 
von  Mach^),  Hertz'),  Boltzmann^)  und  Volkmann^);  es  ist  daher 
selir  wünschenswert,  wenn  auch  von  den  Mathematikern  die  Erörterung 
der  Grundlagen  der  Mechanik  auff^*  nommen  würde.  So  regt  uns  bei- 
spielsweise das  Boltzmannsciif  liuch  über  die  Prüizipe  der  Mechanik 
an,  die  dort  auge  iiMitetpri  Cti»  iizjirozessej  die  von  der  atomistischen 
Auffassung  zu  den  Geset/.t  ii  ul»*  r  die  Bewegung  der  Kontmua  führen, 
sti>'tig  mathematisch  zu  begrüiiiU'ii  un<l  durchzuführen.  Umgekehrt 
könnte  man  die  Gesetze  über  di^'  l'i wcguug  stürrer  K( irper  durch 
Grenzproxesse  aus  einem  System  von  Aiiuiueii  abzuleiten  buchen,  die 
auf  dt)  Vorstellung  von  stetig  veränderlichen,  durch  Parameter  zu 
detiuurenden  Zuständen  eines  den  ganzen  Raum  stetig  erfüllenden 
Stoiles  litM-Tihen  —  ist  doch  (he  Krage  nach  der  Gleichberechtigung 
verechiedener  Axi<  tiuensysteme  .stets  von  hohem  prinzipiellem  Interesse. 

Süll  das  Vorbild  der  (>•  i nuetrie  für  die  Behandlung  der  physi- 
kalischen Axiome  mafsgebend  sein,  so  werden  wir  versuchen,  :;^unachst 
durch  eiue  geringe  Anzahl  von  Axiomen  eine  möglichst  aligemeiue 
Klasse  physikalischer  Vorgänge  zu  umfassen  und  dann  durch  Ad- 

1)  Vgl.  Boblmann:  Über  Versicherungsmathematik.  2.  Vorlegung  aus 
Klein  md  Bieoke:  Über  eogewaikdte  Ifotiieiiiatik  imd  Physik,  Leipzig  and 
Berlin  1900. 

2)  Die  Mechanik  in  ihrer  Entmckelung,  Leipng,  9.  AuflAgttu   Lflipiig  1889. 

8)  Die  Prinzipipii  der  Mechanik,  Leij)/.ig  1894. 

4)  Vorle^iUiigeu  über  (He  Principe  der  Mechanik,  Leipzig  1Ö97. 

5)  Einfuhrung  in  dat»  Studium  der  theoretischen  Physik,  Leipsig  1900. 
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junkunn  neuer  Axiome  der  Reibe  na<'lj  zu  den  spezielleren  Theorien 
zu  gelangen  —  wobei  vielJeioht  ein  Einteilungsprinzip  aus  der  so  tief- 
simiip:en  Theorie  der  uiu*udJichen  Transformationsgruppen  von  Lie 
entiininnieu  werden  kann.  Auch  wird  der  Mathematiker,  wie  er  es  in 
der  Geometrie  gethan  hat^  nicht  blols  die  der  Wirklichkeit  nahe 
kommenden,  sondern  überhaupt  alle  logisch  möglichen  Theorien  zu 
berücksichtigen  haben  und  stets  darauf  bedacht  sein,  einen  toH- 
ständigen  überblick  über  die  Gesamtheit  der  Folgerungen  zu  gewinnen, 
die  «las  gerade  angenommene  Axiomensystem  nach  sich  zieht. 

Ferner  fällt  dem  Mathematiker  in  Erpränzung  der  pliysikalifichen 
Betrachtungsweise  die  Aufgabe  zu,  jedes  Mal  geuau  zu  prüfen,  ob  das 
neu  adjungierte  Axiom  mit  den  früheren  Axiuuien  nicht  in  Widerspruch 
steht.  Der  Physiker  sieht  sich  oflnuiis  durcJi  die  Ergebnisse  seiner 
Experiment«  gezv.ungtni,  zwisrlieudurch  und  während  der  Entwickelung 
seiner  Theorie  neue  Annahmen  zu  machen,  indem  er  sich  betreffs  der 
Widerspruchslosigkeit  der  neuen  Annalimen  mit  den  früheren  Axiomen 
lediglich  auf  eben  jene  P]xperiniente  oder  auf  ein  gewisses  piijyHika- 
Uscliefs  Gefühl  beruft  —  ein  Verfahren,  weh^hes  beim  streng  logischen 
Aufbau  einer  Theorie  nicht  statthaft  ist.  Der  gewünschte  Nacliweis 
der  Widerspruchslosigkeit  aller  gcra<le  j^eni achten  Annahmen  erscheint 
mir  auch  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  das  Bestreben,  eiju'ii  solchen 
Nachweis  zu  führen,  uns  st*'ts  am  wirksamsten  zu  einer  exakten  For- 
mohenuig  der  Axiome  selbst  zwingt. 

(^Schluis  folgt  im  dritten  Heft.) 

t 
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Zur  Theorie  der  Thetafanktionen  zweier  TerinderliGlier 

Grössen. 

Von  M.  Ebaüsb  in  Dresden. 

In  einer  Arbeit  im  XCIV.  Bande  des  Grelleschen  Joumab  deckt 
Herr  Caspary  einen  Zueanunenhang  auf,  der  zwischen  der  Theorie  der 
orthogonalen  Substitutionen  und  der  Theorie  der  Thetafankiionen  zweier 
Teränderlicher  Grössen  besteht^  und  benutzt  denselben  um  die  Tfaetft- 
relationen  in  eigenartiger  Weise  abzuleiten.  In  einer  Reihe  weiterar 
Arbeiten  von  ihm  und  Herrn  J  ahnke*)  wird  dieser  Zusammenhang  Ter- 
tieft, vor  allem  gezeigt,  dafs  und  wie  eine  grofse  Anzahl  von  Differential- 
beziphungen  im  fiebicte  der  Thetafiinktioiion  im  Anschlufs  an  gewisse 
Determinanteusätze  aufi^estellt  werden  kann.  In  allen  diesen  Arbeiten 
wird  im  wesentlichen  von  den  Eigenschaften  der  orthogonalen  Sub- 
stitutionen mit  10  nnd  mit  9  Koeffizienten  Gebraucii  gemacht.  Es  soll 
im  Folgenden  gezeigt  werden,  dai's  man  auch  einen  Schritt  weiter  gehen 
und  die  orthogonalen  Substitutionen  mit  04  Koefßzieuten  in  den  Bereich 
der  Betrachtungen  ziehen  kann. 

§  1- 

AulBtelliuig  eines  Satzes  aus  der  Theoile  ditr  orthogOBSlea 

SnbBtitatioiieiL 

Wird  durch  eine  Sobebtntions 

r  =  8 

der  Ausdruck: 

  2>ü 

1)  F.  C  a  8  p ar  j :  Comptes  Kendos  CXI,  226—827, 1890 ;  Ann.  de  r£c.  Nonn.  (A)  X, 
m— 261,  1898. 

E.  Jabnke:  B«r.  d.  Berl.  Ak.  1899,  p.  1098^1080;  Comptes  BmdiuGZXT, 
486—489, 1897 ;  C  R  CXXVI,  1088—1086, 1898;  Jonin. f. d. reinen. aqgew. H8lh.CXIX, 
884— S6S,  1899;  Leips.  Ber.  1900,  p.  140—151. 
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ftbatgelllliit  in: 

so  bestehen  bekanutlicli  zwischen  den  Gröfsen  Ur,  eine  Reilie  von  Be- 
ziehunj^en,  die  för  den  Fall  c  =  1  in  die  Gleichungen  der  orthogonalen 
Substitution  fihergehen. 

Sitzt  man  ferner  aus  den  j'^h'inenten  <ir$  und  den,  analogen  Be- 
dingungsgleichungen unterworfenen,  neuen  Elementen  bn  die  Elemente 
gr»  so  zusammen,  dafs: 


wird,  flo  wiird  die  Substitation: 

r  —  1 

ebenfalls  die  Summe  der  Quadrate  der  neuen  Variahein  in  die  Summe  der 
Quadrate  der  ursprünglichen,  multipliziert  mit  einem  Faktor,  überführen. 

Die  Gröfsen  ar«  und  6r«  können  auf  mannigtacliHin  Wege  gewählt  werden. 
Verstehen  wir  unter  a,,  o»,  .  .  .,  vollkommen  wiliküriiciiH  Gröisen,  so 
können  wir  für  die  Determinante  der  Gröfüeu  a^«  die  folgende  wählen: 


«i 

«2 

«s 

«4 

«5 

«6 

«7 

«8 

«« 

-  «1 

—  a, 

«3  - 

«6 

% 

«8 

-n. 

«s 

«4 

-  «i 

«7 

-«5 

-«6 

«4 

-  a, 

«8 

-«7 

«« 

-  «5 

«5 

«6 

-«7 

-  «8  - 

«I 

—  flj 

«3 

«4 

ö« 

-«5 

-  «8 

«« 

-«1 

-«4 

«7 

-«8 

«5 

-0»  - 

«4 

-«1 

"h 

«7 

«6 

«5  - 

-«8 

-«I 

teheu 

wir 

ebenso 

unter  den 

Crröfsen 

willkürliche  Grofgen,  so  können  wir  für  die  Determinante  der  Gröfseu 
hrt  die  folgende  wählen'): 


\ 

h 

K 

h 

K 

\ 

K 

-h 

-h 

h 

^7 

\ 

-K 

-h 

h 

h 

K 

-h 

-K 

-67 

h 

h 

h 

K 

h 

~h 

-h 

h 

-h 

h 

h 

-h 

K 

-h 

-K 

h 

^4 

-\ 

h 

-h 

1)  Siebe  in  Beztig  hierauf:  Kraus o:  Theorie  der  doppelt  periodiBchen  Funk- 
tionen einer  veränderlichen  Gröftte.    Band  Ii,  70. 

Aichi«  4ti  XktfaMMltk  aad  Phyvik.  m.  B«lb«.  t  b 
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§2 

AniTOBdiuig  des  SatMS  auf  die  Tlietafluiktioiieii  sweiei  veiindwliolier 

Wir  wollen  nunmelur  dm  in  $  1  an^estellteii  allgemeiiuni  Satz 
für  die  Theorie  der  Thetttfiixiktioiieii  isweier  Teribiderlicher  Ord&ea  Ter- 
wertMiy  indem  wir  fttr  die  GrSfimi  a  und  b  bestimmte  Werte  wfihlen. 
Wir  eetaeen: 

Ol  -  ^5  (m)  »r,  (vh  «,  =  -^4  (w)     (v),  a»  =  »M  (tt)      (v).  «4  -  ^3  (" )  *s 

«5  ===      I  K I  t>j3  [v),  n,-  ^     ,  <  X  )  0-., ,  1 1> ),  Uj  -  ^^^^  {ii )      {v),     —  d-^  {  /( ]  {t^  (v) ; 

wir  verstellen  fenier  unter  den  GröJjsen  b  die  analogen  Thetaprodukte 
mit  deu  Argunicnteu  tv  und  t. 

Unter  Berücksichti^niff  ^(^s  allgemeinen  Additionsthfiorems  der 
Thetafunktionen  zweier  verumleiiicher  Gröfsen  ergiebt  Bich  dann  durch 
Anwendung  des  im  §  1  aufgestellten  Satzes  eine  eigenartige  (iruppierung 
Ton  Thetarelationen  recht  allgemeiner  Natur. 

In  der  That  setzt  man: 

2«'  =  u  +  »  4-  w  4-         2r'  =  tt  +  t?  —  W7  — 
2«?'  —  tt— f>  +  M?  —  f,      2<'  =  tt  —  »  —  + 
80  lautet  das  allgemeine  Additionetheorem: 

4^  M  («0  *  [ij  +  p1  M  «•  h  +  ]  («O  ^  h  -  p  -  ff]  (0 

"2  ^~         ^    1  ^" '      +  P]  W  ^    +    («')  ^    -  P  -  öj  i/;. 

Hierbei  bezeichnen  +  fj,  [fl  +  *1  [v  ~  9  ~  Charakteristiken, 
deren  Elemente  sieh  aue  den  entsprerbondon  Elementen  der  drei  will- 
kürlich wählbaren  Charakteristiken  [>/J,  [(>j,  [a]  in  der  durch  die  Be- 
zeichnung markierten  Weise  zusammensetzen,  während  die  drei  rochts 
stehenden  Charakteristiken  [f  +  p],  +  tf],  |f  —  p  —  a]  in  ahnlicher 
WoiRo  aus  [ß\,  [q],  [tf  j  entstehen.  £s  vertritt  femer  das  Symbol 
den  Ausdmck: 

*i  *  Vi'  -f  «i'  •  »ii  +  ^  •  Vi  +  h'  •  ntf 

wobei: 

gesetzt  ist  Endlich  ist  die  Snmmation  auf  der  rechten  Seite  Über 
alle  Kormalcharakteristiken  [f  J  zu  entreckeiL 

Mit  Berflcksiehtigung  dieses  Additionstheorans  lasseo  sieh  die 
GrSlsen  g,  ron  einem  gemeinsamen  Zahlenfektor  abgeseheni  als 
Summen  Ton  zwei  Theteprodnkten  Ton  je  yier  Faktoren  mit  den  resp. 
Argumenten  u,  v,  w\  i  daisteUen.  Wir  können  Ton  dem  ZahLenfiiktor 
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absehen  nnd  ebenso  an  Stelle  der  gestricbeneii  Bochstaben  die  nn- 

gestricheuen  setzen. 

Um  die  Beziehungen  möglichst  übersichtlich  darzustellen,  setzen  wir: 


nnd  setzen  die  Gröfsen  b'  gleich  den  entsprechenden  Produkten  mit  den 
Argumenten  if  und  t.    Dann  wird: 


'Ja  = 

9m  = 

Ii  1 

/7l8  = 

-  </6C  = 

Oj      +  flj^  ; 

9X4.^ 

ÄM  ~ 

0»  i>«  +  «5  ; 

9ii^ 

O7  ^1  +  «4  ^»6  » 

ÄB  — 

%  ^  +  «ft  ; 

^  +  «8  ; 

ffu  - 

-  //7r.  = 

-  «^'+  W); 

(hl  = 

- 

ffi^  - 

-9ii  = 

—  «ö'V); 

+  a,  65  ; 

^3  +  «5  ^«  ; 

«8  ^«  +  «8  » 

fl»'^'  +  «s'^' ; 

fti- 

<^     +  o,  ^  ; 

Äsi  — 

-  9f^- 

.'/64  = 

-  9u  - 

«G    +  ^'1  ; 

9h~- 

-  Äl  =  - 

91^-9»-= 

Die  aus  der  getroffenen  Anordming  folgenden  Thetardationen  haben 
die  Form: 


Setzt  man  alle  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  das  folgende 
Resultat: 

IHe  QttoUevUen  der  Elemente  der  DctcrminutUe: 


tmä  der  Owfse  9^  +       lüden  die  Koeffigieiiien  eher  erOiogemlm 


A  B 
-B  A 
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Hierbei  ist  gesetzt: 

*4*-V  +  VV,  v+v, 

DreBden,  den  27.  NoTanber  1900. 
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Qne  Blüte  de  polynömee  ayant  toiites  lenrs  racines 

reelles; 

Par  M.  Paul  Appell  Sftiiit^eiiiuazi-eti<La76. 

On  sait  qve  les  polynomeB  de  Legen dre  penveut  ktre  definis, 
k  an  facteur  consiant  pies,  conune  eganx  a  la  derivee  d'ordre  n  de 
(l  —  Cee  poljnömes  ont  toates  leurs  racines  reelles  et  comprises 

entre  — 1  ei  +1}  ^  T^fient  ane  equation  differentieUe  lineaire  du 
deiudeme  ordie  qni  est  van  cas  pariicolier  de  T^uation  de  la  a^e 
hypergeometrique  de  Gauss. 

1.  Nous  nous  proposons;  ä  titre  d'exercice^  d'^todier  Ibb  polyndmes 
Pin  definis  comme  11  soit  D^ignona  par  fi  nn  entier  poaitif  queloon* 
qne  et  posons 

(1)  P«,  jy,  . 

Geite  ezpreasion  definii  ^idemment  im  polyndme  en  du  degr^ 
2m,  On     par  ezemple: 

P,=  l-3a;«, 


Tons  oes  poljnömes  ne  contiennent  que  des  puiasauces  paires  de  dr; 
ear,  d'aprta  la  fomiiie  (1),  Pg«  ne  change  paa  quand  on  clumge  x 

m  —  X. 

2.  Le  poljnöme  P.^  a  (outoa  B6B  mciiies  r^lleSi  compriaea  entre 

—  1  et  + 1.  £n  effet,  l'ezpreaaioii 

(1  - 

a  tontee  aea  raeinea  r^es:  eile  a  n  racmaa  ^alea  ä  1,  n  ^{alea  a 
t6ro,  n  %alea  ^  + 1.  Sa  d^rir^  piemi^  a  donc  n—l  foia  lea  raeinea 

—  1,  0,  + 1  ei  une  racine  «  entre  —  1  et  0,  nne  autre  ß  entre  0  et 
+  1.  La  6i6nw46  de  cette  d^T^  ou  d^riv^  aeconde  a  n  —  2  foia  lea 
laeinea  —  1»  0,  + 1,  nne  radne  «|  entre  —  1  ei  une  antra  «  ei  0, 
ime  entre  0  et  Ä  ei  nne  fi^  entre  ei  +  1.  Bhi  eontinuant  ainai  on 
feit  qne  la  dMf^  d*ordre  k  u  n  —  k  racines  ^galea  ä  —  1,  0,  +  1  et 
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70  Paui. 

2/.'  raciiie.s  entre  —  1  ot  -  \ ,  t'e  <iui  tait  cn  tont  3«  --  /;  meines. 
Pour  k  n,  on  ol)tiont  lo  polynome  <^l"i  n'adinet  plus  les  raciues 
—  1,  Oj  -f  1,  mais  (jui  a  2w  racines  eomprises  eutre  —  1  ft  -f  1,  racines 
rjui  sout  deux  k  doux  egalea  et  de  signes  contraires,  piusque  le  poljr- 
aöme  Pin  est  pair. 

Si  dans  le  jiolynöme  Pj„  on  remplace  .r*  par  on  ohtu^ut  un 
polynomo  de  degre  n  en  ie;  ajaut  toutes  ses  racines  reelles  comprises 
entre  0  et  1. 

3.  D^apres  la  formale  du  binüme  on  u 

5^-^^««+*  

D'oü,  m  prenant  la  di^riv^  d'ordre  n, 

i>.,^1.2...n[l-{- +  V 

+  '1  "  J>  »  +  2)  (n  +        +  l 

1-2'  lOttti  "j* 

On  Toit  alors  que  le  polynöme  P^^  s'exprime  aisement  a  Taide 
de  la  Serie  hjperg^mitriqae  ä  5  A^entg  ^tadi^  par  Glansen  (Jour- 
nal de  Grelle,  t.  3): 

A   >u  Ä  j:   t\       1    ,  cc.ßyx      a(cc-t-l)P(p+l)y  (y+l)  x« 

/3,  y,  d,  £,  :r)  ^  1  +        -  -  +  «(^^lyT^i)  Fä  +  *  *  ' 

On  a,  en  effet: 

P..-1.2.  —  F(-«,-4J,"-+',-J,  1,.') 

comme  on  le  verifie  sur  I'expression  (2). 

Gomme  la  fonction  F  verifie  nne  equation  difierentielle  lineaire  du 
troisi^me  ordre,  on  en  conelui  pour  Pf«  une  eqaation  lineaire  du 
troisieme  ordre  qne  Ton  ponna  former  directement  en  partant  de  Ja 
d^finiiion  (1). 

D  snffit  pour  cela  de  remarqner  qu'en  posant 

ii  =  a!*(#»-a:*)*, 

u  est  liomogene  et  de  degre  i]n  en  jl  et      ou  a  douc 

(»)         -  ^: + Ii"  - 

mais 

ridentit^  (3),  dans  hMjQelle  on  fait  ir 1,  donne  done 

ap  (1  -  a?*)  Ii  +     a^Jc*-  1)  -  0. 
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Sur  nne  satte  de  pokyndmem  »yant  toutes  leim  mcmes  zeeUei.  71 

Preiiaut  iiiüiuteiiaüt  la  derivce  d'ordre  n  -f  2  par  rapport  ä  x  et  rempla^aut 

-Tp-jkar  Pi«  —     on  a  reqnation  diff^raitieUe  demaniye: 

ir  (1  -     y'"  +  2  (1  -  Sr»)  y" 

+  :)(«-  1)      -i  2)  .r.v'+  2w  (»  +  2)  //  =  0. 

4.  Oa  sait  que  M.  Hermite  a  considere  des  polyuumes  a  deaz 
Tariablea 

qai  sont  analogiies  aux  iioIyuOmes  de  Le^eudre  et  qui  se  rattachent  aux 
series  hypergeoinetriques  de  deux  variables  que  j'ai  definiea  dans  les 
Comptes  Ilendus  des  Seanees  de  TAcademie  des  Scienci  s  1»  Paris  le 
10  fevrier  et  le  29  niars  tS80(T.  90,  296  et  T;)l;.  D'autr*^^  pulyuumes  de 
meme  nature,  mais  d  une  definitiou  plus  generale,  peuveut  etre  ratta- 
ches  aux  meines  series  hypergeoiiictriques  {\oc.  cit.)  comme  je  i'ai 
montre  dans  ce  .lournal  (66,  238)  en  1881. 

.I'indiquerai  alors,  comme  un  sajet  d'exercice,  l'extension  des 
pri){)riet^s  des  iiolyjiomes  P-^„,  etudi^  dans  larticle  actuel,  aux  poly- 
ndmes  analogues  ä  deux  vaiiables 

cj:  cy 

On  pourra  en  particulier  etudier  la  position  de  la  coarbe 

P»«, -  0 

par  rapport  au  cercle 

Far  exemple  le  polynume  1*»^  est 

et  la  coarbe  Pt^  =  0  est  toute  entiere  dans  le  cercle.  Ge  fait  eet 
general. 

Paris,  10  d^cembre  1900. 


Applications  of  tke  ellipUc  integral  of  tlie  third  kind. 


By  A.  G.  Gkeknhill  (Woolwich,  Kuglandj. 

The  two  following  elliptic  integrak  of  the  third  kmd  are  tabmitted  • 
to  readefs  of  the  Archiv  der  Mathematik  and  Physik,  as  typee  of 
a  BerioB  which  can  be  oonatmeted  in  whieh  the  elliptic  parameter  ia 
an  aliquot  part  of  a  period»  and  the  integral  ia  therefore  the  logarithm 
or  cixenlar  fonction  of  an  algebraical  expreaaion,  in  conaeqnence  of 
Legendre'a  and  AbeFs  theorema  on  the  addition  of  the  integrala. 

Fh>Tided  with  a  liat  of  theae  integrals,  the  treatment  of  the 
mechanical  problema  which  depend  on  the  elliptie  integral  of  fhe  thizd 
kind  maj  be  reaumed  by  the  atadent  of  mechanica  at  the  point 
where  it  ia  nauaUy  abandoned  in  an  nnfiniahed  atate,  and  ao  nuy  be 
continned  to  a  tangible  raault,  capable  of  being  calonlated  nnmerically 
and  compared  with  experiment;  at  the  aame  time  the  accniaey  may  be 
teated  of  the  method  for  the  numerical  compntation  of  elliptie  fnnetiona 
given  in  Bnrkhardt'a  Elliptiaehe  FimktioneD,  §  126. 

Aa  apecimena  of  mechanical  problona  requiring  completion  we 
may  cite  the  geodeaica^  trajectoriea,  and  catenariea  on  Tariona  anzftcea; 
Poinaot'a  theoiy  of  tiie  herpolhode  of  a  body  nnder  no  fbroea^  with 
Jacobi'a  allied  motion  of  the  axis  of  a  symmeincal  top  or  gyroacope; 
and  Kirchhoffa  and  Clebach'a  caae  of  the  moyement  of  a  aolid  in 
infinite  liquid  (American  Journal  of  Mathematicay  toL  XX,  p.  1);  in 
üMst,  the  appUcationa  oonaidered  in  Halphen'a  Fonctiona  ellipti- 
ques,  t.  n. 

An  artide  in  tiie  Math.  Annalen,  Bd.  52 ,  haa  already  ahown  tiie 
aame  idea  in  ita  apptication  to  Maurice  L^vy's  problem  of  the  dastie 
cnrre  nnder  nniform  normal  preaaure;  it  ia  coriona  tiiat  the  integral 
makee  ita  appeaiance  there  in  exadiy  tiie  aame  shape  aa  that  employed 
by  Abel  (Oearrea,  I,  p.  140^  II,  p.  160);  and  it  is  important  to  notioe 
that  if  0  ia  the  TaLne  of  the  elliptic  argument  i»  in  AbeFa  form: 


correspoEcluig  to  x     oo,  then  3  t;  corresponds  io  x  —  0. 
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In  AbeVs  treatment  by  means  of  tlie  periodic  continued  fraction 
the  degree  of  the  result  is  urmecessarily  liigli,  four  times  higlior  tliaii 
is  requisite,  and  indeed  eight  times  in  some  cases;  the  two  lulluwing 
integnils  will  show  the  re<hictiou  in  degree  which  Ib  possible;  they  are 
cliosen  of  the  second  stage,  as  required  iu  most  m^hamcal  appli- 
cations,  anJ  also  of  the  circular  form. 

Tbe  first  Serie«  oi  elliptic  mtegruis  ol  the  third  kind,  correspoudiiig 
to  au  elliptic  parameter 

eaa  be  .wiittan 

i^)       /(.)  -^«n-»-'  +-^'-  +  ■  YX. 


1 

2ft-f  1 


1  ,  X  '  —  A,x'*  -\-  Am  X  —  ....  xf 
 C08-*  w— '  


(3)  P,«  +  P,), 

(4)  je,«(-a;+l)(a;»-Ax  +  A), 
and  the  consUnts 

Itf  Pi,  Pj,  Alf  A^,  ... 

have  to  be  determined  as  algebraicai  t'unctiuuä  of  a  parameter  a. 

Tbe  roots  of 

(o)  2*- P,a^  + P,=  0 

being  denoted  bj  u  and  ß,  we  have 
and,  to  the  juoduJus  x', 

(7)   K^'  P^^'z^V 

whüe 

^  ^  V(a'  —  ji*)  2ll-f-  l  '  2«  -|-  1 

arcording  to  the  region  of  the  panuneter  «;  and  these  division-values 
(Teilwerte)  of  tiie  elliptic  fonctions  nndergo  linear  transfonnfttions  in 
regions  of  a, 

The  lonction  m  u  means  J acobi's  function  Zu^j^  log  S  while 
z» II  -«  ZUM  4-  ^  log  en u  =     log  Mu . 
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74  ^  ^-  Cborawix: 

Denotiug  by  u  the  real  elliptic  argumenta  we  can  put 


and  for  the  theta-fuuotions, 

18  a  constant  multiple  of  the  {2n  -f  l)**"  root  of 

ThuBy  witli  211  +  1  —  9,  and  expraned  in  torou  of  a  p«r»> 
meier  a,  and 

(U)  il  =  a«+2aH5rt*+  10a»+ 10a»+ 4a  +  1, 

it  will  be  foimd  that 

(12)  ^^_,'+,.+  o-i-K^^ 

(AO;  lg-  8a»  (a  +  1)  («'+«  + 1)  ' 


—  g'  —  g«  —  2a  -}-  1  -{- 

4a  ' 


a4)^ — 

,--v    .      _  g»  —  6  —  11  —  19  —  24  —  16  —  7  —  1  +  (g*  -f  4  -i-  5  -f  3  —  1)  K-i 
^10)^-  8^r(a»+a+l)  ^  ' 

/        j      a*+6-|-lft+  34  +  68  +  73  -f  63  4-31  4-6-1 +  (—g*-4-9-U- 14-8-1) 

^o;  üTa (o-+a  +  l)  ' 

Q»_  8  -  6-  6+24  4-61  +  67  +  15  -  20  -  6+  (g'  + 2  +  1  -2 - 14- 10- 5) 


Tiie  becond  series  of  integrals  is  cuustructed  witli  a  paraiueter 

K'i  K'i 


(18)  i^--lC+|-i,or^'* 


and  can  be  wriiken 

.«•—1  i  &  «"—1  _i_  II  • 


1   /*  P  (y'  4-*/))  -  Q  , 


2 

and  the  constants 

i',     Qu  • 
have  to  be  determined  aa  algebraieal  fanctions  of  a  paiameAer  b. 
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Now  aa      aad  JJ  are  both  negative,  or  both  positive, 


dB*  —  «tu*  —  K 

in 

(21)  zü        or  zs  ^  -  q;-q-y^j^J—^y 

is    ooBstant  multiple  of  fhe  fi*{h  rooi  of 

I    (y-*  -  -»1^— *  +  -^sr-»  - . . .)  i/cy  -  ftSf  +  ft) 

ThuB,  for  2n     10,  expressed  in  torins  of  a  parameter  6,  aad 
(23)  B~(l-  6«)  (1  -  46  -  b% 

it  will  b«  fonnd  that 

^^4;  i/^  ^ 

i9r,\    Ci  -f  fc)'  (F^^  -  1  H-  fr)'  [-  (1  4-  ft)'  (1  +  (1  +  -^h)  vB] 

^^""^  ^  d^Ä-i-6)»7i  ' 

^    '  •  8(1  — 6»)V^  ' 

(30)  A— je.-|p-^^^+^|^,, 

(32)      =  J 

whence  ^  and  £^  can  be  calcnlAted  and  verified,  bj  a  düEerentiation 
and  identificatioii. 
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Space  doee  not  pennit  of  raore  thau  a  stateinent  of  these  results; 
for  the  preliminary  analytical  details  the  reader  is  referred  to  mj 
papers  ou  Elliptic  P\mctiüns  m  the  Proceedings  of  the  London 
Matheinatical  Society,  vols.  \X\  and  XXVIl;  by  their  aid  he  will  be 
able  to  eonstruct  for  hiinself  the  results  of  lower  order,  correepoiid- 
mg  to  divisiüu  by  2,  '6,  4,  5,  ü,  7,  8. 

Xuiiiericul  table«  of  the  elliptic  aud  tiieta  luuctious  have  been 
projected,  in  which  the  elliptic  argument  shoiiid  proceed  by  degrees 
wiiich  are  the  90"*  pari  of  K  or  K'-  the  two  particular  Integrals  just 
given  for  9-  and  lO-section  will  by  addition  and  subtraction,  in  con- 
jimction  with  the  integrals  of  lower  order,  enable  us  to  asaign  the 
division-values  for  any  such  degree  of  the  argument,  when  the  param- 
eters  a  and  h  have  been  fouud,  which  give  by  trial  the  eame  inoduliis. 

It  will  be  notieed  however  that  in  the  mechanical  appiicatious 
the  Parameter  is  a  fraction  of  the  imatjinary  period,  so  that  these 
tabiüar  values  of  the  theta-functions  cuuid  not  be  utilised,  even  if  thej 
were  available. 

A  change  from  the  circular  to  the  logarithmic  fonn  of  these  eUiptic 
integrals  of  the  third  kind,  and  to  a  parameter  which  is  a  fraction  of 
the  real  period,  is  made  immediately  by  a  chanjye  of  Xj  into  —  X,. 

The  matheiuat  i(  al  stiident  can  exercise  hiinselt  in  the  constniction  of 
particular  casea  oi'  these  integrals  (Ä)  aud  (B);  also  in  the  constniction 
of  the  mtegrals  of  the  hrst  stage,  correspouding  to  a  parameter 

and  afterwards  he  can  apply  them  to  the  exact  Solution  of  mechanical 
])roblem8;    for    instance    in    the    constniction    of  the  correspondin^ 
algebraical  expressions  for  the  multiplicative-elliptic-functious  a, 
employed  m  Klein- Sonnnerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  2,  4^*0. 

Incidentally  the  division-values  of  the  elliptic  fnnctious  are  given 
in  the  course  of  the  investigation;  so  tliat  in  this  theory  we  reverse 
the  ordinary  procedure,  and  begin  with  the  erpression  of  some  of 
the  simplest  division  values  in  terms  of  some  parameter  (i  or  and 
afterwards  eonstruct  the  modulus  and  algebraical  invanants. 

The  theory  of  the  trau5lV)nnation  of  elliptic  fimctions,  cultivated 
by  pure  analysts,  involves  the  Symmetrie  functions  of  the  division- 
values,  aud  so  may  be  considered  solved  at  the  same  time;  but  the 
transformation  theory  is  of  no  practical  utility  for  the  mechanical 
applications ;  it  is  the  division  theory  which  is  rec^uired,  and  whicii 
should  be  extended  as  far  as  possible. 

Woolwich,  Uec,  5,  1900. 
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über  die  Oiltigkeit  des  Drapersclieii  Gesetses. 


Von  O.  LmcMER  in  Charlottenbiirg.^) 

Das  Drappi^chp  'tesetz  sagt  aus,  daf«  fillp  festen  Körper  bei 
ilprselben  Temperatur  zu  leuchten  beginneu  und  dafs  sie  zuerst  rntes 
Licht  auasenden.  Glaubte  Draper*)  dieses  Gesotz  anf  experimenteiieni 
Wt^e  nachgewiesen  zu  haben so  gelangte  ü.  Kirckhol'f  auf  theo- 
retischem Wege  dazu,  indem  er  es  als  Folge  seines  bekannten  Gesetzes 
Ton  der  Absorption  und  Emission  hinstellte.  Beide  Öchhifsfolgeningen 
sind  nicht  erlaubt^)   Bei  der  genauen  Erörterung  beider  Folgerungen 

1)  Der  Verfasser  hat  in  scmcm  iiapport  „Le  rayouuemeut  des  corps  noirs", 
jcn  er  W  Oelegenlieit  de»  Intmiwtioiialen  Physiker-Kongresflei  in  Ptoia  1900 
entittet  hat^  «ine  Beihe  neuer,  wichtiger  Ergebnine  mitgeteilt^  weldie  wohl  rer- 

dieneo,  auch  dem  deutschen  Leserkreise  bekannt  in  worden  Auf  eine  dahin- 
gehende Bitte  seitens  (\pt  R«-'daktion  hatte  Herr  Ltiramer  liif  (iiite,  neiiK'  Renxiltato 
onter  erweiterten,  neuen  Gesichtspunkten  in  diesem  und  einem  folgenden  Artikel 
duzolegen. 

Man  wir  ihm  hievfBr  Denk  sagen,  nehmen  wir  dieie  Qelegenh^t  som 
un  «mer  Bpognmm  begOg^  de»  j%«aaliMft«i  TeA  m  ÄrMv  m  ver- 

Tollständigen :  Aulser  mathematii«ch-physikaIischen.Untersnchangen,  Velche  auch 
5chon  frflher  in  diespr  Zeiischritl  Aufnahme  faTulon,  werden  wir  gern  Ix-reit  sein, 
•'iiche  Arbeiten  aufzunehmen ,  welch*-  im  V'orilergrunde  stehende  Fragen  der 
«^ip^rmentellen  Physik  von  neuen  Gcäicht«punkten  aus  beleuchten.  So  sind  wir 
ü  (br  Lage  nneeren  Leaem  fBr  den  «weiten  Band  einen  AnftatB  Uber  die  Licht- 
cnüriMi  der  Gme  in  Aanieht  su  stellen,  den  ans  Herr  E.  Pringaheim  firennd- 
liehst  zogeaagt  hat. 

Wir  hoffen  auf  diese  Weise  eine  Lilfke  in  der  phyj'ikalifichen  Litteratur 
ingofpm  ans5tnfullen ,  als  dieser  Teil  des  Archivs  die  Mitte  halten  würde  zwigcben 
ita  Annalen  der  Physik  und  denjenigen  physikaliachen  Zeitschriften,  deren  Artikel 
»dir  didaktischer  oder  rein  populärer  Art  sind.  Wir  richten  daher  an  die  Phyriker 
&  Bitte,  uu  Beitrage  im  genannten  8innii»  gfltigst  sngdben  sa  laeaen. 

Die  Redaiktion. 

2)  Draper:  Amer.  Joum.  of  Sc.  (2)  t.  IV  1847.  —  PhU.  Mag.  (9)  t.  XXX; 
naj  1847.  —  Scient.  Memoirfi  p  41.    London  1878. 

3^  0  Kirch  hoff;  ?(        Aim   Bd.  109  p  375    301  1860. 

0.  L Ummer:  „Le  rayoonemeut  des  corps  uoirs''.    liapports  Congr.  Intern. 
ü  Aji.  Bd.  H,  41—99.  Paris.  Oanthier-Villan  1900. 
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0.  LmooDi: 


werde  ich  gleichseitig  Veraalasming  Kiiden,  aof  die  Bedeutung  des 
schwarzen  Körpers  für  die  Wärmestrahlung  und  die  Leachtiechnik 
naher  einsngehen,  das  Kirchhoff  sehe  Gesetz  Ton  einer  neuen  Seite 
zu  beleochten  nnd  die  Beziehung  der  neueren  physiologisehen  Erkennt- 
nisse der  Wirkungsweise  unserer  Netzhantelemente  zor  Lichtemissiim 
eingehend  zu  erortenL 

1*  Bas  Kirchhof fsoke  Gesebi  in  seiner  wahren  Bedeiäung.  —  Das 
schon  Tor  Eirchh  off  hekannte  Gesetz  von  der  Konstanz  desYerhaltniflses 
der  Emission  nnd  Absorption  erhielt  seine  wahre  nnd  froehtbare  Be- 
deutung erst  durch  Kirehhoff  s  genaue  Formulierung  nnd  mathematische 
Begründung  für  jede  Wellenlänge.  TJm  diesen  Beweis  erbringen  zu 
können,  führt  Kirehhoff  die  Definition  des  absolut  schwarzen  Körpers 
ein,  „wdcher  alle  Strahlen,  die  auf  ihn  fallen f  voUkommen  ahsorinert, 
also  Strahlen  weder  refidsOert,  noch  hindarehläß^.  Ist  ci  das  Emissions- 
yermdgen  des  wenigstens  ,,denkharen^  Tollkommen  schwarzen  Körpers 
und  bedeuten  Ei  und  Ai  das  Emif?sions-  und  das  Absorptionsvermögen 
eines  heliehigm  Körpers,  liezogen  aui  die  f^leiche  Wellenlänge  und  die 
gleiche  Temperatur,  so  lautet  dos  Kirchhofische  Gesetz: 

El 

Ai  ^ 

wo  ei  lediglich  eine  Funktion  der  Temperatur  des  scliwarzen  Körpers  ist. 
Der  Kirchhof  fache  Öatz  sagt  also  aus,  erstens  äafs  das  Verhälhne 

der  Emissim  und  Absorptioti  ^  aller  Korper  hei  ein  und  dersdben 

Temperatur  konskml  sei  und  sweit€}is,  dafs  der  Wert  dieser  Konslanien 
stets  ykich  dem  J^misswnsverm'ögen  des  schwarzen  Körpers  für  die  g^eidke 
Temperatur  und  Wellenlämfc  ist. 

Üher  der  Fruchtbarkeit,  welche  eine  aus  dem  ersten  Teil  dieses 
Satzes  gezogene  Folgeruu|i;  für  die  Kenntnis  der  Gestirne  wie  der 
irdischen  Körpi'rwelt  mit  sich  1  trachte,  vergafs  mau  uur  zn  lan^e  die 
strahlungstheoretische  Bedentiing  des  zweiten  Teiles.  Noch  mer  kwürdiger 
aber  will  mir  sclieincn,  dafs  (his  K  i  r c  Ii  Ii »» 11  &ciu'  Gesetz  die  «rläuzendsten 
Früchte  auf  einem  Gebiete  gezeitigt  hat.  auf  dem  seine  strenge  An- 
wendung uns  hente  kaum  als  erhiubt  gelten  dürfte.  Das  Kirchhoffsche 
Gesetz  ist  nämlich  wie  der  zweite  Hauptsatz,  mit  dessen  Hille  es  be- 
wiesen ist,  nur  für  reine  To» pnni n rsf rahlnwj  ^illii;.  sndaCs  die  Stralilunj^' 
infolge  Luminescenz  ausgeschlossen  ist.  Nun  wissen  wir  aber  heute  ^j, 
dafs  das  Leuchten  der  Gase  und  Dämpfe  wesentlich  durch  Luminescenz, 
sei  es  Chemi-  oder  Thermolominescenz,  herrorgerafen  wird,  nicht  aber 

1)  Yergl.  £.  Pringsheim:  „Sur  remisaiou  des  gaz''.  Rapports  Cougr.  intern. 
Bd.  n  p.  100—188.  Paria,  Qalltllifli^TOtan  mo. 
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anf  der  ihnen  ixiuewohneikdeii  Tempentur  aUein  berahi  Auf  die  in 
der  Sonne  Uaehtenden  Qaee  darf  somit  dae  Kirchhofftche  Oeeeta 
«boMowenig  angewandt  werden  wie  auf  die  in  der  Natrinmflamme 

und  ähnlichen  Flammen  glühenden  Dämpfe. 

Um  8o  wichtiger  ist  die  strahlungstfieoreHsche  Bedeutung  dieses 

!^tzt«5.  deren  Gröfse  und  Tragweite  erst  jetzt  in  ihrer  ganzen  Fülle 
trkaiiiit  worden  ist.  Sie  gipfelt  iii  der  iuuigeu  Beziehung  des  schwar/en 
Körpers  zur  realen  Kftrperwelt.  Durch  den  Kirch  hü  fischen  Satz  siiul 
nimlich  die  Stralilungsgesetze  aller  Kchper,  soweit  sie  infolge  der 
Temperatur  strahlen,  auf  dasjonigo  des  vollkommen  schwarzen  Körpers 
ztiriiokgetübrt.  Ist  dies-  s  Uckaiint,  so  braucht  man  nur  die  Ahsorptions- 
T.niiögeii  der  übrigen  ivörper  zu  }>estiinnien,  um  aucli  deren  Strablungs- 
gt»ttz*i  zu  kennen.  Kirchhoff  spricht  es  auch  aus,  dals  das  Tiesetz 
der  schwarzen  Strahlung  unzweifelhaft  von  einfacher  Kunn  ist,  wi*»  alle 
Funktionen  es  sind,  die  uicht  von  den  Eigenschaften  einzelner  Körper 
abhängen,  und  fügt  hinzu ^  dafs  erst,  wenn  aul  experimentellem  Wege 
diflWB  Gesetz  gefunden  sei,  die  ganse  Fruchtbarkeit  seines  Satases  sich 
sogen  werde. 

Um  das  Strahlungsgesetz  des  schwarzen  Körpers  zu  bestimmen, 
war  es  treOich  notwendig,  vorher  die  von  Eirehhoff  definierte  schwarze 
Strahlung  dem  Experimente  zugänglich  zu  machen.  Bis  in  die  neueste 
Zeit  hinein  bemühte  man  sich  meistens  Tergeblich,  dieses  hohe  Ziel 
n  eiieicben.^)  £s  ist  dies  um  so  merkwürdiger ,  als  auch  der  Weg 
ftr  die  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung  durch  Eirehhoff s 
Geseb  gegeben  und  in  einer  Folgerung  enthalten  ist,  die  schon 
Kirchhoff  ans  seinem  Gesetze  gezogen  hat.  Wegen  ihrer  Wichtig- 
bit  werde  sie  wörtlich  angeführt.  Sie  lautet*):  „Wenn  ein  Raum  von 
KSipsni  gleicher  Tonperatnr  umschlossen  ist,  und  durch  diese  Eörper 
keiae  Strahlen  hindurchdringen  können,  so  ist  ein  jedes  Strahlenbflndel 
im  humem  des  Baumes  seiner  Qualität  und  Intensität  nach  gerade  so 
besebaffim,  als  ob  es  TOn  einem  vollkommen  schwarzen  Eörper  derselben 
Temperatur  herkäme,  ist  also  unabhängig  von  der  Beschaffenheit  und 
OtsUt  der  Körper  und  nur  durch  die  Temperatur  bedingt.'' 

Srhitzt  man  also  nach  dem  Vorgänge  von  W.  Wien  und  mir') 
i/äm  mit  einer  kleinen  Öffnung;  versehem  HohUcu^/el  auf  eine  überall 
Sf^hmäßigc  Temperatur,  so  dringt  aus  der  Offnutig  die  dieser  Temperatur 
entdeckende  sditcarze  StroMung^*. 

t)  Auf  die  Gesduchte  des  acbwanen  KOipen  und  seine  Gesetze  werden  wir 

IS  einem  späteren  Aufsatz  zurückkommen. 

8j  G  Kirchhoff:  Fogg.  Ann.  109,  292.  1860, 

Z)  W.  Wies  und  0.  Lummer:  Wied.  Ann.  66,  4öl— 456.  1895. 
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2.  Dcts  Drapersche  Gesetz  eine  Folgerung  Kirchhof fs  aus  seine^n 
Satz.  —  £ine  zweite  Folgerung,  die  Eirchhoff  ans  seinem  Satze  zieht, 
führt  zum  Draperschen  Gesetze.  Hierbei  geht  Kirchhoff  von  der  Er- 
f&hrang  aus,  dafs  ein  Körper,  z.  B.  ein  elektrisch  geglühter  Platindraht, 
beim  allmählichen  Erhitzen  anfangs  gar  keine  sichtbaren  Strahlen  aus- 
amdety  dann  rote,  zu  denen  sich  bei  weiterer  Temperatursteigenmg 
gelbe,  grüne  etc.  Strahlen  gesellen.  Zunächst  folgert  hieraus  Kirchhoff, 
dafs  die  B^ahlungsintensitat  {Ji)  des  schwarzen  Körpers  für  alle  Tem 
peratnren  unterhalb  einer  gewissen  Temperatur  gleich  Null  ist  und 
für  höhere  Temperaturen  mit  diesen  wächst;  dabei  ist  diese  Grenz- 
temperatur je  nach  der  Wellenläuge  verschieden.  Die  Strahlungs- 
inteiuiitöt  (Ji)  des  schwarzen  Körpers  steht  mit  dessen  Kmissions- 
TermSgen  (ea)  in  der  einfiwhen  Beziehung: 

j.  ds  ■  da' 

wenn  man  mit  ds  und  ds'  die  Projektionen  zweier  sich  bestrahlenden, 
schwanen  Flächenelemente  anf  die  Strahlungsrichtung  und  mit  r  die 
Entfernung  der  Elemente  Ton  einander  bezeichnet.  Nach  Kirchhoff 
erleidet  Ji  einen  Sprung,  also  auch  ^  und  da  Ät  bei  jeder  Temperatur, 
unter  und  oberhalb  der  Grenztemperatur  endlich  sein  mul^,  so  folgt 
logisch  richtig,  dafs  auch  Ei  den  Sprung  bei  derselben  Temperatur  wie  ei 
ausführt.  Nun  gilt  das  Kirchhoffsche  Gesetz  fOr  jeden  Temperatar- 
strahler, also  gelangt  man  zu  Kirch hoffs  Folgerung:  „dals  cU2e  Körper, 
wenn  ihre  Temperatur  allmählich  erhitzt  wird,  bei  derselben  Temperatur 
rot  zu  glühen,  bei  einer  höheren,  allen  gemeinsamm  Temperatur  gelbe 
Strahlen  etc.  auszugeben  anfangen'^ 

Die  Kirchhoffsche  Annahme,  dafs  Ji  einen  plötzlichen  Sprung 
mache,  ist  aber  nicht  zutreffend,  da  die  Strahlungeint^nsitat  mit  ab- 
nehmender Temperatur  asjfmptotisdi  der  Null  sich  nähert.^) 

Aber  selbst  wenn  diese  Hypothese  richtig  wäre,  entbehrt,  wie 
ich  nun  zeigen  will,  die  aus  ihr  mit  Hilfe  des  Kirchhoff  sehen  SatMs 
gezogene  KooBequenz  der  Berechtigung. 

Aus  dem  Kirchhoff  sehen  Satz  kann  man  nur  das  besonders  für 
die  Leuehttechnik  wichtige  Resultat  folgern,  dafs  bei  ein-  und  der- 
selben Temperatur  von  allen  Körpern  jedenfalls  der  schwar/e  Körper 
die  masdmale  Energie  aussendet  und  zwar  in  Bezug  auf  jede  Wellen- 
ISnge.  Es  werden  somit  die  Energiekurven  aller  Substanzen  bei  jeder 
Temperatur  yon  derjenigen  des  schwarzen  Körpers  gleicher  Tonpemtnr 

1)  mersnf  hat  auch  achoii  Max  Planck  aufinerkiani  gemacht  bei  Gelegenheit 
der  Hwanigabe  der  Kirchhof  fachen  Abhandloiig  in  Ostwaldtt  Uaicikem  der 
exakt  WisMudi.  Nr.  100.  Leipiig.  Yerlsg  v.  W.  ^"g^^— 1898. 


^  kjui^uo  i.y  Google 
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eingehüllt,  gleichviel^  ob  der  strahlende  Körper  ein  kontinuierliches,  ein 
Banden-  oder  em  Liüienspektrum  aussendet;  uur  mul's  er  ein  reiner  Temjie- 
ratun<trahler  sein  und  d;irt  st  iu  Leuchten  nicht  der  l^unwiieacenz  verdanken. 

lü  unseren  gebräuchlichen  Lichtquellen  wie  in  den  Gas-  und 
Pftrolaumlampen,  in  der  elektrischen  (iliih-  und  Bogenlampe  strahlt 
hauptsächlich  die  Kohle  in  festem  Zustande  und  ihre  Strahiung  ist 
preiieilos  reine  Teniperaturstraiüung. 

Allen  diesen  Licht*>nj  ist  demna.ch  bei  gleicher  Temperatur  der 
schwarze  Körper  au  Strahl ungamtensität  und  Helligkeit  Uherleym;  wenn 
mao  aber  auch  mit  keiner  dieser  Lichtquellen  einen  «^röiseren  Lichtet!ekt 
enielen  kann,  als  mit  einem  gleichhüch  temperierten  schwancen  Körper, 
ist  dieser  gleichwohl  nicht  der  ökonomisckste.  Denn  er  sendet  auch  die 
maximale  Energie  im  umkhtharcn  Gebiet  dee  Spektrums  aus,  nnd  diese  ist 
fttr  das  Auge  unnützer  Ballast.  Ökonomischer  sind  daher  als  LeuchtstottiB 
aUediejenigoi  nichtschwarzen;  selektiv  reflektierenden  Stoffe^  welche  relativ 
mm  aehwarzen  Körper  die  Lichtwellen  besser  ▼erschlocken  als  die  Wänne- 
wellen  und  von  diesen  bilden  diejenigen  wiederam  die  dkonomischsten, 
welche  die  sichtbaren  Strahlen,  rot  bis  Tiolett,  ToUkommen  absorhiereiny 
die  nnaichtbarai  aber  ToUkommen  BarOckwerfm  oder  ToUkommen  dnrcli« 
kiien.  LetBtere  können  ab  ^ideale''  Tempezaiorsfcrahler  beieiehiiei  werden. 

Ob  es  sokshe  LeochtkÖxper  gieb^  die  absolnt  sebwaiz  fBr  das 
Sichtbars  Spektrum  nnd  absolnt  spi^lnd  oder  doreblSssig  für  das 
aBnehibare  Wellenlangengebiet  sind? 

Inwieweit  der  Anerstmmpf  seine  hohe  Lenchtkiaft  dieser  selektiTen 
Ssflexiottseigensehaft  su  verdanken  hat^  ist  noch  nicht  entschieden.  Bei 
das  Oxyden  der  seltenen  Erden  scheint  ebenso  wie  bei  den  in  der 
Nernsthunpe  glflhenden  Stoflian  die  Hdhe  der  eixeichten  Temperatur 
(«fcffa  3400^  abs.)  die  Hauptrolle  zu  spielen.  Schreitet  doch  hier  die 
Hdligkeit  etwa  mit  der  zwölften  Potenz  der  absolnten  Temperatur  fort^), 
ein  höher  temperierter  schwarzer  Körper  recht  wohl  ökonomischer 
aein  kann  als  ein  niedriger  temperierter  selektiver  „idealer"  Leuchtkörper. 

1}  TergL  0.  Lumnier  und  F.  Karlbaam:  Verhdlgn.  d.  Deutach.  Phys.  Gea. 
Bd  H.  Nr.  8,  pag.  89—92.  1900.    Aus  dieser  Arbeit  werde  folgende  Tabelle  mit- 

gpteilt.  au«  welcher  die  oben  angegebene  r(>t»'ii7  gefolgert  ist.  Mifst  man  hei  ein^r 
ftlioluku  Temperatur      and  der  ihr  benachbarten  /.  die  /ugehörigeu  Helligkeiten 
und  i/,  uud  setzt:  Hj/i/j  =  {TJl\f,  8o  erhält  muu  folj^eiuie  Werte  von  x: 
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Aus  dleeem  rapiden  Anwadiien  der  photometriaeheii  Helligkeit  ist  ersiditliGh, 
^in  wie  scharfes  Kriteriiim  hierdurch  Ar  Gleichheit  der  Temperatur,  %.  B.  innerhslb 

d«  ichwaneen  Körpers,  gegeben  ütt. 

^'cUv  4m  lüubviMtUi  and  Phytlk.  Iii.  B«Um.  L  6 
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Findet  man  experimentell^  dab  eine  LiehtqneUe  ffir  denselben 
SpektralbeEiik  hdlef  ist  ab  der  adiwanEe  Körper  ^leukeif  Temperatur, 
dann  folgt  nach  dem  Eirchhoffadien  GesetBe  notwendig,  dafe  ihre 
StraMang  als  Lnmineaoenzeraeheinung  anzospreciien  ist  Es  mfilate 
dieser  Fall  eintreten  bei  den  leuchtenden  DSmpfen  mit  Linienspektren 
z.  B.  bei  der  Natrium-  oder  Lithiumflamme,  von  denen  E.  Pringsheim 
anderweitig')  nachgewiesen  hat;  dafs  sie  infolge  Chemiluminescenz 
leuchten.  Hiemach  würden  ako  gerade  die  Gasspektra  aussuseheiden 
haben,  da  für  sie  das  Kirchhoff  sehe  Gesetz  ntd^  gilt.  Auf  sie  allein 
wendete  man  aber  die  «[»ektralanalytische  Methode  an. 

(»oiikUr  seiner  laaxiiiiulen  Strahlung  wird  der  schwarze  Körper 
V(n»  allen  anderen  reinperaturstrahlem  auch  ziwrsf  sichtbar  sein,  JEs 
ist  klar,  duls  wir  mit  unserem  Auge  die  Existenz  von  Wellen  erst 
nachweisen,  also  den  sie  au88eiKl(>nd(Mi  Körper  sehen  können,  wenn 
dert'U  Intensität  den  Hchivelimm yf  überschritten  hat.  Dieser  wird  aber 
zuerst  voTii  schwarzen  Köqier  eneieht,  und  nach  ihm  erst  von  den 
übrigen  Substanzen,  geordnet  mich  der  (irölse  ihn  s  A l)sorption8-  und 
Emis8ionsvermö*^ens  für  die  (h'r  Beohaclitung  unterworfeueu  Wellen.  Ein 
uichtsch wurzer  Körper  wird  hIso  im  \'er<^leieli  zum  schwarzen  bei  einer 
höherm  Temperatur  erscheinen,  bei  derjenigen  nämlich,  für  weiche  seine 
Strahlungsintensität  gerade  den  Schwellenwert  erreicht  hat.  Und  sagt 
Kirchhoff  nicht  dasselbe^  wenn  er  obigem  Sata  hinzufügt:  „Die  Inten- 
sität der  Strahlen  von  gewisser  Wellenlänge,  welche  yerschiedene  Körper 
bei  derseUien  Temperatur  aussenden,  kann  aber  eine  Behr  verschiedene 
sein;  sie  ist  proportional  mit  dem  Absorptionsvermögen  der  Körper 
f&r  Strahlen  der  in  llede  stehenden  Wellenlänge.  Bei  derselben  Tempe- 
latur  glüht  deshalb  Metall  lebhafter  als  Glas  und  dieses  mehr  als  ein 
Gas  etc'^ 

Mithin  ist  gezeigt,  dais  das  Draper  sehe  Geseta  scLlecbterdings 
aus  dem  Kirch  hoff  sehen  Satse  nuM  abgeleitet  werden  kann;  jetat 
soll  bewiesen  werden,  daß  es  auch  nie/U  aus  dm  Draper s^ken  Ver* 
«Mcfte»  folgt»  ^ 

Die  riehÜge  Deutung  der  Drapersdim  Vertudie*  —  Draper 
erhitst  in  einem  unten  geschlossenen  Flintenlauf  die  verschiedensten 
Substanaen  Kalb,  Marmor,  Flulsspat,  £isen,  Glas,  Kohle  etc.  und  be- 
obachtet mit  gut  ausgeruhtem  Auge  im  dunklen  Zimmer  den  Beginn 
des  Leuchtens.  Wahrend  Kalk,  Marmor  und  Flulsspat  mit  weUsUchem, 

1)  E.  Pringsheim:  Wied.  Ann.  Bd.  46  p.  4;<7  1892  und  Bd.  49  p  347.  1893. 
Hierbei  möchte  ich  herocrkcn,  dals  mir  die  von  H.  Kayser  und  in  sehr  scharfer 
Weitio  von  F.  Pascheu  gt*gen  Pringaheims Schlünae  geltend  gemachten  Bedenken 
der  Begründung  m  entbehren  hcheineu. 
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bezw.  blaulichem  Lichte  zuerst  erschienen,  bt'giumen  alle  Metalle,  Kohle 
ujid  äluüirhe  Köqier  bei  977'*  F.  oder  525®  C.  zuffleich  mit  dem  Flinten- 
fohr  rotrji  Licht  auszusenden.  Indem  Driiper  iIh.s  vom  Kalk,  Flul's- 
spat  etc.  ausgesandte  Licht  al»  Luuiiüescenzlicht  ausschlielst,  gelaugt 
er  7x\  dpni  Schlufs,  ,.(laß  nllr  ftsfrn  Körper  und  vieUrirhf  mich  ge- 
sdiDioly  iir  JL  tdllf:  Ih  'i  dtrsclht  n  J  t  ,tq/eraiur  zu  leucJden  h>  ij{HHi-n"  und 
hält  fliege  Temperatur  sotrar  für  erneu  natiirlicheu  Fixpunkt,  welcher 
merkwiirfüfijerweise  tust  gerade  lOfK)®  F.  betrage. 

Die  Drapersche  Folgerutig  ist  t'alseh,  da  D raper  aUe  Substau/.  Mi  im 
einem  nahe  gleichtemperierten  Hohlraum  i^gesehlossr-ner  Flintenlaut  j  er- 
hitzt Denn  in  einem  solchen  Räume  müssen,  wie  wir  heute  wissen, 
notwendig  alle  Substanzen  gleichzeitig  dieselbe  Helligkeit  aussenden, 
falls  sie  nicht  luminesciereude  sind.  Andrerseits  ist  die  Drapersche 
Annahme,  dafs  Kalk,  Marmor  und  Fluisspat  Imniiieieiereii,  da  sie  Tor 
dm  andere  Substanzen  xn  leuchten  begumen,  zwar  richtig,  das  aber 
konnte  Draper  uieht  wissen;  denn  erst  auf  Gnmd  des  Kirchhoff  sehen 
Satzes  und  mit  Hilfe  der  Theorie  des  Hohlraumes  kann  das  vor  dem 
GlOhen  der  meisten  Substanzen  eintretmde  Leuchten  ron  Kalk,  Mannor 
•  and  Flolsspat  als  Ausnahme  von  der  reinen  Temperaturstrohlung  an- 
gesprochen  werden. 

Es  entbehrt  die  Drapersche  wie  die  Kirchhoffsehe  Deduktion 
nicht  einer  gewissen  Komik,  wenn  man  sie  Tom  heutigen  Standpunkt 
ans  betrachtet: 

G.  Ki rohhoff  zieht  aus  seinem  Satze  zwei  Folgerungen,  Yon  denen 
die  erste  zur  Theorie  des  Hohlramnes  und  des  schwarzen  Körpers, 
die  zweite  zum  Drap  er  sehen  Gesetz  führt.  Als  Beweis  fftr  die  zweite 
Folgerang  sieht  Kirch  hoff  die  Versuehe  Ton  Drap  er  an  und  sagt^  dafs 
die  dem  Drap  ersehen  Gesetz  nicht  folgenden  Substanzen,  wie  Iformor, 
Kilk  und  Fiulsspat  als  Auniahmen  von  der  reinen  Temperaturstrahlung 
n  betrachten  sind.  Es  entspinnt  sieh  sogar  eine  Art  Priori<»tsstreit 
leitens  Drapers,  welelur  betont,  dafs  seine  Arbeiten  von  Kirchhoff 
nicht  genügend  gewürdigi  worden  seien  und  sem  Gesetz  auch  ohne 
die  Kirclilu» t'tsclie  Deduktion  als  erwiesen  hinstellt.  Nun  ist  aber 
weder  die  Kirchhoffsehe  Herleituug  der^  1 )  t  ape  rscheu  Gesetzes  stich- 
liülti«(,  noch  folgt  dieses  Gesetz  aui»  den  Drajierschen  Versuchen.  Diese 
*iüd  eben  kein  Beweis  für  Kirchhoffs  zirciO  Folgerung,  sondern  nur 
für  Kirchhoffs  fr«?//' Folgerung,  gemais  der  in  einem  gleichtemperierten 
Hohlraum  die  schwarze  Strahlung  herrscbt,  in  welchem  also  alle  indi- 
viduellen Eigenschaften  der  ver.scliit'(leiien  Sul)stauy,en  verscliwimlen, 
>"w*^it  sie  ihre  Strahlung  der  Temperatur  verdanken.  Erst  auf  Grund 
liieser  Beweiskraft  der  Draperschen  Versuche  ist  der  von  Draper 
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imd  Kirolihoff  gemeimMn,  ans  fidacher  PrimiBae  atlkalieiie  ScUnlb 
berechÜgti  das  zeitlieh  «or  dem  Hohlraum  eintretende  Glflhen  Ton 
Kalk,  Mannor  und  Fliiisapat  als  Lumineeeenz  ansuapredien. 

Noeh  ehe  alao  Kirchhoff  eein  Geseta  foxmulierte^  war  der  schwane 
Körper  Terwirklicht  gewesen.  Aber  aach  der  von  W.  Wien  and  mir 
im  Jahre  1895  gemachte  weitere  Vorschlag^  mittels  des  gleichtemperierten 
Hohlraumes  die  lominescieiendenSabstansen  ▼on  den  TMnperaturstrahlem 
an  scheiden,  war  von  Drap  er  ausgeführt  worden,  wenn  anch  die  Dentuug 
des  Yeranchs  ent  jetzt  erkannt  worden  ist.  Dab  selbst  dem  Sdidpfer 
der  Hohliaumtheorie  deren  Bedeutimg  und  praktische  Tragweite  nicht 
ganz  zum  Bewufstsein  gekommen  ist,  geht  wohl  daraus  hervor,  dafs 
Kirchhofi'  im  Anschlulis  an  seiue  Folgerung  vom  gleichti'mperierten 
Hohliauiu  sagtM:  n^^^  (iiesem  ausgesprochene  Satz  kann  auch 
nicht  aufhören  zu  gelten,  wenn  unter  den  gedachten  Körpern  sich 
fluorescierende  befinden.  Die  Gleichung  E/A.  —  c-  kann  all^;eniein  ftir 
einen  solchen  Körper  uk  I  t  gelten,  aber  sie  gilt  tiir  ihn,  weun  er 
in  eine  vollk oüuneu  schwarze  Hülle  von  derselben  Temperatur  ein- 
geflchloisseji  iHt  et<\" 

Hiemach  hätte  also  Kirchhoff  die  vorzeitig  leuchten  ieii  Sub- 
stanzen Kalk  etc.  auch  nicht  als  lumLnescierend^'  hinfätelUii  dürfen, 
selbst  weun  er  sich  dessen  bewui'st  geworden  wäre,  dals  Drapers 
Versuche  gar  nicht  zum  Drap  ersehen  Gesetze  führen,  da  doch 
bei  ihnen  alle  Substanzen  im  schwarzen  Hohlraum  erhitzt  worden 
waren. 

Übrigens  hat  Kirchhoi'f  in  der  späteren  aosführiiohefen  Publi- 
kation seiner  „Untersuchungen  über  das  Sonnenspektrum  und  die 
Spektren  der  chemischen  Elemente",  Berlin,  DfimnUer  1862  obig^ 
Passus  fortgelassen.  Da  er  aber  nach  wie  vor  das  Drapersche 
Gesetz  beibehielt,  so  folgt,  dals  ihm  entweder  Drapers  Versuchs* 
anordnnng  unbekannt  oder  dafe  ihm  seine  Hohlranmtheorie  nicht  bis  za 
ihrer  letzten  Konsequenz  Tertraut  war. 

Jetzig  nachdem  der  mit  einer  öffiiung  yersebene,  gleichtemperierte 
Hohlraum  unsere  Kenntnis  Über  die  Gesetze  der  Strahlung  so  schnell 
und  gründlich  gefördert  hat,  scheint  man  Ton  gewisser  Seite  nur  zu 
geneigt,  die  Yerwiridichung  der  schwanen  Strahlung  als  eine  aelbst- 
Terstiuidliche  Sache  hinstellen  zu  wollen. 

Wie  sicher  begründet  das  Drapersche  Gesetz  galt,  ist  wohl  daraas 
zu  ersehen,  dab  die  zu  Grunde  liegenden  Versuche  Tolle  40  Jahre 
ohne  Wiederholung  blieben,  obgleich  nach  dem  Kirchhof  fachen  Gesetz 


1)  U.  Kirchhoff:  Pogg.  Ann.   Bd.  109,  p.  aoo.  18S0. 
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gemkra  erwartet  werden  tnnlfte,  da&  die  TerBchiedenen  Temperfttur^ 
ttnUer  infolge  Uiree  Tersduedetien  AbioiptioneTermögeiis  bei  mr- 
tAikdemr  Temperatur  ttber  die  Sehwelle  eehretten  wftrden.  Zu  dieser 
Unenehtttterlichkeit  des  Drap  ersehen  Oesetses  trug  freilich  Kireh- 
hofft  fermeintliche  theoretiiehe  Begrfbidang  wesentlieh  bel^) 

4.  Die  Gronig  in  Umr  Begiehm^  mm  Drapersdim  Geaäg»  — 
Erst  E  F.  Web  er  ^  lenkte  die  allgemeine  Animerkianikeit  wieder  den 
Draperiehein  Versuchen  zn,  als  er  den  Beginn  der  Rotglut  rerschiedener 
KoUdbwm  bMbMbtet«,  am  die  Ökonomi«  der  OUlihmp«  xa  be- 
stimmen.  Bei  Ansflihnmg  dieser  Beobaehttmgen  im  Donkehsimmer  bei 
Nacht,  bemerkte  er,  dalb  die  Lichtentwiekelung  gar  nicht  mit  der 
Rotglut  beginnt,  sondern  der  Kohlefaden  anfangs  ein  „düstetfieltelffrauf^* 
oder  yjgespenstergrmteS''  Licht  aussendet.  „Diese  erste  Spur  düst^rnebel- 
grauen  Lichtes  erscheint  dem  Auge  als  etwas  unstet.  *;liuiiiieüd,  auf- 
und  ahhuschend,  und  dieses  Hin-  imd  IJerzittem  verschwindet  erst  mit 
dem  Auftreten  der  ersten  Andeutung  der  Rotglut;  von  »la  an  nuichte 
da«  von  dem  Faden  ausgesandte  Licht  den  Eindruck  eines  absolut 
ruhigen  Lichtes." 

Hiennit  schien  das  Drapersclie  Gesetz  ganz  zu  KhUp  geljracht, 
zumal  H.  F.  Weber  und  R.  Emden^)  feststellt**u,  dafs  dohl  schon 
bpi  C.   und   Neu^ilher  hei   403''  C,  Licht  auszuseuden  Ijeginneu, 

wäiirend  die  erste  Hotgiut  nach  Draper  erst  bei  etwa  525''  C. 
euuetzt 

Aber  auch  hier  schleicht  sich  ein  Irrtum  ein,  der  die  Schlufs- 
folgeroDg  aas  den  Weberschen  Versuchen  hinfällig  macht.  Ehe  ich 
dies  r.eige,  mdchte  ich  darauf  aufmerksam  machen,  dafs  Draper  selbst 
ebenfallH  die  Grauglnt  beobachtet  hat,  ohne  ihr  näher  nachznspHieii, 
noch  die  nötigen  Konsequenzen  danms  zu  ziehen.  Aufser  den  Versuchen 
mit  dem  Flintenrohr  stellte  Draper  niunlich  auch  noch  SehyerBuche 


1)  Aach  in  dem  kfinlich  erschienenen  I.  Baad  des  Handbuchs  der  Spektroakoine 

TOB  R  Kajser  findet  sich  bei  Erwähnung  de«  DraperHchf>n  Gteaeixe?  noch  der 
Pmjhj«:  ..Man  hatte  auch  wohl  rvu)i  V^'r'^uchen  von  Wodpewood  schon  di«» 
Meioong  ausgesprochen,  alle  Körper  begönnen  bei  derselben  Temperatur  /,u  leuchten ; 
aber  erst  Draper  «uchte  diese  Frage  experimentell  zu  ent«cheiden  und  fand  die 
liditige  Antwort,  welche  sich  tpftter  alt  eine  Konsequenz  des  Kirchhof  fachen 
SstMf  hennaile]le&  sdlte^S  aas  wdchem  benroxgeht,  dafs  der  Autor  diese  Komseqaena 
all  richtig  aaerkeuat.  ünntittdbar  vorher  maobt  freilscb  auch  H.  Kajrter  daraaf 
taftnerkftam,  dafs  der  Draperaohe  Versuch  in  Wahrheit  nichts  beweise,  da  sich 
<üe  *amUichen  Körper  5n  d^^mselben  Hohlraum  befiindon 

t,  H.  F.  Weber:  Berl.  Akad.  Ber.  28,  491.    1887.    Wied.  Ann.  82,  266. 

\m. 

3)  H.  Emden:  Wied.  Ann.  M,  S14~'236.  1889. 
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im  Spektnim  an,  indem  er  durch  ein  Prisma  nach  einem  elektoriach 
^eglfibien  Platindraht  blickte.*)  Dabei  fand  er,  daTs  mit  der  ersten 
Spur  orange-roten  Lichtes  sich  Licht  auch  im  gelben  Teil  (ks  Spektrums 
bcmcrkhir  mcwhtc,  jedoch  farblos  utul  grüfüich-graa  auftrat.  Erst  wenn 
die  Temperatur  stieg,  verwandelte  sich  das  ferbiose  Grau  in  Gelb  und 
gleichzeitig  dehnte  sich  das  Spektrom  nach  beiden  Seiten,  dem  Rot  und 
d«n  Violett  hin  aus. 

Mafs  somit  Drap  er  als  der  Entdecker  der  Graugiat  angesehen 
werden,  so  gebührt  H.  F.  Weber  das  Venlifiist,  ohne  spektrale  Zer- 
legung die  Grauglat  bemerkt  und  ihre  phantastischen  Erscheinungen 
beobachtet  zu  haben.  Auch  Weber  dehnte  seine  Versuchf  auf  das 
Spektrum  aus  ,  bei  deren  Deutung  er  Uhnlich  wie  Kirch  hoff  den 
Unterschied  zwischen  rein  subjektiven  Empfindungen  und  den  ihnen 
zu  Grunde  liegenden  objektiven  Vorgangen  nicht  genügend  berfick^ 
sichtigte.') 

Soweit  ich  die  Litteratur  durchgesehen  habe,  scheint  Lecher^)  der 
Einzige  gewesen  zu  sein,  der  die  Drapor.sche  Entdeckung  der  Grauglut 
beachtet  und  sie  sogleich  gegen  das  Drapersche  Gesetz  ins  Feld 
gefuhrt  hat.  Da  nach  Draper  dag  Leuchten  im  orange-gelben  Teile  des 
Spektrums  beginne,  könne  unmöglich  das  Drapersche  Gesete  gelten. 
Aber  Lecher  schlielst  auch  unerlaubt  von  suhjektiven  Erscheinungen  auf 
objektiv«'  Vorgänge,  wenn  er  die  Drapersche  Beobachtung  im  Spektrum 
als  Beweis  dafür  ansieht  dals  die  Strahlung  eines  Körpers  schon  beim 
Beginn  des  Leuchtens  dieselbe  Zusammensetzung  habe,  wie  bei  den 
hörhtsten  Temperaturen.  £s  ist  bekannt,  dai's  auch  die  Sonne  ihr 
Energiemazimum  im  gelben  Teile  des  Spektrums  besitzt.  Da  nun 
nach  Draper  die  erste  Lichtentwicklung  ebenfaUs  im  Gelb  stattfinde^ 
so  sieht  Lecher  den  Satz  als  erwiesen  an,  dafs  das  £nei^emaximnm 
bei  allen  Temperaturen  an  derselben  Spektralstelle  liege,  ein  Gesetz, 
weiches  Lecher  auf  theoretischem  Wege  aus  dem  Kirchhoffschen  Satze 
gefolgert  hatte,  und  welches  durch  Versuche  von  W.  Jaques*)  wahr- 
scheinlich gemacht  war.  Die  beobachteten  geringen  Verschiedenheitoi 
in  den  Wärmespektren  yemchiedener  fl^ter  Körper  schiebt  Lecher  auf 
die  Störungen,  welche  die  aus  dem  Innern  kommende  Strahlung  an 
der  Greoizflache  durch  selektive  Keflezion  erfahrt 


J.  W.  Drai>«M    Scienti6r  Mtnioirs  p.  33.    London  1H78 
2)  Verj^l.  hiemi  V  ? tongor:  Wied.  Ann.  $2,  271,  J»»7  und  S.  P.  Langley: 

Philoa.  Mag.  (6)  Bd.  27,  1-23.  1889. 

S)  E.  Lecher:  WioL  Akad.  Ber.   86,  (ü)  p.  441—490.  1888 

4)  W.  W.  Jaquea:  Inang.  Din.  JoIuib  Hopkiiis  üniv.  Baltiinoi«.  I.  WUtoa 

■ad  Son.  1879.  Proc.  Amer.  Acad.   Bd.  m,  p.  881»,  1879. 
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Wir  wibst-n  luMitc.  diifs  sich  das  Energieinaximuni  mit  HU'igfiuler 
Temperatur  i  tu  int?  mehr  vom  ultraroten  uacb  dem  violetten  Teile  des 
Spektrums  verschiebt,  wobei  das  Produkt  aus  der  absoluten  Temperatur 
and  der  Wellenlänge,  bei  der  das  Maximum  im  Spektrum  liegt,  wenigstens 
hmn  schwarzen  Körper  und  beim  blanken  Platin  konstant  bleibt^) 

Während  das  Drap  ersehe  Geeetz  der  Theorie  von  Lecher  im  Wege 
stand,  betrachtet  R.  v.  Ko vesHgethy*)  bei  seinen  theoretischen  Studien 
mr  Heileitung  einer  Spektralgleichung  „das  Drapersche  Oesets  als 
eiiifl  fheoretwche  Foidenuig  des  Kirchhoffschen  Satzes,  das  weiieiren 
UntBiBuohungen  wohl  zu  Grunde  gelegt  werden  darf". 

Von  dem  £iiLWBiid|  der  dem  Draperschen  Gesetz  duroh  die  Gian- 
glnt  enraehst,  wird  abgeaeben.  Und  thatsichlidi  haben  die  Granglnt 
und  die  Rotglnt  aaeh  nur  das  ^e  graieinaam,  dafa  sie  subjektiTe 
EzBcbejnQDgaformen  derselben  objekÜTen  Ursache  sind.  Beide  Em- 
pfindungen werden  in  unserem  Gehirn  geweckt,  wenn  wir  im  Dunkel- 
ammer  die  aUmahlicbe  TemperatDrsteigenmg  eines  Körpers  von  der 
Zimmertemperator  bis  rar  Glflbtemperatur  beobacbten  and  ans  hierbei 

AMges  bedienen.  Irgend  ein  andeier  Eneigiemesser,  wie  z.  B.  das 
Bolmneter,  wQrde  nur  ein  htmimuiierUdies  Anwachsen  der  Energie 
notieren.  Unsnr  Auge  aber  meldet  einen  gweimdligen  Sprung,  erst 
Tom  Dunkel  zum  Gespenstergrau  (Grauglut)  und  spiUer  Ton  der 
Onogiiit  zur  fatingen  Glnt  (Rotglut).  In  beiden  FlUen  entsteht  der 
Sprung"  durch  das  Überschreiten  der  Reizschwelle  unseres  Sehnerven; 
nur  die  vermittelnden  Organe  sind  in  beiden  Fällen  andere:  die  Grauglut 
entspricht  der  Reizschwelle  der  Stäbcheti,  die  Rotglut  der  Reizschwelle 
der  Zapfen  unserer  Netzhaut.') 

5.  Wisni  der  Gtaiuflut  und  liotffliU.  —  Dank  den  physiolot^iscben 
Errungenschaften  der  letzten  Dezennien,  gelang  es  mehr  und  melir,  du' 
Wirknngsweise  unserer  beiden  Netzhaiitoryane  von  einander  zu  tnMinen 
uihI  ihre  gesonderten  Aufgaben  zu  ergriindi  n  Schon  A.  K(»nig')  hatt<> 
«las  Farbloßseheu  des  Spektrums  bei  i?enn«iei-  llellipkeit  den  Stäbchen 
unserer  Netzhaut  zugeschrieben  und  ttir  die  Zapfen  das  far}ii«re  Sehen 
^mii  Auanahme  von  Blau)  reserviert.   J.  v.  Kries^j  ging  weiter  und 


1)  0.  Lummer  und  E.  Pringsbeim:  Veriidlgn.  d.  Deutsch.  Fhjiik. Onellach. 
Berlin  I    Nr.  12,  216—236  1899. 

ii  K  V  Kövesligeth y:  „Grundsuge  einer  theoretiacben  Spektralanaljae'*. 
UAlie  l  oi  H  W  Schmidt.  1890. 

h  U.  Lummer:  Verhdlgn.  d.  Physik.  <ies.  jeu  Berlin  Itt,  121—127.  1897  und 
WiedfiD.  Ann.  «2,  14^89.  1897. 

4)  A.  KOnig:  Berl.  Aksd.  Ber.  18U,  p.  6T7. 

i)  J.  V.  Krie«:  Z.  S.  f.  Piyeh.  a.  Phjs.  d.  SinneMrguie     81—188,  1894. 
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stellte  die  Hyj)othese  auf,  dafs  die  Zapfen  das  farbige  Sehen  überhaupt, 
die  Siftbchea  dagegen  das  fiubloae  Sehen  bei  geringer  Helli^^Eeit  Ter^ 
miiteb,  bei  der  die  Zapfon  ganz  aoageoehaltet  sind. 

Dementsprediend  bezeichnet  Kries  die  Zapfen  als  nnseren  ftrhen- 
tQehtigen  ^^Hellapparat^,  die  Stabchen  als  den  totsUarbenblinden  JDvakxü- 
apparat^.  Dabei  hat  der  StSbchenappanit  die  besondo«  Fähigkeit^  seine 
hohe  Empfindlichkeit  gegen  schwaches  liicht  durch  den  AofenÜialt  im 
Dunkehi  wesentiieh  m  steigern.  „Dnakeladaptatjon**  nennt  Eries  diese 
Eigenschsft  der  Stilbchen.  Es  ist  interessant,  dafo  die  vergleichenden 
Anatomen  lange  TOiher  schon  gefiinden  hatten,  dafs  die  im  Dankdn 
lebenden  Tiere,  wie  die  Enle,  der  Maulwurf  etc.,  nur  Stabchen  besitien, 
wählend  wir  gerade  unigekehrt  auf  der  Stdle  des  deutlichsten  Sdiena, 
der  FovM  ceiiindig  oder  der  Netahautgrube,  nur  Zapfen  aufweisen  kSnnen. 

In  der  oitierten  Arbeit:  „Über  Ürauglut  und  Rotglut"  habe  ich 
gezeigt,  dafs  die  von  Weber  beobaditeten,  merkwürdigen  Glflh* 
erscheinuni^  ihre  vollstindige  ErbBurung  finden,  sobald  man  die  Grmh 
ff  ha  als  eine  EmpfMmg  der  l^&»dieH  und  die  Batg^  aia  eine  ealehe 
der  Za^en  hinstt^ 

Betrachts  wir  z.  B.  im  DunkelzimmOT  bei  Nadit  mit  gut  ausge* 
ruhtem  Auge  ein  elektrisch  geglühtes  Platxnblech. 

Solange  die  Zapfim  noch  nicht  in  merkbare  Erregung  geraten, 
kommt  TCO  der  Netzhautgrabe  auch  keine  Lichtmeldung  zum  Gfehiin. 
Diese  geht  vielmehr  von  den  Stellen  des  indifMn  Sehens  ans,  mit 
deatmk  wir  ftr  gewdhnlidi  nidit  zu  beobaditen  gewöhnt  sind.  Dann  toitt 
der  merkwürdige  Zustand  ein,  dab  wir  etwas  sehen,  was  wir  wieU 
snblicken,  und  dals  die  Lichtempfindung  aufhört  und  das  Gesdiene  ver- 
Bchwindety  wenn  wir  den  Blick  dorthin  richten,  von  wo  die  erregenden 
Strahlen  m  kommen  scheinen.  So  bleibt  unser  Bestreben,  die  indirekt 
gesehene^  grau  lenchtende  Stelle  des  Platinbleches  direkt  zu  sehen  und 
scharf  zu  fixieren,  Irnohtlos.  Dieser  ümstsnd  bewirkt  ofoibar  jenes 
von  Weber  den  Tempemtotschwsnknngen  und  der  Müdigkeit  des  Auges 
zugeschobene  „unstete  Bin-  und  Herzitlem'',  wehäies  Weber  wahnnd 
des  gansen  Stadiums  der  Qzauglut  beobachtet  hai  Dieser  uns  unge- 
wohnte, und  weil  wir  auf  sdne  Erkfianng  nicht  verfrllen,  xatselhsfte 
Zustand  hört  au(  sobald  die  Tempentur  eine  solche  Höhe  (nach  Draper 
etwa  525^  C.)  «reicht  hat,  dafs  auch  die  Zapftti  im  Gehirn  eine  deut- 
liche Lichtempfindung  hervorbringen.  Jetzt  erst  meldet  die  Netehaut- 
grübe  ^ichf  ,  und  ans  ersdieint  aach  das  leuchtend,  was  wir  fixieren. 

Die  Färbimg  dieser  ersten  auftretenden  fofhigen  Glnt  (sogenannten 
Rotglut)  hängt  nicht  mtwesenliich  von  der  Oröfse  des  getroffenen  Netz> 
hantteiles  ab.    Lifolge  des  Wettstreites  beider  Sebapparate,  ihre  ge- 
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soDdertau  Melduiij^eii  im  CJekirn  zur  alieinigeu  Geltung  7.11  bringen,  die 
Stibdien  eine  farblose,  die  Zapfen  eine  farbige  fimptindung,  mufs 
notwendig  eine  Versciunelzong  beider  Empfindungen  zustande  kommen. 
£b  ülsfc  sich  von  Tomherem  daher  nichts  Bestimmies  über  die  Farbc> 
nuMigen^  mit  welcher  die  sogenannte  j^oi^hii^^  Aber  die  Schwelle  tritt. 
Xur  soTiel  läCrt  eich  Termtiten,  dais  die  Farbe  infolge  der  Vermischung 
mit  W.'ifs  eine  wenig  gesattigte  sein  wird.  Untw  der  Annahme,  dafs 
die  ZaptVn  zuerst  auf  die  gelbgrfine  Strahlung  reagieren^  fUr  welche 
Spektralregion  wir  im  Hellen  am  empfindlichsten  sind,  wird  die  Gran- 
glot  nniidist  in  eine  gelbUehweilse  und  dann  in  eine  mehr  rötliche 
6bt  flbeigehen  mtoen,  iihnlieh  wie  Weber  es  besehreibt.  Aber,  wie 
lehon  erwihnty  die  Theorie  kann  hier  nicht  viel  leisten;  aus  ihr  folgt 
nnr,  dafe  je  nach  dem  Yerhaltnis  der  Anzahl  der  getroiFenen  Stäbchen 
n  deijenigen  der  Zapfen  der  Verlauf  ein  anderer  sein  mufs,  und  dals 
dff  Beginn  der  fubigen  Qlnt  nicht  allein  Ton  der  Hdhe  der  Temperatur, 
aondeni  auch  tob  der  Stelle  abhingt^  mit  welcher  wir  beobachten.  In 
der  That  erscheint  uns  eine  etwa  die  Netzhautgrube  ansfUlende  Flache 
bei  600^  G.  direkt  gesehen  in  schönstem  Feuerrot,  wfthrend  sie,  miwdi 
gesehen,  einen  gespenstergranen,  dem  Stemenlieht  Shnliehett  Ton  annimmt. 

6.  Hai  das  Brapersrhe  Gmäg  «fterftmipl  einen  Sinn?  —  Oben 
bsben  wir  gezeigt,  dals  das  Drap  ersehe  Gesetz  weder  ans  den  Draper- 
schen  Versuchen  folgt  noch  ans  dem  K  i  rc  h  hoffschen  Gesetz  theo- 
retisch hergeleitet  werden  kann.  Vi<'lniehr  ist  es  wahrscheinlich,  dafs, 
entsprechend  ihrem  verschiedenen  Absorptions-  imci  Emissionsvermögen, 
die  verschiedenen  festen  Körper  nirhf  bei  derselben  Temperatur  rot 
ru  leuolitr  11  beginnen.  Die  Entdeckung  der  Graughit  schien  il;is 
Drapprsche  Gesetz  vollständig  nmznstofsen.  Wenn  dieser  Seiilnl^ 
nach  iripiner  Theorie  von  der  Grauglut  und  Kotghit  jinch  nicht  mehr 
5tirhiialti>T  ist.  so  folgt  aus  ihr  gleichzeitig,  dafs  das  Drapersche 
Gesetz  keinen  rechten  Sinn  mehr  hat,  wenipsterm  nhpr,  dafs  die 
Fragestelhmg  beim  Draperscheu  Gesetz  eine  «jfanz  andere  werden  mufs. 
Nicht  ob  iiile  festen  Korper  bei  gleicher  Temperatiur  rot  zu  leuchten 
beginnen,  ist  die  Frage,  sondern  es  hat  vom  Standpunkte  der  entr 
wickelten  Hieorie  der  Grauglnt  und  Rotglut  ans  lediglich  einen  Sinn 
m  fragen,  welche  Korper  gleichzeitig  die  Reizschwelle  der  Zapfen  oder 
dnr  Stäbchen  fibersehreiten  und  welches  die  Farbe  ist,  mit  der  sie  erscheinen. 

Abgesehen  davon,  dafs  so  spezielle  Fragen  lange  nicht  mehr  das 
Interesse  beanspruchen  können,  wie  das  Drapersche  Gesetz,  welchem 
fast  die  fiedeutung  eines  Niaturgesetses  beigelegt  worden  war,  bietet  deren 
Beantwortung  auch  noch  betrtchtüche  Schwierigkeiten.  Relativ  leicht 
gdingt  die  Auasdultung  der  Zapfen  bei  Beobachtung  der  Grauglut 
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mittels  der  Stäbehen.  Man  braucht  nnr  mit  dem  gut  im  Dunkebi  ausge- 
ruhten Auge  peripher  zu  beobachten  oder  so  grofse  leuchtende  Flächen 
z«  betrachten,  dafs  deren  Netzhautbild  auTser  der  Fovea  centralis  auch 
die  umliegende,  stäbchenreiche  Netzhaut  bedeckt.  Freilich  scheint  hierbei 
auch  die  Grofse  der  gleichzeitig  erre|jrt«n  Fläche  eine  Rolle  zu  »pielen, 
sodafs  vergleichbare  Angaben  nur  bei  luauspruchm^me  der  ganzen  Retina 
zu  erwarten  sind. 

Hatten  Weber  und  Emden  beobachtet,  dais  die  verschiedenen 
Metalle  innerhalb  400''  C.  und  423"  C.  grau  über  die  Schwelle  treteu. 
so  gelang  es  mir  unter  den  giiii8tij?st  gewühlten  Bedingungen,  den 
schwarzen  Körper  schon  bei  860T.  i^au  schinimeru  zu  selim.*) 

Schwieriger  gestaltet  sich  <lie  Ausschiiltnn«^  der  Stäbchen,  uiu  die 
farbiffe  Glut  mittels  der  Zapfen  eijnvaudstrei  zu  beobachten.  Nattirlich 
wählt  mau  zunächst  die  leuchtende  Fläche  su  klein,  dafs  heim  Beob- 
achten lediglich  die  Fovea  centralis  in  Thätitikeit  tritt,  da  auf  ihr  die 
Stäbchen  ganz  fehlen.  In  diesem  Falle  mufs  die  «glühende  Fläche, 
sobald  sie  überhaupt  gesehen  wird,  sojjleicb  anc^h  fa)f>i</  auftreten.  In 
Wirklichkeit  ist  aber  auch  dann  »iie  Ausschaltun*^  der  Stäbchen  gerade 
im  ersten  Stadiuiu  Uci  farbigen  Glut  schlechterdings  unmöglich.  Denn 
beim  Beobachten  im  Dunkeln  wird  man  durch  die  unwillkürlichen 
Augenbewegungen  zumal  bei  dunkeladaptiertem  Auge  nur  zu  leicht 
verführt,  die  viel  früher  eintretende  Grauglut  zu  beobachten.  Sieht 
maii  aber  einmal  die  grauleuchtende  kleine  Fläche,  so  kostet  es  die 
allergrÖfste  Anstrengung,  ilurch  willkürliche  Biickamieruug  ihr  Bild 
mit  der  Fovea  centralis  zur  Deckimg  zu  bringen.  Ist  dies  durch  Zu- 
fall gegliickt,  dami  ist  die  leuchtende  Fläche  verschwunden  und  das 
Sehfeld  ganz  dunkel.  Aber  nur  auf  kurze  Momente  ist  das  Hervor- 
brechen der  grauleuchtenden,  einem  Stemgebilde  gleichenden  und  immer 
heller  werdenden  Fläche  trotz  bester  Absicht  zu  verhindern.  Somit 
wird  iiiHU  den  Eintritt  der  farhi^^en  (Tliit  erst  feststellen,  wenn  die 
Konkurrenz  der  Stäbchen  überwundeTi  ist  Dann  erst  herrscht  unum- 
schränkt die  Netzhautgmbe.  Man  wird  also  sowohl  die  Temperatur  der 
ersten  farbigen  Glut,  als  auch  tieren  Farbe  iiit\  Ige  der  unvermeidlichen 
Beimengimg  des  „Stäbchenirraus"  nicht  einwandsfrei  bestimmen. 

Wir  ersehen  jedenlails  hieraus  recht  deutlich,  wie  genau  wir  erst 
unser  Handwerkszeug,  die  Sinnesorgane,  studieren  und  kennen  lernen 
müssen,  ehe  wir  aus  der  Beobachtung  Schlüsse  auf  die  Aufsenwelt  otier 
das  Kautsche  ,.Ding  an  sich**  ziehen  dürfen« 

Charlottenburg,  den  dl.  Januar  1901. 
1)  O.  Lnmmer:  Z.  8.  f.  Instrimikde  19,  916.  1899. 
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fiid  Beziehungen  der  Zeatraieüipse  eines  ebenen  Fl&clien- 
stftckea  zu  seinem  imaginären  Bilde. 

Von  Stanislaus  J olles  in  iierlin. 

1.  Buii't  hat  (las  Träghejt«mnment  Ja  eiii»'s  Flnchonstiickos 
einer  Ebene  f  hinsichtlich  eines  in  ihr  gelegenen  Htrahles  gi  eingeführt. 
Ist  ri  der  parallel  einer  gegebenen  Richtung  gemessene  Abstand  eines 
Fläehenelements       vom  Strahle  </i,  so  versteht  er  unter  Ju  das  über 
das  Flaehenstück  %  ausgedehnte  Integral: 

Zugleich  mit  Ja  untersucht  er  das  jetzt  meist  alb  Zentrifugalmoment 
liinsichthch  der  Strahlen      ii»d  (/^  bezeichuete  Integral: 

wobei  sich  ebenfalls  die  Integration  fiber  alle  Flächenelemente  Ton  % 
entreckt  Zwei  Strahlen  ^«  und  gi  werden  zuerst  nach  Binet  koigugiert 
biiniclitlich  ihrer  Tngheitsmomente  genannt^  wenn  för  sie  die  Besiehung: 

f(ilt  Durch  jeden  Punkt  P  von     guiit  ein  ihm  konjugierter  Strahl 
Smd  in  J,^  die      parallel  zu  ffi^'^,  so  ist  J^^  insbesondere  das  //^  hin- 
sichthch  P  knniii<rit'rt«  Trägheitsmoment  J^J-'"^'  Der  Ausdnick  für  J»»^^ 
laUt  sich  auch  in  der  Form; 

schreiben.  Hierin  bedeutet  [q^'^Y  das  Quadrat  zweier  entgegengesetzt 
;?leichen  Strecken  ±  q^^,  sie  laufen  parallel  zu  g^^j  und  heifsen  jetzt 
die  bezüglich  P  konjugierten  Trägheitshalbmesser.  Ihre  Endpunkte 
ÜegeQ,  wenn  sich  um  P  dreht,  und  sie  toh  P  ans  der  Gröfse  und 
Richtung  nach  abgetragen  werden,  auf  der  Trägheitsellipse  :r'  des 
Punktes  Die  Achsen  von  sind  identisch  mit  den  beiden  durch 
^  gebenden  Haupttiil^rlieitsachsen  und  berflhren  in  P  zwei  durch  P 
gehende  konfokale  Kegelschnitte,  die  einer  bestimmten  Sdiar  an- 
^horen.  Den  Tangenten  eines  solchen  Kegelschnittes  sind  hinsichtlich 
üverfierOhnrngspunkte  zu  ihnen  senkrechte  Tragheitshalbmesser  Reicher 
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Länge  konjugiert  Diese  grandlegenden,  von  Bin  et')  schon  1813  ver- 
öffenilichten  Ergebnieae  gerieten  bald  in  Vei^Beenlieit  und  wurden 
■pftter  TOtt  Anderen  nooh  einmal  gefunden,  oline  dab  hierbei  neue  Oe> 
eichtspnnkte  eu  Tage  traten.  Das  Verdienst^  solche  wieder  gegeben  so 
habeni  gebfihrt  Gnlmann  und  Herrn  RoutL  Jener  wies  zuerst  auf 
ein  fiOr  die  Theorie  der  Trlgheitsmomente  wichtiges  Polanjstem  F*, 
dem  Antipolanystem,  hin*);  dieser  auf  oo'  Dreiecke^  bei  denen  in  ihren 
drei  £ckpunkl«i  konzentrierte  Flftchenstfioke  von  der  QrSAe  |3 
Flaehenstücke  ^  hinsiehtUeh  seiner  Trigheitsmomente  gleichwertig 
sind.^  Euns  darauf  zeigte  Herr  Reye,  dafs  Dreiecke,  •  in  deren  Eck- 
punkten FlachenBtüdEe  derart  konzentriert  werden  können,  dafs  sie  % 
hinsichtlioh  seiner  Trägheitsmomente  ersetzen,  Poldreiecke  des  Polar- 
systems  JT*  sind.*)  Spater  kommt  Hesse  ebenfalls  auf  das  Pdsisystem 
r*,  dessen  imaginSre  Ordnungskurve  nach  ihm  das  imaginäre  Bild  des 
FfiUshenstfickes  genannt  wird  Bezüglich  ihrer  Tangenten  ist,  wie 
er  zuerst  herrori^hoben  hat,  das  Tifigheitsmomoit  Ton  ^  gleich  NulL^ 

Herr  Reje  und  Hesse  ergrflnden  den  Zusammenhang  des  Polar- 
Systems  r*  mit  der  Theorie  der  Trägheitsacfasen  aftf  analytiBohem  Wege. 
Im  Folgenden  wird  er  aus  einigen  ganz  elementaren  Eigenschaften  der 
TrigheitseUipee  sjmthetisoh  abgeleitet»  und  dies  sdieint  mir  mit  Rllek- 
sieht  auf  die  geometrische  Mechanik,  insbesondere  die  graphische  Statik, 
nicht  unwichtig  zu  sein. 

3.  Die  Trägheitsellipse  eines  beliebigen  Punktes  P  und  die 
Zentralellipse  0*  haben  zwei  reelle  Tangeuten  mit  einander  gemein. 
Diesen  Strahlen  sind  in  Bezug  auf  und  6*  wiederum  parallele  Durch- 
messer djf  und  do  konjugiert  Zwischen  den  dn  und  d^  hinsichtlich  P 
und  8  konjugierten  Trigheitshalbmessem  ±  und  ±  S/^  und  dem 
Abstände  des  Schwerpunktes  S  yom  Punkte  P  besteht  folglieh  die 
Gleichung: 

[tf^O]«  =  [d«<«r  +  äfP», 


1)  Binet:  lUmoiie  rar  hk  th^rie  des  sses  eongegute  et  des  momens  d*tiMrtie 
de«  Corps.  Jouni.  de  l'Ecole  Polyt.  9,  16.  Heft  (ISIS),  8.  41.  (Ln  k  nnitttot»  en 

Hai  I8ll.> 

2)  Oulmann:  Die  graphische  Htatik,  Zürich  i866,  2.  Abschnitt,  7.  Kapitel, 
§.  6.H— 67.  Die  ersten  beiden  Abschnitte  erschienen,  wie  auR  der  Vorrede  S.  IX 
TO  ersehen  ist,  als  erste  UeferoBg  schon  IBM. 

8)  E.  J.  Reuth:  Note  of  the  moment  of  inertia  of  atriangle.  Qnsrkeriy joonial, 

6  (1864),  S.  267. 

4)  Rcyr«:  ppitmg  zn  der  Lohre  von  den  TrftgbeitsmoinenteD,  Zeitschrift  fSr 

Mathematik  u.  Phy.sik  10  (1866),  ?  I.t.v 

5;  UesHc:  Vorlesungen  Aber  analytische  Qeometric  des  Kaiuuci..  il.  Auflage, 
Leipzig,  1869,  26.  Vorlesiing. 
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Sie  libt  sich,  wtim  die  Kegebchnitte  x*  and  0'  den  Stnhl  8P 
(Fi^  1)  in  den  Ponktepauen  und  P^,  P/  schneiden,  audi  in 

dtr  Poim: 

PP,=»  «  Ü8^*  +  SP* 
idiieiben.   Und  nunmehr  folgt  aus  ihr: 

SS,'  =  (PP,  -  SP)  (PP,  4-  SP), 
oder  da  r P^  =  P/P  ist: 

(«)  ~  SS,'  ^  SP,  •  sp:. 

D.  h.  TrägheitseUipsen  a-,  deren  Mitteiponkte  auf  einem  durch  den 


Sehweipiiiikt  8  gehenden  Strahle  d  liegen,  schneidem  Ihn  in  Pnnkte- 
paaien  P|,  F<{  ehur  eUiptiechen  luYoluiion  mit  dem  Mittelpunkte  S. 

Bertglieh  der  Zentralellipae  *  sind  mm  auf  d  den  Punkten  Pj 
die  Punkte  P,  koqjngiert,  aie  bilden  eine  durch  die  Besiehung: 

Ol)  .S'.s,=*  -  si\  ■  sp^ 

charakterisierte  hyperbolische  Involution. 
Aus  (a)  und  {ß)  folgt  ohne  weiteres: 

ÜP^  -  -  8Pr 

"  P/  ist  also  das  Spiegelbild  des  so  Pj  beafiglieh  tf *  konjugierten 
Punktes  P,,  wenn  die  Spiegelung  im  Sdiwerpunkte  8  vor  sieh  geht. 

Die  einem  Punkte  P^  besüi^ch  der  Zentraiellipse  konjugierten 
Punkte  P,  liegen  auf  seiner  Polare     hesüglich  0*  und  gehen  durch 


Staxwlai»  J0U.BI: 


Spiegelung  in  S  in  Punkte  auf  dem  SpiegelbÜde  mn  fiber. 
Durchläuft  P|  einen  Strahl  so  dreht  sich  p,  um  den  Pol  Ton 
bezüglich  (S^,  uiu!  folglieh  sein  Spiegelbild  p^'  um  das  Spiegelbild  Q^' 
von  Jedem  durch  gehenden  Strahle  entspricht  also  ein  auf 
Pi'  gelegener  Punkt  Q^'.  Die  beiden  konjektiven  Felder  0|  (Pj,  •  •  9ii  •  *  0 
und  4>'  (p/,  . .  (i^i, .  . .)  sind  demnach  korrelativ,  und  zwar  bilden  sie 
ein  Polarsystem  F*,  da  in  dem  von  den  ^truhleu  d,  (l„  und  der  an- 
endlich fernen  Geraden  begrenzten  Dreiecke  die  Eckpunkte  den  gegenüber- 
liegenden Seiten  entsprechen.  Das  Polarsystem  hat  eine  imaginäre 
Ordnungskurve,  seine  konjugierten  Durchmesser  fallen  mit  denen  der 
ZentraleUipse  zusammen.  Die  Zentralellipse  und  die  imaginäre  Ordnungs- 
knrve  von  gehen  in  sich  selbst  über,  wenn  einer  dieser  Kegelschnitte 
in  Bezug  auf  den  anderen  polarisiert  wird;  sie  sind  harmonisch  einander 
zugeordnet^)  oder,  nach  Christian  Wiener,  jeder  eine  Imaginär* 
Projektion-)  des  anderen.  Da  die  Polare  ik  von  Pj  bezüglich  O'  sich  in 
S  als  Polare  von  Pj  im  Polarsysteme  F-  spiegelt,  so  nennt  Cul- 
mann  p{  die  Antipolare  von  Pj  und  analog  Pj  den  Antipol  von  p^. 

Mit  dor  Zentralellipse  des  Flächenstückes  %  ist  auch  sein 
Polarsjstem  gegeben,  nnd  umgekehrt  mit  diesem  jene.  Zwei  in 
einer  Ebene  gelegene  FlrtrlK  ugtücke  —  gleichgültig,  ob  sie  aus  einem 
oder  mehreren  Teilen  bestehen  —  sind  also  hinsichtlich  ihrer  Träg- 
heitsmomente gleichwertig,  wenn  sie  gleichen  Inhalt  haben  und  in  ihren 
Polarsystemen  jedem  Punkte  dieselbe  Polare  entspricht,  d.  h.  sie 
aufserdem  ein  und  dasselbe  Polarsjstem  F*  bestimmen. 

3.  Die  beiden  zum  Durchmesser  d  parallelen  Tangenten  und 
m,'  der  Tragheitsellipse  «*  eines  Punktes  P  von  d  (Fig.  1)  berühren 
jede  in  dem  Pole  der  anderen  im  Polarsysteme  F^.  Das  Gleiche 
gilt  von  den  die  Tragheitsellipse  berührenden  Strahlen  und  jj,', 
ihre  Berührungspunkte  P/  und  P|  sind  lüinilicli  in  F*  konjugier^ 
während  sie  selbst  parallel  laufen  zu  dem  d  bezüglich  konjugierten 
Durchmesser  d^  und  somit  auch  zu  dem  ihm  in  P^  konjugierten  Durch* 
messer  d„.  Das  der  Tragheitsellipse  umschriebene  Parallelogramm 
mit  den  Seiten  m^,  m/,  Pif,p^  ist  also  ein  Folviereck  des  Polarsystemes 
F',  und  fol^ich  sind  seine  Diagonalen  g  und  g„  nicht  nur  bezüglich 
sr*,  sondern  auch  in  ihm  konjugiert.  Die  durch  das  Polarsystem  F* 
im  Mitteipuiikt«'  P  der  Trägheitsellipse  ;r*  hervorgerufene  Sti-ahlen- 
involution  hat  hiemach  mit  dem  involntorischen  Strahlenbüschel  der  kon- 

1)  Schröter-Steiner:  Die  Theorie  Uer  Kegelschnitte.  I.  Autlage,  Leipzig, 
1867,  |.  64. 

2)  Christian  Wiener:  Lehrbuch  der  darateUendeo  Geometrie.  Leipzig,  1884, 
1.  Bd.,  Tl.  Abaehnitt,  XIH. 
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jogifliteii  DurehmeBser  Ton  swei  ihiw  Strahlenpaard  d,  dg  und 
ganeiii.  D.  h.  die  konjugierten  Duiehmener  der  Trägbeitaellipse 
cinta  beliebigen  Ponkies  P  und  die  sieb  in  F  ecbneidenden  konjugierten 
Strahlen  des  Polanjetemes  bilden  dieselbe  StrahlenuiTolntion.  Zwei 
binaiebtUeb  ibier  Trigbeitsmomente  konjugierte  Strahlen  sind  ancb  in 
konjugiert,  insbesondere  sind  die  HnuptträgbeitBaehsen  eines  Punktes 
P  die  Aebsen  des  dnrcb  F*  in  P  henroigerofenen  inrolntonscben  Strablen* 
Miseliek.  Fttr  sie  gelten  also  alle  die  bekannten  Satze  aber  die  kon- 
jugieitm  normalen  Strahlen  eines  Polarsystemes.  Fallen  zwei  konjugierte 
Strahlen  ein^  Polarsystemes  zusammen,  so  bilden  sie  eine  Tangente 
leiner  Ordnungskurve.  Hiusichtlich  der  Tangeuten  der  imaginären 
Ordnungskurve  von  V-  ist  demnach  das  Trägheitsmoment  von  5 
glektli  Niill. 

4.  Zwei  III  einem  Brennpunkte  (K  der  Zentralelii])Sf  sich  recht- 
winklig bckueidende  Strahlen  sind  bezüglich  konjugiert,  soiiaeh 
bilden  im  Polarsvi^teme  die  den  Strahlen  des  Büschels  kon- 
juffierten  nornmieu  Strahlen  einen  Strahh'nlH'ischel.  Sein  Träger  ist 
der  zweite  Brennpunkt  G'\  von  *?^  »*r  ist  nämlich  in  F*  der  Pol  der 
(/,  bezüglich  entsprechenden  Leitlmie  Die  beiden  Strahlen- 
büschel G.,  und  G[  sind  projektiv  und  erzeugen  einen  Kreis,  wenn 
jedem  Strahle  des  einen  Büschels  der  ihm  konjugierte  des  anderen  zu 
gewiesen  wird.  Durch  seine  Schnittpunkte  if,  und  mit  der  Nebeu- 
achse  der  Zentralellipse  geht  aufser  den  in  F*  konjugierten  normalen 
Strahlen  G^K^,  GiK^  oder  G^L^,  O'iL^  noch  je  ein  der  Nebenaxe  in 
P  konjugierter  normaler  Strahl.  Somit  sind  A',  und  />,  die  Brenn- 
punkte von  F-,  sie  stehen  vom  Schwerpunkte  S  ebensoweit  ab,  wie  die 
Brennpunkte  Cr,  und  G  'i  der  Zentralellipse.  Koni'okalen  ZentraleUipsen 
ntepricht  hiernach  dasselbe  System  von  Hauptträgheitsaebsen. 

Die  Achsen  der  einem  Punkte  P  in  zukommenden  Strablen- 
infohtion  ballten  die  Winkel  der  Strahlen,  die  die  Brennpunkte  und 
Iii  m  P  ans  projisieren.  Es  folgt  also  bierans  obne  weiteres  die 
iMknate  Konstruktion  der  Haupttrigbeitsaehsen  eines  Punktes  P  mit 
Hüfc  der  Brennpunkte  der  Zentralellipse  sie  werden  eben  bei  ibr  in 
die  Brennpunkte  Ton  F*  ftbergefttbri 

5.  Die  Brennpunkte  und  des  Pobirsystemes  F*  tragen 
oitlKigoiiale  Strableninvolutionen  und  fallen  sonacb  mit  den  Tragheits- 
brampankten^)  des  Flaebenstflokes  ijf  ausammen.  Ihre  Trif^eitseUipsen 

1;  Die  Trilgheitsbrennpunkte  wurden  gleichzeitig  von  Poisson  un^l  lUiit  t 
entdeckt;  man  vergleiche:  Pi»iÄson:  Traite  de  mecanique.  I'irris  1811,  Band  II, 
S.  102—105  und  S.  496— 5UÜ  (Addition  aux  propriutes  de»  mouiens  d'inertie  «t  de» 
•M»  prwcipaux).    ßinet  a.  a.  0.,  S.  63. 
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Bind  gleich  groDaa  Kreise,  deren  Halbmesser  die  Länge  der  halben 
Hauptsehnd  a  von  0^  haben.  Wird  den  senkrechten  Abstaudeu  7^  und 
fft  der  Brennpunkte  und  L,  von  einer  Geraden  </  gleiches  oder  rer- 
schiedeneB  Voraeiehen  zuertoilt,  je  nachdem  sie  auf  der  nämlichen 
Seite  von  y  liegen  oder  nicht,  so  laist  sich  die  absolute  Länge  des 
einer  Geraden  g  konjugierten  zu  ihr  eenkreehten  TngheitBheUnneaaers 
bekanntiich^)  dureh  die  Formel: 

ausdrücken.  Das  Produkt  g,  g^  bleibt  konstant  für  alle  Tangenten  eines 
durch  die  Brennpunkte  und  und  die  Tangente  7  bestimmten 
Kegelst' imittes  y/,  also  bilden  iilU'  Kurven,  deren  Taugeuten  gleich  lange 
ihnen  konjugierte  senkrechte  Trägiieitshalbmesser  entsprechen,  eine  Schar 
konfokaler  Kegelschnitte  mit  den  Brennpunkten  und  L^.  Zu  ihnen 
gebort  nach  3.  auch  die  imagmüre  Ordnungsknrve  von  f*. 

Aus  der  konstanten  Exzentrizität  c'  dieser  koutokaleu  Kegelschnitte 
und  dem  Quadrate  der  halben  Uauptsehue  Ug  von  y,^  berechnet  sich 

and  folglich,  wenn  (  die  halbe  Nebeneehne  der  ZentralelUpae  bedeutet: 

(«*  +  Mj)  -  (ft^  +  V). 

Hierin  ist  nicht  nur  6,  sondern  auch  a,j  bekannt.  Ks  i&t  als  halbe 
Httuptsehne  von  y^,'  gleich  dem  Halbmesser  semes  Fuispunktkreise«, 
also  gleich  dem  Abstände  des  Schwerpunktes  von  den  FuTspunkten 
Gj^  oder  (r,  von      oder  ^,  auf  7 

Eine  unmitt<?lbare  Folge  iiiervon  ist  eine  ausmhnu'm/  einfache 
Konstruktion  der  ai)8oiut^n  Länge  q,,  des  einer  iiet;ul(^ii  7  koDju^ierten 
zu  ihr  senkrechten  Trägheitshalbmessers.  Man  füllt  von  einem  Brenn- 
punkte (Fit^',  2),  etwa  K^,  des  Polarsystemes  em  Lot  K^Ct^.  auf  7,  und 
beschreibt  um  den  Schwerpunkt  S  mit  SG^  einen  Kreis.  Er  schneidet 
die  Hauptachse  der  Zentralellipse  in  Punkten,  die  von  den  Neben- 
scheitelpunkten der  ZentralelUpse  um  q.,  abstehen.  In  Fig.  2.  sind  nach 
dieser  Angabe  die  den  Hauptträgheitsachsen  g  und  h  eines  Punktes  P  kon- 
jugierten senkrechten  Tmgheitshalbmesser  dfc     wnd     Qk  ermittelt. 

0.  Der  erste  Beweis^),  den  Herr  Reye  von  seinem  in  1.  an- 
geführten Satae  gab,  lieferte  ihm  das  Polarsystem  H.  Er  verein&cht 
sieh  nunmehr  und  wird  ficei  von  seiner  analytischen  Einkleidung^  de  in 
2.  und  3.  der  Zusammenhang  swisehen  den  TiagheitBeUipsen  belieb^ar 
Punkte  und  dem  Polarsysteme      unabh&igig  Yon  ihm  synthetisch  be- 

1;  Näherem  iiierübcr  z.  Ii.  bei  E.  J.  Routh:  Au  elementary  treatise  ol'  iUe 
dynamiM  ol  a  system  of  rigid  bodies.   Cambridge  X860,  Sect.      Arti.  19— tO. 
%)  a.  a.  0.,  ft  S  imd  I  4. 
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gründet  wurde.  Soll  ein  System  2^  von  drei  in  den  Punkten  P,,  P, 
and      konzentrierten  FlächenstilckeiL  und  gf»  das  Flächenatäck 

%  lunsichtLieh  seiner  Tifigheitamomente  enetsen,  so  mnfs  nach  2«: 

W  +  5.  +    =  S 

sein,  Ull  i  —  und  J  diisselbe  Polarsystem  b^timmen.  Nun  sind 
die  Zentniugalmomente  iles  Systemes  2J  bezüglich  je  zweier  Geraden 
u  and  17  gleich  Null,  die  von  einem  der  drei  Punkte  Pp  P^  und  P^  nach 
den  beiden  anderen  führen,  folglich  erweiat  sich  nach  3,  u  und  v  als 


ein  Paar  konjugierter  Strahlen  ?on  F'  und  sonach  P|PjPg  als  eines 
Miner  Poldreiecke.  Die  in  seinen  Eckpunkten  sn  konaentrierenden 
FiSchaiatficke  berechnen  sich  s^  emfush  auf  folgendem  später  von 
Herrn  Reye*)  augegebenen  Wege.  Das  Poldreieek  PjPgP,  Yon  F*,  in 
deaen  Edcpnnkten  die  noch  sn  suchenden  Blichenstflcke  3,  und 
konzentriert  sind,  hat  denselben  Schwerpunkt  8,  wie  Es  mulli 
Boaiit  die  Verbindungslinie  von  S  mit  einem  Eckpunkte  des  Foldrei' 
eeb  daich  d^  Schwerpunkt  der  in  den  beiden  anderen  Eckpunkten 


1)  Rey  e:  TrügheitH-  und  höhere  Momente  eine«  MasBensystemes  iu  Ue/ug  auf 
EbeMn.  Jwra.  t  d.  teine  und  angew.  Math.  78  (1870),  S.  Sil. 

Anblv  iw  MsthmaMfk  und  l^ilk.  III.  Balh«.  L  7 
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konzeutrierten  Flächenstücke  gehen.  Demnach  besteh^  wenn  z.  B.  «S,, 
der  Schwerpunkt  der  in  Pj  und  P,  konzentrierten  Flächenstucke  5f 
und  ^3  ist;  zwischen  den  drei  Flächenstücken  Ss  3s  ^ 
Ziehung: 

Nun  sind  Pj  und  iS,,  ein  Paar  konjugierte  Punkte  von  F-,  ihre 
Abstünde  von      geriüj^en  also,  wenn  —  a*  die  dem  Strahle  Pi/ä^s 
zugehörige  Potenz  ist,  der  Gleichung: 

Aus  {«\  (ß)  und  (}r)  folgt: 

3i  ^  „'s  4-     ■  3- 

Sowie  t^,,  d.  Ii.  nach  (a)  auch     +     bekannt  iat,  ergeben  sieh 
und  3f  aus  der  Bedingung; 

Das  System  S  dieser  in  den  •Ponkteo  P^ ,  P,  u2id  konxentriert 
gedachten  FlSolienstücike  JJ^,  und  genügt  nunmehr  aueh  Toll- 
standig,  um  2r  hinsichtiUt^  seiner  Tregheitsmomente  zu  ersetsen.  Nach 
(d)  und  {ß)  ist  S  dm  Schwerpunkt  des  Systemes  27  und  folglich  auch  der 
Mittelpunkt  des  von  ihm  bestimmten  Polarsjstemes  F*.  Das  Zentrifogal- 
momoit  von  27  für  je  zwei  Verbindungslinien  der  Punkte  Pj,  P^  und 
Pf  ist  gleich  Null^  das  Dreieck  P,  P.  also  ein  Poldreieek  dieses 
Polarsjstemes.  Die  beiden  durch  %  und  £  bestimmten  Polsraysteme 
r*  haben  hionach  den  Mittelpunkt  und  ein  Poldreieck  mit  einander 
gemein,  und  sind  somit  idoitisch.  Außerdem  best^t  die  Beziehung 
(a  ),  demnach  kdnnen  nach  %  und  die  in  den  Ecken  des  Poldreieek» 
PiP^Pi  Ton  r*  konzentriert  gedachten  Flichenstttcke  ^i,  ^^  und 
sich  hinstchtlich  ihrer  Trägheitsmomcmte  vertreten. 

Üttleuöee-B^rliii,  den  15.  Januar  1901. 
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Frinolpes  de  Gtemitrografle  on  art  dee  ooMtraettoi» 

Par  M.  E.  Lehoinb  4  Paria.  ^) 

U  art  tout  a  &it  aztmordinaire  qii*ime  clioae  auasi  aimpla  qua 
la  G^mefcrografie  qa*on  pent  aprendre  ayec  lea  pramian  trao&i  des 
cUinaiitay  ne  aoit  encore  Tenne  a  l*id^  de  peiaone.  Dana  la  aoiance  de 
U  meanie  on  a  donc  precia&nent  neglige  d'essayer  une  ^Talnation 
daa  op^raitona  eonraniea  qne  Ton  y  ez^nto,  et  cependant^  an  ^kendant 
le  aens  precia  dn  mot  meaure  tel  qne  le  d^finiaaeni  laa  mat^maticiena, 
on  y  ariTe  trta  fiacflement  eome  nona  alona  le  montrer  dana  lea  pages 
iniTaatea. 

Lea  solations  de  la  Geometrie  canonique  n'admHent  que  daa 

droites  et  des  cercles,  lea  constructions  de  la  (Jeometrografie 
cauonique  nadriietrout  donc  que  la  regle  et  le  conipas.  L.i  iTeometro- 
grahe  est  speeulative  par  esseuce,  mais  ele  serre  dasBcz  pres  la 
pratique  pour  y  etre  d'uue  grande  utilite. 

Lea  ipoteses  qui  reudent  la  Geometrogralie  specuiati?e  aout: 
1"  Qu'on  sup  )He  indefinie  la  feuille  do  l'epure. 
2*  Que  le  compaH  et  la  regle  peuvent  senrir  a  tracer  des  cerclea 

et  dm  droites  de  toutes  diinensions. 
3*  Ele   supose    qu'un   point.   est   detennine   parfaitement  quelque 
petit  que  aoit  Taugie  soua  lequel  se  coupent  las  lignes  qiu  le 
placent. 

Ele  snpose  Texistence  materiele  du  point  et  de  la  ligne. 
J'apMe  conatruction  geometrografique  d'un  problerae  cele  ou 
celes  dont  le  coeficient  de  aimpUcit^  defini  pioa  loin,  eat  le  plua  petit; 
>le  eeese  de  l  etre  ai  Ton  en  d^couvre  une  encore  plus  simple,  et  cele- 
ci  derient  alors  la  construction  geometrografique.  Pas  plus  qu'on  ne 
peat  dira  en  g^m^trie:  täle  d^onatration  eat  la  plua  aimple  poaaible, 

1)  Dans  ce  Mtimuire  iious  avoas  conservtS  Tortbograpbe  de  Tauteur,  c'eat  d, 
dir«  Celle  de  la  Soci^t^  philologique  franfaise. 

7* 
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(in  ne  peut  dir^  en  geometrografie,  t^e  couatruction  est  la  plus  simple 
possible. 

Atin  de  rendre  lea  coiLstructions  compurabies  nous  suposerons  — 
sauf  Convention  particuli?»re  contraire  —  qu'on  ne  se  sert  qiie  dun 
aeul  compa^;  qu'il  n'y  a  sur  repurp,  u  l'originc,  (|ue  les  ilonees;  que 
Ton  n'execute  pas  Tepure  definitive  snir  1<'S  donees,  excepte  si  la  cbose 
est  specifiee  par  la  question.  Aiosi,  si  Ton  demande  de  diviser  une 
droite  donoc  AB  en  moypne  et  extreme  raison  (8ecti(i  aurca),  il  est  clair 
<[\yp  Ips  roii^trnctiouB  devront  se  faire  sur  AB:  si  l'on  demande  de  con- 
struire  uu  triangle  conaissant,  la  base  BC,  la  mediane  ÄL  et  Tfinirle 
au  somet  BA(  \  il  v  anr«  mr  iepure  seulement:  une  longueur  representant 
B(\  nne  auti>'  n  preseatant  AL  et  nn  nngle  repre'sentant  BAC,  mais 
on  nv  eoristi  lua  le  triangle  sur  aucuue  de  ees  douees;  on  poura  au 
contraire  executer  sur  les  donees  les  constructious  anxiliairps  flont  on 
aurait  besoin,  ainsi  si  pai'tni  les  donees  il  y  a  une  iougueur  AB  et 
qu'ou  ait,  pendaut  la  coustructiou  que  Ton  execate,  a  decrire  im  cercle 

de  rayon  — on  ponis  diviMr  la  don^  AB  en  dens  paiües  ^^leg. 

La  Qeometrografie  a  un  quadruple  objet: 

1.  Au  moyen  des  Conventions  admises,  ele  done,  ponr  une  construc- 
tion  que  l'on  execute,  uu  simbole  qui  est  une  sorte  de  mesure 
de  sa  simplicite  et  des  chances  de  son  exactitude. 

2.  Ele  conduit  aus  procedes  qui  permetent  d'efectuer  le  plus  simple- 
ment  possible,  une  construction  deduite  d'une  Solution 
geometrique. 

3.  Ele  etudie  et  discute  une  construction  dont  le  principe  est 
indi(jue,  pour  y  substituer  quelquefois,  une  construction  qui  peut 
diferer  totalement  de  la  preniifere  indicatiou. 

4.  Ele  permet  de  comparer  eutre  eles  toutes  les  constructions  que 
l'on  conait  dun  meme  probl^me  et  de  choisir  la  coustruetiou 
geomdtrografique. 

Notatious  et  coaveutiouB. 

A{fi)  ou  A  (MN)  designera,  pour  abreger  le  langage,  une  circonference 
du  centre^  et  du  rayon  q  ou  MN-^  nous  convenoos  que  toute  ligne  une 
fois  tracee,  est  et  reste  tracee  en  entier;  que,  sauf  avis  contraire,  1" 
quand  un  cercle  est  don^  son  centre  est  place,  2^  qnand  il  est  traoe 
son  oentre  reste  plai  e 

Faire  passer  le  bord  de  la  regle  par  un  point  place  sera  l'operatiou 
7?i  ou  op.:  (J^i);  donc,  spdculativement,  faire  passer  le  bord  de 
rägle  par  2  points  place«  sera:  op.:  (2i(|);  tracer  une  ligne  en  suiTant 
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W  bord  de  1»  r^e  sera:  op.:  (i^);  metre  an«  pointe  quelconque  du 
comfiM  OD  un  point  place  sers  op.:  (6\);  doBe,  sp^cnlatiTement, 
prandre  entre  les  branches  du  compas  la  longueur  compiise  entre  deu8 
pomts  sera:  op.:  (2Cj);  mHre  nne  pointe  du  compas  on  im  point 
indetermin^  d'une  Iigne  trac^  sera  op.:  (C/|).*) 
Traeer  le  cercle  sera:  op.:  (C,). 

li'npositioa  de  la  baae  de  la  Oeometix^prafie  est  dejä  termin^, 
et  rien  qn'avee  cela  on  peut  aieindre  le  premier  des  objets  de  la. 
G^m^trografie,  qni  est  d'^ralner  nne  eonatraetion  ^ecto^.  U  reate 
a  Studier  les  consequencei  qu'on  eu  peut  Urer^  cons^nenoes  dont  la 
faii^  et  qaelquefois  le  caract^  de  delicat«  reeherche  sont  difieiles  a 
pr^Toir  an  partant  d'nne  origine  ansai  simple. 

Tonte  conatrnetion  canoniqne  peut  donc  s*exprimer  finalement 
per  le  sunbole  op.:  +  l^R^  +  tH^C^  +  iM|(^  +  iN|^);  1^,  m^f  m^f 
Mi  etant  dea  nombrea  eutien;  {|+^+M|+ms+%>  Bora  dÜit  le  co^f  icient 
de  simplicit^  ou  la  simplicit^;  m^-\-  qni  eoireepond  aus 
op&atioDS  de  pr^aiation  sera  dit  le  co4ficient  d*exaetitude  ou 
Texaetitude;  ^  et  114  seion^  respeetiTement,  le  nombre  de  droites  et 
le  nombre  de  oerdes  trao^. 

Oonstrnotioiia  fondamentalea  dea  traotfa. 

Tracer  nne  droite  P  arbitraire  op.:  (i^),  2**  passaut  par  un 
point  place  «»p  :  (ü,  4-  7^^),  3*"  par  deus  points  places  op.:  (2Ä,-f-ß|). 
Prendre  un»^  longueur  donee  op.t  (2C,). 

Tr;irt'r  un  cercle  1"  arlutraire  op.:  (Cj),  2"  arbitraiif  uuus 
dont  If  centre  ent  place  :  [^\-\-(^^)f  «i"  dout  le  centre  est 
place  et  fjiii  passe  jiüi  uii  poiut  place  op.:  (2r', -f  O5),  4**  de 
centre  arbitraire  niai»  dont  le  ravon  e8t  une  lou^ueur  donee 
op.:  i26',  +  Cj),  dont  le  rayon  est  une  longueur  donee  et 
le  centre  un  point  place  tip.;  \3C*j-fCnK 

Porter  sur  une  ligne  tracee  a  partir  d  uu  point  indeter- 
raine  de  cete  ligne  ou  ä  partir  d'un  point  place  sur  cöte 
li<;ne.  ia  longueur  comprise  entre  les  branches  du  compas 
up.:  [^V^-t  C^)  ou  op.:  CJ. 

1)  CMe  op&atioD  est  SMei  rare  par  taport  aus  antres,  on  pourait  prati- 
quemeat  rastimiler  ä  (7,  pai«|ttll  fcot  viser,  en  ooinc.  im  point  de  la  ligne 

jwur  j  pAf^r  In  point»'  d\\  compa»:  mnis  mmv  il  est.  spüciilativernrnt ,  dif^rent 
He  mMr*-  la  }ioiut»'  flu  (ompae  en  un  point  plac«'-  ou  i-n  un  point  indetcrmine 
dune  iigne,  como  d  aiileurs  cete  diatinction  na  aucun  inconv^nient  pratique, 
nOBs  1»  oonserverone  ä  eause  du  catactire  sp^cvlatlf  des  simboles  jgiSom^tro» 
gnfiqnee. 
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Froblömos  ciaasiquoa  elemeataires. 

1  Tracer  un  äugle  droit  oa  tracer  deu«  droites  perpendi- 
ealaires  l'une  ä  Tautre. 

(Premiere  construction  geometrografique.)  —  Je  trace  im 
cerde  (C,);  une  droite  tjui  coupe  le  cercle  en  A  et  en  1?  (il,).  Je 
joinB  A  au  centre  0  du  cercle  (2Ä,-f-Bj).  OA  recoupe  le  cercle 
en  C.  Je  trace  CB  {2Ii^  4-  Bt),  l'-viiglo  CJiA  est  droit;  op.: 
(4/^  +  3i^+  C));  simplicite:  8;  exactitude:  4;  d  droites,  1  cercle. 

(Deusieme  construction  geometrografique.)  —  Je  trace 
deue  cercles  quelconques  0(q),  0' (q)  se  ooapant  en  A  et  B  (2C,); 
je  trace  AB  et  00'  (4i2,  +  2iV,)j  op.:  (4^;  +  2i2,+ 2C,);  S.:  8; 
£.:  4;  2  droites,  2  cercles. 

(Troisieme  construction  geometrografique.)  —  Je  trace 
une  droite  (2?^);  de  deus  points  qnelconques  de  cete  droite  come 
eentreSi  je  trace  des  cercles  (2  Cf  +  '2  (  3)  qui  se  conpent  en  v4  et 
en  B;  je  trace  ^17?  (27?,  +  iJ,);  op.:  (2i2,  +  2^^+201+2(4);  S.:  8j 
E.:  4;  2  droites,  2  oerdes. 

U.  Construire  an  angle  de  60"  ou  de  120«;  de  30»  ou  de  150« 

(Construction  geometrografique.)  —  Je  trace  un  cercle  0(q) 
(Cj)j  tin  diametre  quelconque  AA'  B^)',  je  trace  A  (q)  (C,  +  C,) 

qoi  coupe  0(q)  en  /i;  je  traoe  OB  i2B,  +  Ä,);  BOA  =  60". 

Si  c'est  l'angle  de  30*>  que  je  desire,  je  trace  BA'  au  lieu  de  B0\ 
op.:  (3i?,  +  212,+  C?,+  2C,);  S,:  8;  K:  4;  2  droites,  2  cercles. 

m.  Tracer  un  cercle  patsant  par  dens  points  dones  A  et  B. 

(Constrnction  geometrografique.)  —  Je  trace  A(q),  B{q) 
(2Ci  +  2Cj),  qui  se  conpent  en  0,  Je  trace  0{fi)  (C,  +  Ci)j  op.: 
(3C,  +  3C5).   S.:  6;  E.:  3j  3  cercles. 

IV.  TrouTer  la  longnenr  du  rayon  d^un  cercle  dont  le 
centre  ne  serait  pas  placd 

(Conetrnction  geometrografique.)  —  P  etant  un  pomt 
arbitraire  pria  bot  le  cercle,  je  trace  un  cercle  quelconque  P{fi)  (C,  +  Q) 
qoi  conpe  le  cercle  done  en  ^  et  en  B'y  je  trace  B  (^)  (C,  +  C,) 
qui  coupe  P(p)  en  2  pointe;  je  joins  Tun  quelconque  d'ens  qne  j'ap^le 
Ca  A  (272,  +  f^,),  AO  conpe  le  cercle  done  en  D. 

DC  est  la  longueur  du  rayon;  op.:  (2ii|  +  +  C'i  +  C,  +  2Cj); 
S.:  7;  E.:  4;  1  droite,  2  cercles. 

V.  Placer  le  centre  d'nn  cercle  lorsqne  le  centre  n'est  pas 
place. 

(Premiere  construction  geometrografique.)  —  Ayant  opere 
come  dans  le  probleme  precedent,  je  traoe  D  (DO)  (2  C,  +  et 
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(C,  +  ( g  I  «lui  se  coupeni  au  centtp  eherche;  op.:  (2Ji£,+  i2| 
+  4Ci+ C,+  4C»);  S.:  12;  E.:  7;  1  droite,  4  o^rcles. 

(Deusieme  construction   geometrografique.)  —  A,  Ii,  C 
eUnt  trois  points  arbitraires  pris  sur  le  c^rcle,  je  d6cnB  A{q), 
C  (q)  (3  r,  +  3  C^)f  puis  je  trace  2  mteneotions  de  ces  cercles  2  a  2 
(4^, +  27?,i,  eipf?  se  rencontrent  au  centre;  op.:  (4  i2|  +  2  £^  H- 3 
+  3r,):  S.:  12;  E.:  7;  2  droite«,  3  cercles. 

VL  Tracer  le  cercle  done  par  trois  de  sei  points  A,  Ji,  C. 

(Construction  geometrografique.)  —  Je  trace  A  ((>),  B  (fj), 
C{ff)  (SCi  +  3r,);  je  trace  deas  intersections  de  ces  cercles  deus  a  deus 
|4Ä|  +  2ilg),  eles  se  coupent  au  centre  0;  je  tiace  0  (OÄ)  (2Ci-i-  Q); 
op.:  (4iJi+2B|+5C,  +  4C5);  S.:  15;  E.:  9;  2  droites,  3  cerdes. 

VIL  Par  un  point  doue  B  sur  une  droite  BC,  tracer  one 
droite  qai  fasse  avec  i^C  un  angle  don^  LOM. 

(Tonstruction   geometrografique.)    —    Je   trace  B{q),  qui 
place       pais  0  (p)  (2  C,  +  2Cj)  qui  place  L  et  3f;  je  preiids  LM 
dans  le  compas  (2Ci);  je  trace  C(LM)  (^',  +  '"3)  qui  coupe  ( 
PD  .1:  je  trace  ^2?  (2Ü,  +  Ä,);  op.:  (2ii,  +  i<,+ 00,+ 3(i);  S.:  11; 
£:  7;  1  droite,  3  cercles. 

VIII.  Etant  don^s  3  points  A,  B,  C,  placer  le  eim^trique 
A'  de  A  par  raport  ä  la  droite  qai  joindrait  BC. 

(Construction  geonietrograplliqiie.)  —  Je  trace  B  (BA) 
[•2 +  r,).  C(CA)  (2  Gl  +  C»)  qui  «e  ooapent  eu  -4';  op.:  (4 6',  +  2  Q); 
S.:  0:  E.:  4;  2  oercles. 

IX.  Par  un  point  r  pris  hors  d'une  droite  AB  abaisser  une 
perpendiculaire  sur  cete  droitp. 

(Construction  geometrografique.)  —  Op.:  (2 JK| -f  ^C^i 
+  36^);  S.:  0;  £.:  ö;  1  droite,  3  cercles. 

X.  Par  un  point  C  pris  sur  nne  droite  AB  elever  nne 
perpendiculaire  a  cete  droite. 

(Construction  classique.)  —  Tracer  T  (p)  qui  place  A  et  B\ 
tracer  A{q'),  B{q),  puis  l'intersection  de  ces  deus  cerdes;  op.: 
(2JJ;+ü;+3C,-1-3Cs);  S.:  9;  E.:  5;  1  droite,  3  cercles. 

(Construction  geometrografique.)  Je  place  une  pointe 
du  compas  au  hasard  sur  l'epure  en  O,  je  mets  Tautre  pointe  en  C 
(C, ),  et  je  trace  0{pC)  (C,)  qui  coupe  CA  en  .4;  je  trace  AO 
(2i2,  -f  Äg)  qui  coupe  0  (OC)  en  D,  je  trace  2)  C  (2  B, -|- U,);  op.: 
(4iJ,+  2i^+Ci4- C',);  S.:8;  E.:  5;  2  droites,  1  cercle. 

On  reoomande  dans  lee  elements  de  geometrie  c^te  construction 
senlement  ponr  le  cas  oft  C  est  a  l'extrMt^  de  AB^  on  voit  qu'de  est 
plus  simple  que  ]a  construction  classique  mime  ponr  le  cas  g^neral 
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XI.  Prendre  le  milieu  0  d'une  droite  Ali. 
(Construction  geometrografique.)  — Op.:(2iij4-jB,-|-2Cj+2Q); 

S.;  7;  E.:  4;  1  droite,  2  cercles. 

XII.  Par  iin  poiut  A  mener  la  paralele  ä  la  droite  BC. 
Suivant  les  pajs,  ou  indique  en  general  une  des  deus  constructions 

suivuut^s  Uaiis  les  lirres  dassiques^  la  premiere  est  toujours  douee  en 
France. 

(Premirr»'  coustruction.)  — Ou  trace  .1  {q\  qui  coupe  BC  on  ß, 
li[Q)  qui  coupe  ßC  en  T;  on  prend  l'arc  CA  ("2  C\)  et  on  le  reporte, 
(laus  le  8eu8  coiiveuable,  sur  A  {q)  a  partir  Je  2?,  il  place  D  siir 
A  [q)\  üu  traee  AD-,  op.;  (^2 ii^  +  ii,  +  5  Cj  +  3  C,j;  S.  11;  E.:  7-, 

1  droit«,  3  cercles. 

(Seconde  coustructiou.)  —  Je  trace  par  A  ime  droit*'  quelcon- 
que  qm  place  C;  je  fais  avee  A(^  uu  augle  alterue  iiiterue  egal  u  ACH 
(Construction  YII);  op.:  ^3  ii,  +  2  ii,  +  5  Q  +  3  C,);  S.:  13;  K.:  ^) 

2  droites,  3  cercles. 

Lee  deus  constructions  geometrogruiiques  suivantes  ne  sout  ja- 
mais  signal^s  dans  les  livres  classiques  pour  ^fectuer  le  trace. 

(Premiere  construction  ireometrografique.)  —  Je  trace 
A  {q)  qui  place  B,  puis  B  (q)  qui  |dace  C  (2  +  2  Cy  i;  je  trace  C  (q) 
qui  conpe  A  (q)  m  J)  (C, -f  je  trace  AD  ("J  R^-j-  li^)  op.:  (2  li^ 
+  li^-t  -^Ci-^-  atV);  S.:  U;  E.:  5;  1  droite,  3  cercles. 

(Seconde  construction  geometrogral ique.l  —  Je  trace  un 
cercle  0  (OA)  {C^  -f  Cj)  qui  place  B  et  f\  je  preuds  A  B  dans  le 
cnmpas  \2C'i),  je  trace  C{AB)  +  (\)  qui  jdace  7)  sur  ()(0A)  du 
meme  cote  de  B(J  que  A;  je  trace  AD  (2  iij  +  i^);  up.:  {2  Ji^ 
+  4Ci+  2t\};  S.:  9;  E.r  6:  1  droits,  2  cercles. 

(Construction  geomet  rograt  ique  dans  le  cas  oü  les 
points  B  ei  C  sout  places,  niais  la  droite  BC  point  tracee.)  — 
Je  prends  BC  f2C,);  je  trace  A  ^BC)  (C\  +  (-j);  pendaut  que  la  point« 
est  en  A,  je  prends  AB  je  trace»  C  (AB)  (T,  +  C^)  qui  place  D 
sur  A\^BC)  du  cote  opose  de  AC  que  .1;  je  tiu  -  .17>  (2i?j-f  Ä,); 
op.:  (2  /?,  4-  7?.  -!-  5  C,  +  2Q;  S.:  10:  E.:  7;  1  dnnte,  2  cercles. 

XIIl.  Diviser  1«  un  angle  AOB,  2"  larc  AB  du  cercle  ÄOB 
en  deus  parties  egales. 

(Coustructiou  geometrngrafi ([ue.)  —  1"  pouj"  langie:  tqi.: 
(27i,+  72,+  3C, -f3r,>:  S.:  9;  E.:  ö-,  1  droite,  3  cercles:  2«  pour 
l'arc  AB:  op.:  (2i?i  +  iJ,  +  2C;  +  2Q;  S.;  7;  E.:  -k;  1  droite, 
2  cercles. 

S'il  s'agit  d  uu  angle]  dont  le  somet  est  hors  de  l  epure,  voir 
construction  XXITI. 
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XIV.  Decrire  sar  une  droite  don^e^^,  qh  segment  capable 
d'an  angle  don^  syu. 

I Coustruetion  clasBiqne.)  —  Faire  arec  A£  en  B  uu  angle 
ABV  egal  ä  fyv,  mener  la  peipendienlaire  an  milien  de  et  la 
pctpoidicnbure  «n  J?  ä  AD,  ^es  se  oonpent  en  0;  traoer  0  (OA). 
On  trooverait  op.:  (6Jij  +  3J?g  4-  1U\  +  SC,);  S.:  28;  E.:  17; 
3  droitesy  8  cerdes;  en  la  condoisant  arec  r^conomie  g^om^trografiqne 
on  patuait  la  rMoire  de  (C|+  Q),  mais  Yoici  2  oonatamotionfl  g^m^taro- 
giafiqnea. 

(Solution.)  8i  dans  le  triangle  isooUe  tuy  oü  ay^ae^  AB 
tya  ^tani  Tangle  a  la  base,  on  apMe  §a  k  cenftra  dn  oerde  cireon> 
•erit  et  2  le  milien  de  y»  et  qne  E  goit  le  milien  de  AB  et  0  le 
eentre  du  oerde  anqud  apartient  le  aegment  capable  eherdt^,  les 
trianglea  rectanglea  OEB,  aXtt  Bont  ^gma  come  ajant  lee  anglee 
OBE  —  aal  et  EB  —  al;  aeia  donc  le  rayon  dn  oerde  snr  leqnd  eet 
le  flogment  oapable. 

(Premiere  conatruction  g^omdtrografique.)  —  Je  traoe 
y  (AB)  (3C;+  qoi  plaee  a;  u  {AS)  (Ci+  C;)  qni  place  i;  $  (AS) 
((7|  +  Ci),  pnie  lee  intezaectionB  des  eerde»  t  (AB),  y{AS);  y  (AB), 
tt (AB)  (4R^'^2Bf)  qni  placent  a>.  Ponr  plaoer  0,  je  trace  A  (mti), 
B(ocr)  (4C,  +  20«)  et  eiiiin  je  trace  0(m«)  <4);  op.:  (412;  +  2 
+  10Ci  +  60*»);  S.:  22;  E.:  14;  2  droitee»  6  cerdes. 

(Deoai^me  conetmction  g^o-m^trografiqne.)  —  Je  trace 
lee  oerdea  A  (AB),  B  (AB)  (SCi+  20^),  puis  y  (AB)  (C^+C^)  qni 
place  e  mr  ys  ei  a  Bwe  yn,  je  traee  le  oerde  B  (su)  (3  +  0,)  qni 
tionpe  A  (AB)  en  D  dn  cot^  6b  AB  oia  je  vena  que  Boit  le  Begment 
eapablt;  je  trace  D  (su)  (C^  +  C,)  qni  reconpe  A  (AB)  en  D'. 

.  Je  trace  le  perpendienlaire  an  milien  de  AB  par  l'interBection  des 
<sBtclmA(AB\,  S(AB)  (2  +  1^)  et  BD'  (^B^  +  B^)  qni  oonpeo^te 
perpendicnkure  cm  /;  enfin  1(1  A)  (2  {7|+  C^)  qni  done  le  segment  cberdie; 
op.:  (4i{i+212^+  10Ct+6C,);  S.:  22;  14;  2  droites,  6  cerdes, 
eoBstmetion  difArente  de  la  pr^Mente,  mais  amenant  a  an  simbole 
ideotiqna» 

XV.  Mener  par  nn  p*oint  A  pris  sur  nn  cercle  de  eentre 
0  la  tangente  k  ce  eerole. 

(Constrnction  classique.)  —  Joindre  ilO  et  mener  en  la 
pcrpendioalaire  snr  ^0;  le  simbole,  en  employant  la  constmction 
g^om^trografiqne  (CSonstmction  X),  pour  mener  en  ^  la  perpendi^ 
eolaire  snr  OA  est:  op.:  (0  2^  +  3ji^+ C|+ 0,);  S.:  U;  E.:  7; 
3  dioites,  1  oerde. 

(CoDstruetion  gi^om^trografiqne.)  —  B  ^tant  nn  point  quel- 
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conque  du  cercle  done,  je  trace  Ii  (BA)  (2  C\  ^  (\)  qui  le  recoupe  en  A'; 
je  trace  A  l  A  A ')  (2  C\  +  Cj)  qui  conpe  B  {BA)  en  je  trace  la 
tangente  cherche'e  CA  (2  +  i^)  op.:  (2  iJj  +  2^  +  4  +  2  C^);  S.:  9; 
£.:  6;  1  droit^  2  cercles. 

Remarquoiis  que  ]p  tmrr'  de  C  resout  le  probl^e  de  la  ire'dinetrie 
du  compas  seul,  ({ui  demande  de  teacer  iine  infinite  de  pointe  C  de  la 
taDgenie  en  vi  ä  im  cercle  (tele  cependant  qne  AC<2R), 

XYL  D'ttn  point  A  extdrieur  a  une  circonf^renee  don^e, 
du  centre  0,  mener  une  tangente  ä  c^te  ei r Conference. 

(Constraction  claasique.)  — •  Tracer  OA,  diczire  la  circonfiSrenoe 
qui  a  OA  ponr  diametre  et  coupe  la  circonf&ence  donee  en  J?  et  J7'; 
tracer  AB,  AB'-^  op.:  (Sil; +  4U;  +  4C7i  + 3  0,);  3.:  19;  12; 
4  droitea^  3  cerdea. 

(1*^  Gonatrnction  geometrografiqne.)  —  Je  trace  nn  diametre 
quelconqne  MM'(B,^Bt);  je  trace  M(OA),  Jtf' (Oil)  (4 +  2 C,) 
qui  ae  oonpent  en  o;  je  trace  A  (o  0)  (3  Cj  +  qui  ooupe  la  oiroon- 
ference  donee  en  JB  et  B*\  je  trace  lea  tangente«  chereh^a  AB,  AB' 
(4i^  +  2J2^);  op.:  (ölK^  +  SÜ^  +  TOi  +  dC,);  R:  18;  E.:  12;  3droitea, 
3  cerdee. 

(Deuaiime  conatruction  g^om^trografique.)  —  Je  trace  par 
A  une  droite  quelconqne  coupant  le  cercle  en  C  et  C  (i2|  + 1^},  les 
3  pointa  ae  auivant  dana  cet  ordre  A,  C;  je  trace  C(CA)  (2  (7|  +  C^), 
C(CA)  (Ci  +  C^)  qui  coupe  AC  ea  D  de  Tautre  cot^  de  A  que  C;  je 
trace  D(C'Ä)  (C|  +  C,)  qui  coupe  (7'(C'^)  en  B.  £^  eat  la  longueur 
de  la  tangente  menee  de  v4  au  cercle,  car  lea  deua  trianglea  iaocdee 

ECA,  C'EA  sont  sembluliles  et  donent       =       d'oü  i.M'  =  AC-  A  6". 

Je  trace  donc  A  (AE)  (2  C^  -(-  C.^')  qui  rnnpe  le  cercle  done  en  B  et 
je  trace  A  B,  A  B'  (4  i^);  op.:  (ö ii»  +  3  J2,  +  6    +  4  C,);  B.i  18; 

£.:  11:     droites,  4  cercles. 

XVII  Tracer  les  4  tangentes  comuues  a  dena  cerclea  de 
eentres  0  et  0'  et  de  rayons  R  et  R'  (72 >Ä').  Nous  prendrons  le 
caa  oülea  cwclea  aont  ext^rienrn,  laissant  la  discussion  a  faire  au  lecteur. 

(Premiere  construction  classique.)  —  On  trace  O' (7?-f  R') 
et  ()(Tt  —  B^f  puis  on  meiie  les  tangentee  de  0  au  cercle  0'(M  +  R') 
et  de  0'  au  cercle  (Ä  —  JR')  etc. 

En  efectuant  la  conatruction  tele  qu  ele  est  indiqu^e  dans  tous  lea 
traitea  de  (jMom^trie  et  aana  recherche  aiafc^matique  de  simplificationB 
au  trace,  on  arive  a  tracer  les  4  tangentes  par  op.:  (28  ijj -i- 14 iJ^ 
-f  31  r\+  19  6;,);  S.:  92:  E.:  59;  14  droites,  Ii)  cercles.  Sans  aucun 
principe  de  O^metrografie,  ü  y  a  dea  aimplificationa  evidoitea  et 
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OD  n'sriTemit  pu,  le  plus  BooTÖit,  a  un  simbol«  ansei  eleTe,  inais 
esifeotee  derant  moi  par  dliabÜM  g^m^rae  non  privenuB,  Me  n'a 
janian  ete  £uto  ayee  moins  de  76  Operations  ^l^entaires,  soit  arec 
090  simpliciie  moindre  quo  78;  trait^  ^nomiqiiement  siuYaiit  les 
prindpes  g^m^trografiqties,  sans  rien  changer  ä  la  Solution  g6am4to\- 
qae,  on  anve  ä  op.:  (24  7?^+  12  2?^+  ll^*i+  ST,);  S.:  55;  E.:  35; 
12  droitesy  8  oerdes. 

(Deosi^me  constrnction  classiqne.)  —  Ele  8*apiue  sur  la 
tforie  des  CBtitres  de  similitude  et,  traitee  avec  Teconomie  geomotro- 
«rafique,  ele  a  pour  simbole  op.:  (18  i?,  +  9  iJ,  -f-  12  C\  +  8  C,);  S.:  47; 
£.:  3(>;  9  (Iroites,  8  cercles. 

Avant  dVxposer  une  coustruction  geonu'trografique  du  probleme, 
ie  crois  mteressant  de  doner  quelques  explications  generales  dont  il 
sera  le  pretexte.  J  ai  dit  plus  hunt  qiie,  malijre  la  simplicite  absolue 
dp  la  metudo.  la  recherche  du  siiiibole  ^r'(>iii>  ti  (^lji  atique  etait  pfirf<us 
assez  delicate:  les  lecteurs  qui  voudroiit  8  exercfr  sur  le»  exeinj)les 
qui  tennine;-ont  ce  travail,  pouront  jnger  si  raon  alinnatioii  M^t 
exacte.  niais  quelques  niots  d'historiquo  sur  retablissement  du  simbolp 
geometrografique  de  la  eonstniction  du  probleme  seculaire  que  nous 
traitons,  monireront  au  moins  qne  plusieurs  fort  adroits  geometres  j  ont 
ooopdr^  et  qn'il  n'est  ariy^  qne  peu  ä  pen  a  sa  forme  actucle. 

Mee  Premiers  memoires  ou  notes  sur  le  snjrt  datent  de  1888  et 
16  faroavent  dans  1^  Comptes  Reudus  de  TAcademie  des  Sciences  de 
Paris,  danB  le  Mathesis  et  dans  le  Compte  Bendn  du  Congres  d'Oran 
(1888)  de  TAssociation  Fran^ise  pour  rAvancement  des  Sciences.  Dans  ce 
deraier  travail  la  Q^m^ografie,  a  laqnMe  aucun  nom  sp^ial  n'est 
«More  doDOy  est  traitee  come  nne  aplieation  de  oonsid^tions  gdn^rales 
nr  la  simplieit^  dans  les  Sciences  matänatiqnes.  Je  crois  le  snjet 
fort  interessant  et  mdme  d*ime  grande  importance,  mais  ü  est  si  Taste 
qw  je  me  snis  bome  a  ponrsnivre  Tetude  du  modeste  ramean  qni 
forme  la  Geom^trografie.    B^s  l'origine  plnsieixrs  habiles  gdom^trss 

sont  intfress^;  entre  antres  M.  Bernes,  ancien  inspecteor  g^i^ral 
de  rUniTersit^  antenr  de  beans  m^noiros  snr  la  G^m^e  dn  triangle, 
ei  IL  G.  Tarry,  l'ing&iiens  sayant  dont  le  plus  r^oent  travail  que  je 
eoDsiise  est  la  d^monstration  de  rimpossibflit^  du  fiamens  probl^e 
^  36  Mfiders  qui,  depuis  Euler,  avait  rimb^  k  tons  les  tforts  des 
geomÜres.  A  ce  moment  une  corespondance  p  re  s  que  joumali^  arait 
lieo  entre  eus  et  moi  pour  essayer  d'etablir  les  simboles  definitifs,  en 
feit,  des  priucipales  constructions  classiques  de  la  geometrie  elementaire; 
c'est  a  leur  concour«  que  je  dois  <i'av()ir  pu  m^tre  la  Georaetrogi-afie 
»0U9  la  forme  didactique  oü  je  la  pieseute  maintenaut.    En  1H92  je 
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ptibliai  au  Cougres  de  Pau  de  rABsociatiou  Frau^aise  pour  rAvanoement 
des  Seienees  im  premier  expos^  d'enaemble  de  la  Geomefarografie 
canonique;  les  2  couatruotions  des  tangentea  comimea  ä  2  cireon- 
fireacm  trait^  d*apr^  lea  aolutiomi  claaBiquea  y  dtaient  amene^  ä 
peu  pr^  MB  flimboles  que  je  vtens  de  doner,  k  nn  lapaus  prte  reetifi^ 
rannte  suivaiite  an  Congrte  de  Beean^on  (189S).  D^seap&aat  de 
pouToir  r^iiire  enooxe  lea  aimbolea  des  conatraetionB  d^nitee  des 
2  solntioBB  dasBiquea,  M.  Tarry  cherdba  d^atitrea  solutiotis  et  il  m'en 
eomimiqna  une  qne  j'intercalai  dana  mon  m^oire  d^Jja  diS  dn  Gongrte 
de  Besan^on;  h\e  eat  radicalement  diferente  des  Solutions  elassiquesy 
trks  simple,  fort  ing6ueu8e,  mai8|  g^m^trografiquement,  le  co^cient 
de  simpUcii^  n'avait  pu  dtre  abaiss^  au  desaous  de  47  qni  est  celui  oü 
am^ne  la  Solution  par  les  centres  de  similitude.  Sp^culatiTement 
equivalente  a  cele-ci,  la  construction  de  M.  Tarry  est  pratiquement 
bieu  suj)erieiirH  et  pour  la  comodite  du  trace  et  parce  qii'ele  reste 
toujours  dans  la  limite  de  l'epure.  C^te  question  paitiouli^re  ne  fit 
plus  de  j)r()gros  jusqu'en  18J»H  oö  amene  a  remaiquer  quelques 
propnet(^s  de  la  figurp  formA>  par  2  fereles  et  lenrs  quatre  tangentes 
connmes  —  fisfuro  qui,  pour  le  dire  eii  jias^ant.  n  de  iiombreiises  pro- 
prietes  et  ne  me  semble  pas  avoir  ete  etudiee  sutisainent  —  je  cherebai 
nn  peu  au  basard  a  les  apliquer  ii  la  construetion  des  tangentes 
i'omunes.  J'arivai  a  une  Solution  tout  a  l'ait  diterente  des  Solutions 
ancienes;  ele  se  eonstniit  avec  le  coeficient  de  siniplicite:  44.  C'est 
ele  que  j'indique  come  constniction  geometrograiique  dans  la  note 
didactique  sur  la  Geonietrografie  qua  m'avait  demandee  M.  E.  Roucb^ 
pour  Tajouter  a  la  T'^*"^  edition  de  son  grand  Trait^  de  Geometrie 
(Roucbe  et  feu  de  Oomberousse)  parue  au  comencement  de  1900. 
Depnis  ofete  ^poque,  M.  Tarry  en  utilisant  plus  adroitement  qne  moi 
mes  remarques,  a  reduit  le  coeficient  de  simplicite  successiYeinent  a 
42,  40,  39  et  enfiu  ä  36.  C'est  sa  construction  que  je  done  come  con^ 
stmetion  g^m^trografique  dans  i'etude  sur  la  O^mdtrografie  que 
pnblient  MM.  Naud  et  Carr^  dans  un  volume  de  la  oolleetion 
'*Scientia**.  Eofin  tout  demi^rement  ayant  signal^  a  M.  le  Golonel 
Moreau  les  ptopri^t^  de  )a  figure  des  quatre  tangentes,  fl  m*a  enyoy^ 
une  antra  construction  de  coeficient  de  simplicite  86  come  otte  de 
M»  Tarryj  c'est  e^e  que  je  Tais  exposer. 

(Solution.)  —  Soient  (Fig.  1)  S,  S'  les  points  de  contact  sur  0 
et  sur  0*  d'une  tangente  interieur^  S  etant  en  dessous  de  00';  S^ 
les  points  de  contact  de  Tautre  tangente  interieure^  etant  le  point 
de  contact  sur  la  circonfiSrence  0.  Si  je  supose  decrit  le  eerde  0(JR+  B') 
et  que  de  0'  je  trace  la  tangente  O'ß  a  ce  cercle,  la  figure  O'S'Sß 
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sera  an  rectao^e,  Sß  passera  en  0  et  ß  sem  siir  le  cerde  d^crit  sur 
OO'  come  duom^tre.  Soit  a  le  milieu  de  00'\  soient  (J,  ,  ö'  leB 
poinis  de  contact  avec  0  et  0'  de  la  tangente  exterieure  sitoie  au- 
dessos  de  00';  6,  al  les  points  de  contact  analogues  de  l'autre  tangente 
extdrienre,  T,  V  les  inienections  de  ö^ü'  avec  S^Si  et  SS\  Ft,  Vi  les 
intenections  de  oöl  avec  5^'  et  StSi\  il  est  &cile  de  Toir  qu^  parmi 
les  propri^t^  de  Ja  fignre  foim^  par  les  qnatre  tangentes  comunee, 
St  St,  8%  Sl  soot  BOT  an  oezde  qoi  a  poiir  centre  le  miüen  m  de  00'  et 


I 


qae  F,  V\  Fi,  Fj  sont  sur  le  cercle  decht  Bur  00'  come  diam^tre 
dornt  le  centre  est  ^alement  at.  Cela  pose,  si  je  deteniiine  ß,  on  aura 
le  point  S  en  tra^ant  Oß,  les  points  ^'i,  S',  Si  en  travant  w  ((oS)  et 
les  *J  tangentes  intlrieares  en  travant  SiSi,  SS'\  en  travant  le  cercle 
decrit  sur  00'  come  diametre,  on  niira  mr  cm  tangentes  les  poiuti 
y,  VI,  Fl,  V  et  il  eofira  de  tracer  VV,  Fi  Fi  ponr  eompl^  la  con- 
•troction. 

(Conatroetion  g^om^trografiqne.)  —  Je  trace  00'  qui  conpe 
le  cerde  0  en  et  le  cercle  0'  en  A',  ^  et  Ä'  tftant  entre  0  et  0' 
(2R^-^lt,).   Je  prends  mr  00'  en  tra^t  0' (AA'),  O'B^AA' 


110 


(3Cj+Cs)  de  Sorte  que  Oß=OÄ'^AB'^£+R'.  Le  compas  etant  en  0', 
je  trace  0'{fi)  (tj)  q  ^taiit  quelconque,  puis  0{g)  (Cj-f  C^);  0'(p).  0{q) 
se  ooiip«llt  CHI  «,  a^;  le  compas  ^taat  en  0  je  trace  0{0B)  ((\ 
je  teace  ««j  (2Bi  4-  iilj)  qui  place  o;  je  trace  a  {mO)  (2Ci  +  (\)  qui 
eonpe  0(0 Ii)  en  /3;  je  trace  Oß{2R^-\-R^)  qui  place  -S;  je  trace 
o {(üS)  qui  place  Si,  S',  Si  (2  C,  +  (?,);  je  tra<>e  Si  (4     -f  2  Ä,), 

ces  (Iroites  placent  V,  Ki,  F',  V{  aur  6>(a>0);  je  tmce  eutiu  VV,  Vi  Vi 
(4 ^  +  2  JK^);  op.:  (14 i^^  +  7  ü|  +  9  +  6  4);  S.:  36;  2ä;  7  dioites, 
6  oereles. 

n  &at  reniArquer  que,  des  deiu  solations  classiqoes  de  ce  proU^e^ 
cele  qui  etut  regardee  come  k  plus  compliqu^  et  Teiatt  en  efet  dans 
le  tnoe  alora  indiqii^  c'etait  la  solation  obtenue  en  menant  de  0'  et  de  O 
des  tangentea  aus  oerdea  0(jB  +  i2'),  O'iE-BT)'^  l'^de  gSonnStto- 
grafiqne  montre  que  oe  trao^  peut  dtte  Tamene  k  dtre  le  plus  aixnple: 
car  dans  la  Solution  que  nous  venona  de  d^yeloper  c'eat  le  trac^  de  la 
tangente  O'fi  an  cerele  0  (i2  +  R')  qui  a  zeBoln  le  problime.  Aa 
lieu  de  ae  Bervir  du  poini  ß  situd  aur  le  oercle  0(B-^  B')  on  auiait 
pu  ae  aerrir  d'un  point  aitu^  snr  la  oende  0*  {B  —  B*)  et  avoir  one 
construction  analogue  et  de  simbole  identique.  ^) 

XVIII.  Conetrnire  la  4'*"^*  proportionale  X  a  trois  lignea 

X  p 

doüees  M,  X,  i'\  X  =         (Construction  classique).  —  Tracer 

2  droites  ox,  oy\  prendre  sur  ox:  oN^  N,  oM  =  My  sur  ojf:  oP'^  jP, 
joindre  P3I  et  tracer  par  N  ime  paralele  a  PM  qui  coupe  oy  en  X; 
oX  est  la  4"^'""  proportionele  cherchee;  on  arive  ä  nn  ooeficient  de 
simplicite  2?^.  Si  Ton  construit  avec  Tecononiie  geometrografique,  on 
ariverait  a  25  en  ne  tra9ant  pas  PM  et  prenant  la  conatmction 
donee  dans  XII  pour  le  cas  oü  il  faut  mener  paar  an  point  one 
paralele  ä  une  droite  dont  2  points  seuls  sont  placda. 

(Conatruction  rr^'ometrografique.)  —  Lemme.  So i ent  CD 
dens  Cordes  paraleles  d'un  cerele;  soit  P'  un  point  de  ce  cercle, 
aoit/le  point  ou  P'A  coupe  CD  on  a,  quel  que  soit  P':  P' B-A 1 
^AC  CB.  Cela  resulte  de  la  similitude  des  deus  triangles  CAI^ 
B'BC.   AI  eat  donc  la  4'«'-*  proportionltle  eutre  P'B,  CA  et  CB, 

D'un  rayon  queloonque  plua  grand  que  la  moiti^  de  la  ploa  giande 

1)  Quand  nn  examioe  un  dessin  traco  goometrografiquement,  tel  que  celui  de  la 
Fig.  'V..  il  piirait  en  pt^nt^ral  phis  romplique  qne  1«»  dps«in  c!as«iqur  q\ip  Vnn  conait, 
mais  ceat  uuf  pure  iUtision  qui  tieut  ä  ce  que,  daus  trace  geouit-trografique. 
toutea  lea  lignea  aoxiliaires  sout  tiMdes,  tandis  que  dans  le  dessin  du  geom^tre 
il  11*7  *  1<*  liguM  ndeeasiuna  k  Tespos^  de  la  Mlntion  et  pee  ou  point  de« 
autre*. 
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im  3  lignes  don^,  je  trace  cme  eirconf&emce  sur  laqntte  je  nmrqtte 
Im  pointe  C  et  ^  teb  que  0^  (2C|+  C;+  C,);  je  trace  C(P) 
(9C,+  Cg)  qai  coupe  la  circoidSäniice  en  ^  das»  le  sens  C'^,  pni« 
Ä(P}  (C,  +  Q)  qui  coape  la  cireonftSreiice  en  i>,  toujonn  duu  le  sens 
CA,  pnis  (3  C|  +  ^V)       coupe  1»  circonfilreiice  en  P'  tonjonrs 

dus  le  mdnie  sens.  Je  traoe  CD,  AP'{4tR^'{-  qtti  se  eoapeni 
«Di.  Ji  eei  h  longnenr  cherch^e.  op.:  (4 7^^  +  +  10 C\  +  & ^s); 
a:  21;  E.:  14;  2  droitee,  6  cerdee. 

Remarque:  Pour  qu'une  construction  puisse  etre  dite  la  con- 
structiuü  geometrügralique  d'nnp  (juesstiou  <;('nt'ralp,  il  faut  qu'ele  s'aplique 
queles  que  soient  les  valeurs  imrticuli^res  des  donees,  c'est-a-dire  qu'ele 
801t  generale.  Ainsi  voici  une  coustructiou  beaacoup  plus  simple  de 
la  4'**^  fintportioufle  ii  M,  N,  F,  mais  ele  n'est  pas  construction 
geonietr(»gruti(iue  du  j»r<)blf»me,  ciir  Mp  exige  que  l'on  ait  2  itf  plus 
grand  (|IH'  la  plus  graude  des  "2  ligiieb  N  et 

(Construction  particuliere. )  —  O  etant  un  poiut  quelconque 
j«  trace  0  (Jf)  (2  T'i -f  C3);  d'un  point  C  quelconque  de  0(  M)  come 
wntre,  je  trace  C\N){2C\~^  (l-r  f'^)  qui  coupe  0{M)  en  A,  puis 
Ä{F){pC\  +  (3)  qui  coupe  0(31)  en  i/;  C,  Ä,  ß  suivant  dans  cet 
ordre  sur  0  (M).  Je  trace  Ä(P)  {(\  -f  C3)  qui  coupe  C\N)  en  Ä'-,  AÄ', 
qn'ü  ny  a  pas  besoin  de  tracer,  est  la  quatrieme  proportionale  cherch^; 
op.:  (8C\+  (4+  46^);  S.:  IS;  £.:  9;  4  oeielee. 

Hais  on  ne  pent  employer  o^te  eoneiniciioii  daiu  la  raeherche  du 
limbole  geometrografique  d'ane  questioii  don^,  qne  01  Ton  a  demoatr^ 
fpBf  ponr  cete  queetion,  soa  emploi  eet  toujonrB  legitime,  o^est-ardire  si 

Jl£>f  et  i/> 

XIX,  TrouYer  la  troiai^me  proportionale  X  k  2  lignes 

(Constructi öii  classiqne.)  —  On  arive  au  coelicient  de  simpli- 
cil£  21;  DU  20  si  Ton  conduit  geometrograiiqnement  Ic  tmce. 

(Construction  geom^trografique.)  —  Se  deduit  de  cele  de 
XVIII  oü  Ton  fait  iY=  P;  op.:  (4JB|  +  2Ä,  +  5  C, -f-     +  36',);  S.:  15; 

10;  2  dioitee,  3  oerdee. 

(Gonstmction  particnli^re.)  —  Si  2Jlf>^en  apliquant  le 
mte  prooede  qne  pour  la  constnustion  partieuli^re  de  XVUl,  on  a 
op.:  +  40|);  S.:  11;  £.:  7;  4  oetclee. 

XX.  Conatruire  la  moyenne  proportionUe  X  entre  dena 
droitea  donees  A  et  B;  X^'-A  B.   Seit  A>  B. 

n  }•  a  trois  constructions  classiquen  generale  in  eut  employees. 
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E.  Lmioiine: 


(Premiere  construction  classique.)  —  On  prend  sur  une  droit« 
et  4  partir  du  meine  point  C,  les  deus  longueurs  CD  et  CE  respective- 
ment  egales  k  Ä  et  k  ß',  aar  CD  come  diametre  on  decrit  ime 
oirconförence,  et  on  el^ve  en  E  une  perpendiculaire  k  CD  qui  coupe 
la  circonförance  en  F.  On  trace  FC.  Cete  construction,  economique- 
meiit  executee,  et  par  conB^uent  sans  le  trace  final  inutile  de  FC,  a 
pour  simbole  op.:  (4^+ 3^+ 9C'|+ C;,+ ÖC,);  S.:  22;  K:  14; 
3  droitesy  ö  cercles. 

(Deusi^me  eonstruction  clasaiqiie.)  —  On  prend  a  la  floite 
l'une  de  l'autre  sur  une  droite  deus  longuenn  CD,  DE  respectivement 
^gtlw  k  A  et  k  B'y  sna  CE  comp  diametre  on  döcht  une  circonferenoe 
et  par  D  on  el^ve  tum  peipuidiculaire  ä  CE  qui  eoupe  la  circonförence 
en  F.  DF  est  la  longueur  cherchee.  On  arive  au  simbole  (4  i2|  +  3  iÜ^ 
+  12C\+  6*,-f  8C;);  S.:  28;  E.:  17;  Ii  droites,  8  cercles  ot  avec  les 
pr^utions  geometrografiques  on  le  reduit  ä  op.:  (4^  +  3^+^001 
+  C,+  6  0,);  S,:  24;  E.:  15;  3  droites,  G  cercles. 

(Troisifeme  construction  classique.)  —  On  prend  wax  ime 
droite  CI)  et  CE  egales  k  A  et  k  B\  on  decrit  une  circonference  sur 
ET)  come  diamätre;  puis  on  trace  la  tangente  CG  menee  par  C  ä 
cete  circonference.  Si  G  est  le  point  de  contact  CG  est  la  longueur 
cbercb^.  On  ariveruit  au  simbole  (0 +  4 i?^  + 12  +  ( , -|-  7  ( ',);  S.:  30; 
E.:  19;  4  droitee,  7  cercles.  Conduite  geometrografiquemeiit  come  il 
anit,  m\  dimiuue  ce  simbole.  Tracer  une  droite  (juelconqae  et  prendre 
aur  hi%  CD  A,  CE  {B^-[-b  C\  +  C^  +  2  C,),  tracer  sur  DE  come 
diametre  une  circonference  (2  +  JC|  +  4  C\  +  3  C^)  dout  le  centre  est 
0;  la  perpendiculaire  ä  DE  qui  passe  en  0  et  a  ^te  taracee  pour  placer  0, 
cottpe  la  circonference  0  (OD)  en  a,  je  trace  «  (C0)(3C'i+  C3) 
qoi  conpe  CO  en  ß.  Oß  qui  (voir  Construction  XVI,  1*"  Construction 
geometrografique)  serait  la  longaeur  de  la  tangente  menee  de  C  ä 
0{0D)  est  donc  la  raoyene  proportionele  cherchee  op.:  (2i2|  +  2i^ 
H-12Ci+C,+  6C5);  S.:  23;  K:  15;  2  droites,  6  cercles. 

La  construction  dwiTant  de  la  3**''*  aolntion  de  ce  probl^me  etait 
regardee  come  plus  compUquee  que  les  deus  autres,  on  voit  qu'il  n^en 
est  rien,  ele  est  mime  plus  simple  que  l'une  d'^es;  mais  on  n'avait 
avant  la  Geometrografie  aucune  metode  pour  conduire  les  constmctions 
et  ancun  crit^  pour  jager  dee  simplicii^^  et  les  juger  sans  oonteste, 
La  construction  geometrografique  suivante  est  un  exemple  de  la 
n^cessite  absolue  d'nn  crit^,  cur  Ue  a  sur  toutes  les  antres  un 
BTantage  Enorme.  Ele  n'etait  paa  ignoree  pnisqn'on  la  trouve  (Wallis: 
A  treatise  of  algebra  botb  historicalandpractical,  London  1685) 
dans  une  l^tre  de  Thomas  Struve  dat^  de  1084,  qu*Me  est  mime 
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daris  quelques  ouvrages  come  Lea  Le<;ou8  de  Statique  grafique 
de  M.  Favaro  (Trad.  Terrier  2'*'»»  partie  p.  68,  1885)  etc.  et  cependant 
on  ne  l'a  pas,  fiualement,  remarquee  entre  ioutes  et  ele  n'est  pas 
cbtfsique. 

( '  ()  nstrnction  geometrograflque.)  —  Soit  A^B.  Je  trace 
uiie  droite  quelconque  (J2,)  et,  0  etant  un  point  de  cete  droite,  je  trace 
0  [A)  (2  (\  +  ("2+  ^3)  qni  eoupe  la  droite  en  C  et  eu  C,  ie  point  Cy 
ebtnt  place  ä  gauche  de  0;  je  trace  C{JJ){ßC\-\-  Cj)  qui  place  E  dans 
le  -seus  CC  8ur  CC-  je  trace  E{B)((\ C^)  et  en  tra^ant  Imter- 
^eotion  des  2  cercles  C(B),  E{H){21l^-r  11^)  j'ai  la  perpendiculaire 
au  luiJit  11  L  de  CE,  ele  coupe  0{A)  en  i'';  /'T  ou  Fi^,  qu'il  n'y  a 
pas  Im  siMii  tracer,  est  la  lougueur  de  nioyene  proportionele  cherchee; 
op.:  (i^ii'i  4-  ^/^^  ,  ^  .'iC's);  b.:  14;  E.:  9;  2  droites,  H  eereles. 
On  le  deiuontre  en  remarquant  que  dans  le  triangle  reetangle 

'SXL  Diviser  une  droite  AB  en  moy^ne  et  extreme  raison. 
(Sectio  aorea.) 

(Constrnetion  claBsiqne.)  —  On  eiere  en  B  nne  perpendieolaire 

AB 

OTT  laqnele  on  prend  BC  ^        on  tmce  AC,  puis  le  eerde  CWS) 

qui  coupe  AC  eu  D  t-t  en  /)';  soit  AJ)<CAD\  on  trace  y1(^D) 
qui  couy>**  A  7i  ou  ilZ  entre  A  et  et  A{AD')  qui  eoupe  en  M* 
dans  lu  seus  ij^A    M  et  ilf'  sont  los  points  ehercbes. 

En  constniisant  come  on  le  fait  ordiuaireineDt  sans  reclierrhe  de 
simpiicite  sistematique,  on  a  ie  sinibole  op.:  -f  3iij  -j-  11  C'j  -j-  UCj)) 
S.:  20;  E.:  17:  3  droites,  9  cercles,  qu'on  peut  reduire  geometro- 
S^atiquemeut  come  il  suit:  on  ne  se  sert  de  la  perpendicnlairo  pjevee  eu 
B  k  A  B  que  ponr  l)t( mr  ie  point  C  done,  si  on  peut  obtenir  le  pomt 
C  dire<:teinent  en  utilisant  des  trace's  »le^'-Hsaires  an  reste  de  la  con- 
stmction  avpc  une  addition  *r(>peraiR>us  ch  iuentaireR  et  que  ie  tuut  fasse 
une  econijnue,  ni>us  dirainucruus  le  simbuie  total;  on  peut  y  ariver.  Je  trace 
la  perpendiculaire  au  milieu  0  de  Ali  i'2  R,  7?.,  -I-  2C,  -{■2C^],  je 
trace  B(BO),  0{B()){'^^\  +  2O3),  cete  derniere  circouierence  coupe  en 
E  la  pf'i  peudiculairc  elevee  au  milieu  de  jiB;  je  tmop  E(BO)((\  -\-  C^) 
qui  coupe  B(BO)  en  C.  Je  continne  come  precedemnieui  eu  tracant 
Ar(2B,  +  B^),  puis  C{BO)i€^+  C^)  qui  place  /)  et  /)',  j.uis  AiAD), 
^rvl//)(3C, +  20^)  qui  placent  M  et  itf';  op.:  (4iij -|- 2ii,  +  lOC^ 
-f  ÖC',);  S.:  24;  E.:  14;  2  droites,  S  cercles. 

n  T  a  un  trcH  ijrand  nombre  de  constnu'tions  plus  simples  (pie 
la  construction  claasuiuc  rt  on  particulier  plusieurs  constructions  geo- 
metroßraficjues:  je  vais  soulement  mdiquer  une  de  ceies-ci. 

Arctuv  d«r  M»ü>6in«tiJfc  uud  l'byuk.    HL  B«ib«.  I.  8 
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£.  LsiioiNs: 


(Conflirnetion  ge  o mltrograf iqu  e.)  —  Je trace  Ä{AE){2  C\-{-  C^) 
qui  coupe  AB  en  B']  je  trace  B(AB)  {C\  +  C'j)  qui  coupe  Ä  {AB) 
en  F  et  en  F';  je  Ince  FF'  (2  22^  +  R^)  qai  coape  AB  en  G;  je  traee 
(AB)  (Ci  +  C,)  qui  coupe  FF*  en  /T;  pendant  que  j'ai  la  poinie 
en  G,  je  prends  G-B  dana  le  compas  (C,),  puis  je  traoe  B  (BG)  {C^  +  C,) 
qui  coupe  AB  en  Jlf  et  en  If';  op.:  (2  -R,  +  i?^,  +  6  C,  +  4  ( '3);  &:  13; 
£.:  8;  1  droiie,  4  eereleB;  de  29  ä  13  YoQä  ]a  simplification  obtenue. 

Ce  qui  precMe  eat  snfiaaat  poor  perm^tre  d'apliquer  la  64oin^tro- 
grafie;  ä  est  anrpienant  qa*^e  ait  pn  rddnire  proBque  tontea  lee  con- 
fltrnctwBS  fondamentalfis  dcm^ea  depnia  lea  Ghreoa  et  aree  lesqn^ea 
tani  de  g^n^tiona  de  Geom^treB  ont  fait  lenra  ^des  et  ont  traTaül^; 
par  oela  mSme  beanconp  n'ont\et^  eimplifiees  que  d'im«,  dena,  irois 
op^rationa  el^mentairea;  maie  si  ce  que  nona  STona  dit^  snfit  ponr 
compter  et  diapoaer  moins  maladrottenont  lea  trac^,  il  &nt  quelqaea 
exercices  pour  se  rendre  habüe,  On  s'aperoeyra  vite  quey  si  la  f^action 
par  exemple  de  2,  3,  4  nnitee  (suivaiLt  la  conatractton  dasnqne 
nsitee  dana  le  paya  oü  le  lecteor  a  &it  son  ^noation  geometrique) 
que  noQB  aTOBB  op^r^  bot  le  trac^  de  meiier  par  on  point  daoi  ime 
pand^le  ä  ime  droite  et  dea  r^uctiona  but  d*autraB  constractionB 
BimpleSy  out  nne  eertaine  importance  pu*  la  repetition  de  oes  ^nomiea 
dana  im  tiac^,  la  recherche  Biatematique  dea  simplificationB,  laquäle  eat 
im  art  eompanble  a  oeini  de  r&oudre  lea  probl^es  de  gfom^brie 
^^mentaire,  en  a  nne  biem  plna  grande  encore.  La  rMuetion  finale 
0P4t6b  par  Temploi  de  la  mdtode  dipasBe  qnelquefoiB  ce  qne  Ton  aniait 
pu  adm^tre  ä  priori;  nona  avona  dejii  tu  que  le  trace  gfom^iarografiqne 
de  la  moyenne  proportionMe  entre  dena  longueun  reduit  de  28  k  14  le 
co^cient  de  aimplicite,  celni  de  la  division  en  moy^ne  et  extr&ne 
raiaon  de  29  4  13^  celui  des  4  tangentes  comunes  k  2  circonförenceB 
de  92  ft  36  etc.,  maia  il  y  a  exemples  oü  la  r^uction  ateint  nne 
Proportion  beancoup  plus  conaid^rable.  Je  tiens  a  en  citer  un  qui  est 
caract^ristique.  En  1893  j'ens  l'id^  de  me  rendre  compte  exp^ri- 
mentalement  dn  qnantum  possible  de  la  r^duction^  en  feisant  faire 
pour  moi,  par  nn  geomfetre  ne  conaiasant  rien  de  l'idöe  geometro- 
grafique,  le  plan,  assez  detaille  pour  que  je  puisse  la  mesurer 
exactement,  d'une  construction  un  peu  compliquee  que  moi  j'aunuB 
etudiee  geometrografiquement,  et  de  faire  ensuite  la  coniparaison  des 
dens  simboles  obtenus.  L'experience  n'etait  pas  tr^s  comode  a  realiser 
inipartialement,  parceque  si  je  demandais  cela  a  un  geonu'tre  de 
mes  relations  parmi  ceus  —  qui  Ti'otaient  pas,  alors  surtout,  dificiles  a 
trouver  —  n'avant  janiais  exaniind  la  Geoiiietrogralie.  11  etait  certain 
qu'ils  la  cuuaibsaieut  de  uom  et  que  iu  uuture  de  la  demande  veuaut 
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da  moi  l0iir  anreit  &it  indiquer  mdme  mTolontairemeiit  des  con- 
stroetioiui  qn'üs  amsifiiit  sist^matiquement  simplifi^es  antant  qua 
pomUe  et  c'ert  an  comencemeiit  de  G^m^trografie!  Je  n'aimiB  donc 
pu  &it  Ii  ime  esp^ence  conduante.  Je  dwnmdaig  alors  4  M.  Jnng^ 
le  MTant  profeneor  ti  l'EooU  det  ingäiieiiia  de  ICilaa  aree  leqnel 
ftnis  Hionear  d*dtre  en  idatioBB,  s'il  Tonlait  bien  se  prtter  ä  mon 
experience  en  demandant  &  nn  jetine  g6omktn  de  am  bona  Ä^ves  de  fiure, 
en  ime  page,  reeqniBse  ^criie  d'nn  trac^  qne  findiqnerai  et  que 
M.  Jang  m'enTerrait.  II  eat  la  complaieanoe  d'j  consentir.  Yoici' 
k  constmetioii  que  je  donai:  On  a  war  l'^puie  nn  triangle  ÄBCf  fl 
fint  y  plaoer  le  point  0  dont  lee  coordon^  normales  eont 

Ce  point  <P  a  de  nombreuses  proprietes;  avec  leur  aide  il  se  place 
assez  siniplement,  mais  le  geoiiiMre  ne  les  conaissait  pas  et  il  etait 
convemi  d  uiileure,  que  le  trace  devait  etre  fait  sans  le  secours  daucune 
propriott'  pdi  ticulii  rr  h  recherrhpr  (\\\  point  <P.  Le  trace  qui  me 
fut  iüdiqut'  come  repoase  avait  pom  simixile  op.;  81  Ili-^4(')  It,  4-  211 
+  121^3);  Simplicite:  459;  Exartitudo:  292;  4Gdroites.  121  cercles. 

Le  trace  geometioj^rafique  que  je  fis  de  la  meine  question, 
nie  sen'ir  non  plus  des  proprietes  du  point  avait  pour  sniilnil»- 
op.:  (14  7?,  +  7r,  +  4Kr,  +  22r;);  S.:  91;  E.:  62;  7  droits»«,  22  c^^rcios. 
Mais  M  K  B<'rnes,  dont  j'ai  dej;!  parlo.  troiiva  nn  antn*  arangom«^nt 
dp  lo  eonsirneiion  et  ariva  ä  uü  simboie  de  simplicite  G4!  De  459  a 
64!  c  etait  plus  de  7  fois  plus  complique  que  le  trace  conduit  geometro- 
gnfiquement.  La  construction  qu'on  m'avait  enTOj^,  etait  fort  logique; 
la  point  de  Tue  Göom^triqne  ü  n'y  avait  rien  a  dire  et  moi-mdme 
fanrais  pu  en  doner  nne  analogae  il  y  a  quelques  ann^,  mai«;  an 
point  de  vue  geometrografique,  qui  n'existait  pas  ponr  Tautear 
da  trace,  il  est  clair  qn*ü  avait  en  la  main  maUienrense;  je  n'ai  pas 
niioiiTel6  l'ezp^ence  mais  il  doit  y  aToir  rarement  de  t^les  diferences. 

(A  snivre.) 
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Von  V.  EomiEitELL  in  RenÜmgen. 

Bezieht  man  die  Gleichung  einer  Fläche  auf  ein  Koordinatensystem, 
dessen  in/  Ebene  die  Tangentialebene  eines  Flächenpunktes  ist,  und 
dessen  x-  und  //-Achse  in  die  Hauptkrümmimtrsrichtungen  fallen,  so  läfst 
sich  bekanntlich  die  Fläche  in  der  nächsten  Umgebun^^  dipses  Punktes 
verwechseln  mit  einem  Paraboloid,  dem  sogenannten  „8chmiegungs- 
paraboloid'^y  desaen  Gleichung  in  Cylinderkoordiaateii  (^^  (f,  tp)  iautet 

WO  fj  und  /-j  die  Hauptkrümmungsradien  der  Fläche  sind,  während  ^ 
und  Q  unendlich  kleine  Werte  der  Koordmaten  bezeichnen.  Stellt  man 
nun  für  eine  Normale  im  Punkte  (p  den  NeigungswmkHl  r/co  g^g^n 
die  Achse,  d  h.  gegen  die  Flächennormale,  und  ihre  küriteste  Ent- 
fernung dl  von  derselben  auf,  so  findet  mau: 

(2)  dla^   '^^ 


/o\  j  i/cos'qj  ,  sin»» 

(3)  dof'^g  y—r-  + 

Durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich: 

(4)  dldm    a*  nnw  eo9w     —  M. 

Fflr  p  kann  anch  das  Linienelement  ds  der  Flache  gesetzt  werden, 
da  die  hietbei  Tenuichl&ssigte  Qrobe  unendlich  klein  TOn  der  Eweiten 
Ordnung  ist  Feraer  laasen  sieh  Termoge  der  Enler sehen  Gleichung: 

1   cos'  ip      sin*  qp 

OOS  9  und  sin  9  in  F^onktion  yon  r      Erllxninnngsndius  des  durch  9 
Normalsehnitte)  aosdrUcken,  und  swar  ist: 


/i     1  /i  1 


Bin  SMb  «ber  geodMifciie 
Oleidiiiiig  (4)  geht  hierdiucli  ttber  in: 
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(5) 


Bildefc  man  fOr  eine  Fliehe  f  {x,  y,  #)  «  0  in  einem  beliebige 
Plonki  den  Ansdniek  fttr  die  kflneete  Iktfemung  und  den  Winkel  zweier 
anendlidL  beoaehbuten  KoniuIeD,  eo  eibilt  man: 

a  da  dm 

b  db  dy 
e  de  dz 


(6) 

~"  Vdo«  -f  d6»  +  de» ' 
wo  Qf  b,  c  die  Counos  der  Neigiingiwinkel  der  Fläehennormalen  sind. 

Ferner:  

(I)  dm  -  y^öM^V  +  rfc». 

Multipliziert  man  (6)  und  (7)  nnd  dividiert  beideraeitB  mit  d^,  lo 
«rbilt  man: 


d  1  dto 
ds  ds 


ja  da  dx 

\h  db  dy 
\c  de  ds 
~~dt*~~ 


oder  nach  (5): 


<8) 


dt' 


Die  linke  Seite  iit  aber  die  negative  Torsion  der  in  der  Biditang 

dxidy:ds  gehenden  geodlitischen  Linie^),  ^  ist  die  Krümmung  des 

zagehorigen  Normalschnitts,  oder,  was  dasselbe  ist,  ebenfalls  der  geo- 
dätischen Linie.  Durch  Quadrieren  der  Gleichung  (8)  erhält  man  also 
den  bemerkenawerten  Satz: 

Für  eine  geodätische  lAme  ist  das  QuadrcU  der  Torsim  gleich  dem 
FrodM  am  den  Differmum  ihrer  Krümmung  gegen  die  beide»  Homptr 
hnimmmgen  der  Fläche  m  dem  beireffenden  Funkte, 


1)  Vgl.  U.  Btahl  und  V.  Kommereil:  Grandfonnela  der  aügemeinen Flächen« 
theoric,  §  16. 


über  die  Sednktton  des  elUptisehen  Integrale 

erster  Gattung  auf  die  Weierstrafssche  Normalform  mit 
Hülfe  emer  Hermiteschen  Substitution. 

Von  EuL  Habntzschel  in  Beilm. 


/i 

No 


1«  Weier  straf 8  hat  in  seinen  Yoiiesnngea  g^igfe;  4afs  man 
das  elliptische  Integrsl  erster  Gattung 

wo  JUx)  ^  a„j:*  -\-  4a,     -f  Ga^j:^  -f  4(i^x  + 

isty  in  die  uacli  Uim  benannte  Normalform 

wo  5  «*»  4s*  —  gf8  —  ihf 

ist,  überführen  kann  mit  Hüiie  der  hiubstitution; 

wenn      eine  beliebige  reelle  oder  komplexe  Konstante  bedeutet. 

Es  ist  bemerkenswert^  dals  Weierstrafs  bei  der  Herleitung  dieser 
Formel  gvuiz  elementar  vorging,  dafs  er  Yor  allem  keinerlei  Vorkennt- 
nisae  ans  der  Theorie  der  binären  Formen^  also  über  Kovarianten  und 
Invarianten,  Toraussetzte.  Die  Formel  (1)  entsteht  bekanntlich  als  die 
Wursel  der  sowohl  in  ^  ak  auch  in  s  quadratischen  Qieichuug: 

(2)        )  -  (1  K{x,)  [s  ~  1  R'  (xo)]  +  i  R(x,)  R"'{x,))  {x  -  x,) 

die  ja  den  Ausgangspunkt  der  Untersncliim^  büflot  Im  besonderen 
ist  X  diejenige  der  beiden  Wurzeln,  für  welche  das  J^lusgeidten  vor  äer 
Quadrakpured  zu  nehmen  isi 
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Ordnfin  wir  die  Oleichong  (2)  fo  um,  dafo  s  die  Unbekannte  der 
qnadnÜflchen  Gleichung  wird,  so  ergiebt  sich,  wenn  anch  hier  wieder 
das  Fkistek^m  vor  der  Wvrgd  genommen  wird,  für  s  der  Wert: 

welcher  erkennen  lUfst,  dafs  .s  für.r^  .r,^  unendlich  grols  wird.  Zu  isclien 
den  bf^idt'u  obeu  uiedertrpscliriol  iMieü  elliptischen  lutegraleu  besteht 
Oikch  Weier strafs  die  Beziehimg 


3.  Weierstrafs  pflegte  in  seinen  Vorlesongen  zwei  Sondeifalle 
dff  Formel  (1)  mitsnteilen. 

Erstens,  es  sei  Xq  eine  Wurzel  der  Gleichung  jR(arJ  =  0. 
Dann  hat  die  Gleichung  (2)  eine  Doppelwurzel,  so  daCs 

a*)  x=-x  -L-.^/r^-^»-* 


{V 
■L 


(8»)  « -  i  jr'(«^  + 


Zweitens,  es  Sei  oo. 
Es  ist  dann 

^  2-(a,«-a.a.)"-«V»"  ' 

bez. 

Bedenkt  man,  dals  als  Wnrael  von  B{x^  «  0  im  ersten  Falle 
rieh  als  eine  aXgArmsüie  Funktion  der  Koeffizienten  von  Ii{x)  dar- 
iMl^  so  erkeunt  inan,  dals  keine  der  drei  angeführten  Transformations- 
fomiehi  eine  m/MMiofe  Ftmkiwn  der  SioefjfuieiUm  a^,  .  .  ist. 
Und  doA  epaaUert  eme  soZefte;  sie  rührt  Ton  Her  mite  her  (Crelle*s 
Jomssl  52,  8.  7—8,  1856).  Herr  Fricke  nennt  sie  m  F.  Klein, 
Toriesangen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfonktionen,  eine 
»merkwürdige  Transformation  vierten  Grades"  (S,  24).  Merkwürdig 
ist  in  der  That,  dais  WeierstraTs  von  ihr  in  seinen  Vorlesungen, 
soviel  nur  i>ekaiiiit,  nicht  gesprochen  hat.  Sicher  ist  sie  älter  als 
die  Weierstrafsschen  Formeln  (l)  und  (3),  die  sich  zuerst  iu  der 
Dissertation  von  \V.  Hierinann  (Berlin  1865)  gedruckt  finden.  Diese 
Herrn itesche  Transfonuationsformel  lautet: 
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wo  h(x)  die  Hessiaua  vou  I\{x)  =  a^X^  -j-  4ttjar*  -f  6o,a;^  4-  4a^x  -f  a^, 
und  daher  gegeben  ifit  durcii 

Hermite  fiEtnd  die  Formel  (I)  bei  Untwiiieliimgea  Aber  Korarisaten 
und  InTsriftnten  Ton  binaren  quadrattBohen  Formen;  toxi  solchen 
ausgehend,  giebt  Halphen  in  seinem  Trut^  des  fonotions  elliptiques 
(M  II,  S.  360,  1888)  eine  DarsteUong  der  biaber  anfgeftUirten 
Formeln. 

Mir  ist  nicht  bekannt,  dafs  schon  Tenraeht  worden  w&re,  (I)  am 
(3)  in  dementarer  Weise  absnUeäen,  Dies  ist  der  Ztceck  der  folgende» 
Zeäen. 

3.  Wir  machen  zuerst  folgende  Beobachtung  an  der  Gleichung  (2). 
Berechnet  man 

so  erhalt  man 

(6»)  »(ai). 

Ersetzt  man  demnach  in  (2)  die  Grdlse      durch  x,  so  erhilt  man 

direkt  aus  (2) 

W  '--Mi')' 

Es  geht  demnach  (I)  aus  (2)  dadurch  herror,  dab  man  x^^x  setat 
Dadurch  wird  nun  freilich  die  Litegral^chung  (4)  illusoriseh;  wir 
müssen  also  sehest,  welche  neue  Oleichung  an  die  Stelle  Ton  (4)  treten 
wird,  sns^eieh  aber  (T)  ganz  streng  aus  (3)  herzuleiten  suchen. 

Dazu  wollen  wir  die  Gleichung  (3)  derartig  umformen,  dab  wir 
die  Irrationalitikt  aus  dem  Schier  in  den  Nenner  bringen;  wir  ziehen 
voHänifyl  aber  beide  Wurzeln  yon  (2)  in  die  Rechnung  hinein.  Wir 
setzen  deswegen 

(6)  G(x)  =  R(x,)  +  i  K (xo)  (x-x^)-\-    R"{x^)  (x  -  a:«)« 
in  (3)  ein  und  erhalten 

/Q\  c        ^  V^(Xo)  VW)  +  G(X) 

W  2  ix  -  ' 

_  (±VB(^)Vm  +  o(x))  (±  vs(^  ysTx)  -  o(x)) 

 R(x,)R(x)-  QVj)  

« (»  ~  av)«  (±  V^)         -  O  («)) ' 
Nim  hat  Weierstrafs  selbst  schon  gezeigt,  dafs 

(7)  It(x^)  nix)  -  G\x)  ~^(x-x^'  B(x,x^) 
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is^  wo 

bedeutet.    Demnach  ist 


(3-)  «-nr-/  /  

SeteMi  wir  je4att  in  (3«): 

^ 

SO  wird 

(«•)  [0(^)1,-. 

wie  man  letzteres  aus  (5)  ersehen  kann.  Aber  i^")  wird  iür  Xq  =  x  nur 
dann  ein  brauchbares  Resultat  ergeben,  wenn  man  das  Minuszeirhm, 
nho  (lif  zweite  Wurzel  der  Gkidiung  (2)  tnmnU,  Dann  geht  nämlich 
ao8  (3  ')  direkt  (I)  hervor. 

Damit  ist  ein  Teil  des  gesteckten  Zieles  erreicht;  jetzt  gilt  e^  die 
Integralgleichung  selbst  aufiEosteUen.  Wir  wenden  nns  sa  diesem 
Zwecke  der  Gleichung  (1)  in  nnd  setzen  o?^  — so  wird  sich  er- 
geben: 

(9)   yi(^5Vä+iJi'(»)[,-A^(a;)]  +  jiJi(«)jr»-o, 

oder  wegen 

*  Rix)  * 

B(x)  -  -  Ä        -  Ä  JB«(ar)  B*"{x)  +   B{x)  B{x)  jr(x). 

Also  ist^ 

/ 10  j       1/^.  _  -  A  y*(^)  -  jr"(x)  +  ^t^{x)R{äiX\^) 

Zor  Berechnnng  des  Zählers  dieses  Ansdraeks  setsen  wir  eineraeits 

» — ^!   r: — +  *  W  ^ 

nnd  andererseits 

Bezeichnen  wir  daher  den  ^hler  von  (10)  mit     so  ist 
und 

2i  =  -J{(x)^|^'  +  A(a)J<'(*). 


122  fiSmL  Huonncm.: 

also  durch  Eiusetzeii  von  Ii  und  Ii: 

t  -  (Vob— 300010,+  2o,*)««+(a,>X+2«jOiO,— 9o^fli*+6o^*a,)ji;» 
+  5  (ooOiO«  —  dooflyo,  +  2a|*o^  s^-^-lO  (Oj^a^  —  o^o,*)  j:» 

l  H-  (SagO^a^  —  a^a/  —  2(t,'). 

Indem  wir  nun 

QX 

und 

kombmieren,  ergiebt  sich 


Weil  aber  ans  (I)  benroi^gsht,  dafe  s  unendlich  grob  wird  für  eine 
Wonsel     von  B{x)f  wenn  x  einen  solchen  Wert  annimmt  bo  ist 

Damit  ist  das  gesteckte  Ziel  erreiehi  In  Bniehnng  auf  t  leiten  wir 
noch  aus  (10)  die  Gleichung  ab: 

oder 

 4h*(x)  +  ftÄW  R\x)  -  Ä JP(ä). 

4«  Wir  behandeln  noch  folgenden  intersesanten  Sonderfall.  Es  sei 

Op-O,  0,-1,  o,-=0,  0,  =  -^,  04  ^„ 

so  ist 

Ä(a:)-4c'-^-ft;Ä(x)  (a:»+^»x»+2ifea;+^')  2^^!, 

Ol-)  r  r  dx 

m 

Setzt  man 


^'    =  —  —  dtt  und  ■      ^  —  —  <^»'i 


80  ist 

M  =  2u'  und  s     f>(u),  X  =  |>(ti'j  ««=  jp  , 
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also  erhall  man  die  bekannte  Gleichung  füi  die  Division  durch  2.  Die 
GleichuniT  (1")  erlaubt  auu  aber  auch  die  Berechnung  Ton  x  durch  s; 
es  ist  uämlich 

f  X  -f  (]/( - «;)  - 


a2) 


«  -         -  e^)  («^  -  e,)  -f  e^) 


Berlin,  den  11.  Januar  1901. 
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Die  öoraden  der  Reyeselieii  Kenllgaratton. 

Von  Ebnst  Steinitz  in  Ghulottenbnig. 

Die  Reyesche  KL  und  die  zu  ihr  gehörige  Tranrf((trni4iiionsgniippe 
sind  der  Gegenstand  zabireicher  Untersuchungen  gewesen.  Zweck  dieeer 
Notiz  ist  die  EinfÜhnmg  einer  symmetrischen  Bezeicbnan|^  welche,  an- 
knüpfend an  allgemein  geläufige  Vorstellungen,  viele  von  den  merk- 
würdigen E^jenschaften  der  Kf.  onmittenxir  hervortreten  läDst,  aber  auch 
bei  allen  weiteren  Untersuchungen  sich  als  ein  brauchbares  Hilfsmittel 
bewährt.  Dabei  fällt  den  Geraden  der  Kf.  eine  bedeutsame  Rolle  su; 
ihre  überaus  einfache,  aber  bisher  wenig  beachtete  Gruppierung  nimmt 
die  folgende  Darstellung  zum  Ausgangspunkt. 

Auf  die  in  Hede  stehende  Kf.  wurde  zuerst  Poncelet  bei  Betrachtung 
der  Ähnlichkeitspunkte  von  4  Kugeln  aufmerksam.  Bei  3  Kugeln  bilden 
bekanntlich  die  6  Äbnliehkeitspiinkte  die  Figur  eines  Yoliständigen 
Vieiseits,  Ton  dessen  Seiten  —  ,,Ähnlichkeit8achsen"  —  die  eine  die  drei 
äufseran,  die  anderen  je  einen  äuüseren  und  zwei  innere  Ähnlicbkeits- 
punkte  enthalten.  Geht  man  von  vier  Kugeln  JT^,  K^,  K^,  aus,  so 
erliält  man  12  Ahnliehkeitspunkte,  welche  sich  zu  drei  und  drei  auf 
16  ÄbnlichkeitBtichsen  Terteüen.  Von  den  letzteren  gehen  je  4  durcb 
jeden  der  12  Punkte. 

£s  bezeicbne  pqrs  jede  Anordnung  der  Ziffern  1  2  3  4,  (pfj)  den 
äufseren,  (jpq)  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt  von  und  K^;  femer 
(pqr)  die  durch  (pq),  (pr),  (qr),  endlich  {pqr)  die  duieb  (pq\  (/)>),  (qr) 
gehende  Ähnlichkeitsachse.  Dann  lassen  sich  die  Achsen  zu  dem  folgenden 
quadratischen  Tablean  guBftinn>fiinBt^llew  * 

(2d4)  (134)  (124)  (123) 

(134)  (234)  (123)  (124) 

(124)  (123)  (234)  (134) 

(123)  (124)  (134)  (234). 

In  diesem  Tableau  haben  zwei  Anhsen,  die  weder  derselben  Zeile 
noch  derselben  Kolonne  angehören,  stets  einen  Ähnlichkeitspunkt  ge- 
mein, während  zwei  zu  derselben  Zeile  oder  zu  derselben  Kolonne  ge- 
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IlörigB  AchMn  kernen  gemeinBamen  Älmlichkeitipiuikt  haben.  Man  sieht 
neh  l«cht,  dab  die  GeradeDpaaro  der  letsteren  Art  windschief  sind, 
irafem  nur  die  Mitte^nnkte  der  4  Engeln  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

1 

Als  j.Tleyesehes  Si/atem''  bezeichnen  wir 
«II  i:tysiem  von  16  quadratisch  anffeardm  tm  Geraden 

«11  «14 

«»I     «»     «M  «84 

«41      «4*      «13  "44 

roii  der  Beschaffenheit ,  dafs  di^  einer  Zeile  oder  Kolonne  zugehörigen 
Gmulen  'h  einander  windschief  sind,  während  je  2  Geraden,  die  weder 
derseU)en  Zvde  noch  der^elhen  Kolonne  angehö^ren,  einander  sehneiden. 

Es  wurde  bemerkt,  dafs  die  Ahnlichkeitsachsen  von  4  Kugeln  ein 
solches  System  bilden;  doch  soll  darauf  nicht  weiter  Bezug  genommen 
werden.  Für  die  Existenz  R  eye  scher  Systeme  wird  später  durch  An- 
gabe einer  einfachen  Konstruktion  noch  ein  Beweis  erbracht  werden. 
Zunächst  wollen  wir  jedoch,  die  Existenz  Torauasetzend,  ans  der  De- 
finition (1)  ein^  Folgerungen  ziehen. 

Wenn  man  im  Rey eschen  System  (a-J  die  Zeilen  und  ebenso  die 
Kolonnen  unter  einander  Tertanscbt,  so  bleibt  sein  Charakter  erhalten. 
Hirn  Peimntationen  beieiehnen  wir  durch 

i9\  M*lM4  <i<i  V4\ 

worin     und      (i,  k  —  l,  .  .     4)  diejenige  Zeile  und  Kolojino  antjeben, 
welche  das  Element       gemein  haben,  p  q  r  s  und  t  u  v  w  aber  irgend 
Anordnungen  df^r  Ziffern  1  2  3  4  bedeuten    Zu  diesen  41  •  4!  =-  Ö7G 
Permutationen  kommen  noch  ebensoYiele  Permutatioueu 

W  denen  die  Zeilen  nut  den  Kolonnen  rertanscht  sind.  Damit  sind 
iber  ille  zulässigen  Yertanschnngen  erschöpft;  sie  bilden  insgesamt  eine 
Gruppe  'Si  von  der  Ordnung  1152.  —  Auf  die  geometrische  Bedeutung 

dsr  Peniiütiitionen  gehen  wir  später  ein. 

Operieren  wir  mit  den  Symbolen  a^^  der  Gera<len  wie  mit  unbe- 
rtimmten  Gröfsen,  so  stellt  91  die  Permutationsgruppe  der  Elemente  a.^ 
dar,  welrhc  iic»  Determinante  |a,jt|i  abgesehen  vom  Vorzeichen,  ungeändert 
liUst  JJiejemgen  i^ermutationen,  welche  auch  das  Vorzeichen  nicht  ändern, 
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bilden  eine  invariante  Untergruppe  91'  von  SR  vom  Index  2,  also  von 
der  Ordnung  576.  Eine  zweite  invariante  Untergruppe  ©  von  der 
Ordnoug  Ö76  wird  toh  den  Permutatioiien  (2)  gebildet.    Jede  solche 

)  und 

einer  Kolonneiipermutation  r^^^^*\  welche  in  beliebiger  Reihenfolge 

SU  nehmen  sind.  Die  Gruppe  8  iet  didier  das  direkte  Produkt  aus  der 
Gruppe  <S'  der  Zeilen-  und  der  Grappe  @"  der  Kolonnenpermutationpn. 
—  Von  anderen  invarianten  Untergruppen  fuhren  wir  noch  eine  Gruppe  X 
von  der  Ordnung  10  au,  welche  das  direkte  Produkt  ist  aus  der  Gruppe  X' 
der  Zeilenpermutationen  l  (-=  Identität)  (^i^s  jC^a^J,  ('i^sX'sO;  ('i'4)(^i'^s) 
und  der  Gmppe  X"  der  entsprechenden  Kolonnenpermutationen.  Die 
Gruppe  %  ist  dadurch  ausgeaeichnety  dab  alle  ihre  Operationen  mit 
einander  Tertanachbar  sind. 

n. 

J}ie  24:  Teme  der  Deierminank  |a,t|,  deren  12  positives  und  12 
negatiyes  Vorzeichen  erhalten^  lassen  sich  sehr  einfach  geomärisch  iiUer- 
pnHeren.  Die  Faktoren  eines  jeden  Terms  repräsentieren  4  einander 
achneidende  Geraden,  welche  also  entweder  alle  durch  einen  Punkt 
gehen  oder  in  einer  Ebene  liegen  müssen.  Es  bezeichne  pqrs  irgend 
eine  Anordnung  der  Ziffern  1234  Wir  greifen  Ton  den  4  Geraden, 
welche  durch  die  Faktoren  Ton  f^ip^i^Osr^i»  bezeichnet  werden^  3 
heraus,  etwa  «j^,  a,^,  ö,^  Die  Gerade  a,,  schneidet  (nach  (1))  a,p  und 
Ol,,  ist  dagegen  zu  a^^  windschief.  Daraua  folgt,  dafs  unmöglich  die 
Geraden  Of^,  «7^^  gleichzeitig  aowohl  in  «ner  Ebene  liegen  als  auch 
durch  einen  Punkt  gehen  können.  Da  dies  von  irgend  3  der  Geraden 
^1^»  ^sry  ^am  ^^1^;  sio^  2^®^  Falle  möglich:  Die  4  Geraden 
gehen  entweder  durch  einen  Punkt,  ^ladann  liegen  keine  3  Ton  ihnen 
in  einer  Ebene,  oder  sie  liegen  alle  in  einer  Ebene,  dann  können  nicht 
3  von  ihnen  durch  einen  Punkt  gehen.  Wir  sehen  im  ersten  Falle 
den  Schnittpunkt  der  Geraden,  im  zweiten  ihre  Verbindungaebeoe  ala 
das  geomebische  Bild  des  Detenninantenterms  Oi^diftfar^««  an.  Be- 
trachten wir  nnn  zwei  Terme  <^ip  <isp 'igr  ^4«  ^p^q^^Atf  ^^^i^^ 
durch  eine  einsige  Tranaposition  zweier  Kolonnenindices  in  einander 
übergehen.  Ein  jeder  Ton  ihnen  stellt  entweder  den  Schnittpunkt  oder 
die  Verbindnnp^sebene  der  Geraden  a^^  und  a^^  dar;  und  da  sie  nicht 
beide  daa  Nämliche  darstellen  können,  weil  sonst  alle  6  Geraden  Oi,, 

*%r»  ^A$f  öinÄnder  schneiden  würden,  während  doch  a,^, 

windschief  sein  soUeni  so  mnia  der  eine  Tezm  den  Schnittpunkt^ 
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der  andere  die  VerbindimgBebene  repnsentieren.  Ali  weitere  Folgenmg 
hkoM  ergieibt  sich^  dab  tqd  den  beiden  KlaMen,  in  welche  die  24 
Turne  Ton  |  a^^  \  zerfidlen,  die  eine  nur  Fnnkie^  die  andere  nur  Ebenen 
dantelli  Diese  12  Punkte  und  12  Ebenen,  mit  weLcben  alle  Schnitt* 
punkte  und  Yerbindungsebenen  der  16  (Seraden  erschöpft  sind,  stellen 
im  Verein  mit  dieeen  Geraden  die  Reyesche  Kf.  dar.  Die  Betrachtung 
dtB  «piadratischen  Systems  (a.^)  and  seiner  Detenninante  aeigt  nSmlich 
lofort,  dab  jede  Gerade  mit  3  Pmikten  und  3  Ebenen  inssident  isl^ 
dsb  die  in  einer  Ebene  gelegenen  Geraden  nnd  Ftnkte  ein  Toll- 
stindigss  Vierseit^  die  dmvh  einen  Punkt  gehenden  G^enden  imd  Ebenen 
ein  ToDstandiges  Vierkant  bilden.  Man  sieht  femer,  dafs  ein  Pmikt 
und  eine  Ebene  dann  und  nur  dann  inzident  sind,  wenn  die  zugehörigen 
Detenuinantcnterme  durcii  eme  einzige  Transpositioii  der  Kolonnenindices 
in  t.'iuaüder  übergehen.  Wenn  man  den  Term  Ui^a^^a^^a^^  durch  das 
emfiache  Zeichen  />^r.s-  ersetzt,  so  ergiebt  sich  also: 

Von  (Jen  24  Anofihinnffpn  äer  ZifJ'eru  123  4  stellen  die  swölf  der 
>inni  Klasse  Punhtr,  die  der  anderen  Klasse  Ehenen  dar.  Ein  Punkt 
'Uid  eine  EU^ne  sind  inzident,  nenn  dir  zngrhorieien  Ane^rdnungm  durch 
mc  einzige  Veriauschung  zweier  Elemeivte  in  einander  übergehen  (und 
Mr  dann). 

Anstatt  des  unter  (1)  beschriebenen  Systems  Ton  Geraden  kann 
man  auch  das  soeben  beschriebene  System  Ton  Punkten  nnd 
£bfliten  der  Betraehtong  an  Grande  legen  nnd  Ton  diesem  su  jenem 

gelangen. 

Im  Ansehlnls  hieran  lassen  sich  leicht  diejenigen  Eigenschaften 
der  Kl  ableiten^  welche  sich  auf  die  Anordnung  ihrer  Punkte  nnd 
Ebenen  zu  deamMien  Tetraedern  beaiehen  und  zur  hm^ugieiien  .SjC 
flduen;  doch  soll  hierauf  nicht  weiter  eingegsiigen  werden. 


m. 

Eine  einfache  Ki/natrukiion  eitles  Jleyesdien  iiysteins 

«II  I  «1»  ^14 


Sl 


»41 


^2ä  ''äS  '^24 
«» 

»4i  «4t  «44 


criiilt  man,  wenn  man  Ton  denjenigen  Geraden  ausgeht,  die  su  einer 
Qeraden,  s.  B.  Oj^,  windschief  sind.  Diese  müssen  zwei  Gruppen 
*u>  ^isf  ^u'i  'hu  «41  j®  ^  windschiefen  Geraden  bilden,  und 
jede  Gerade  der  einen  Gruppe  mul's  jede  der  anderen  schneiden,  so  dafs 
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also  die  Gruppen  den  beiden  Regelscharen  einer  Fläche  II.  Ordnung 
angehören.  Hat  man  die  ß  Geraden  den  angegebeneu  Bediuguugea 
gemaJk  gewählt,  so  folgt  tUe  ivuustruktion  der  Geraden 

«II  «t4 

Jede  von  ihnen  mufs  2  von  den  Geraden  a^o,  «is,  und  2  von  den. 
Oeraden  «jj,  agj,  a,j  schneiden,  und  da  diese  4  Geraden  ein  windschiefes 
Viereck  bilden,  so  mufs  die  gesuchte  Gerade  eine  Diagonale  dieboa 
Vierecks  sein.  Um  die  hierbei  noch  verbleibende  Zweideutigkeit  zu 
beseitigen,  hat  man  noch  eine  Festsetzung  darüber  zu  treffen,  ob  für 
das  zu  konstruierende  R  eye  sehe  System  {n^^)  die  positiven  Glieder  der 
Determinante  [a-^l  Punkte,  die  negativen  Ebenen  reprii rentieren  sollen 
oder  umgekehrt.  Jede  dieser  Festsetzungen  führt  zu  einem  bestimmtea 
Rey eschen  System.  Es  genügt^  dies  für  die  eine  zu  zeigen.  Verfügen 
wir  also:  Die  positiven  Terme  von  jo.j^l  sollen  Punkte  repräsentieren. 
Dann  mufs  z.B.  die  Gerade  Og,  durch  den  Schnittpunkt  v m  a^^  und 
rt^j  luid  durch  den  von  a^^  und  gehen;  sie  liegt,  so  bestimmt,  auch 
in  tier  Verbindungsebene  von  a,5  und  «j,  und  in  der  von  c/,,  und  a^^. 
In  derselben  Weise  bestimmen  sich  alle  Geraden  (4),  und  man  erkennt 
leicht,  dais  tlie  bisher  konstruierten  Geraden  den  vorgeschriebenen  Be- 
dingungen genügen.  Nun  sclimtdin  die  Geraden  Oj,,  a^,  a^^  einander; 
in  einer  Ebern'  aber  liegen  sie  nidd,  weil  die  durch  a,j  bestimmte 
Ebene  noch  die  zu  windschiefen  Geraden  (^^^,  a^j  enthält.  Also 
gehen  o,,,  a,,,  durch  einen  Punkt.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich, 
dafs  in  der  Determinjuite  von  (4)  jeder  der  3  positiven  Terme  einen 
l'uükt  als  Schnitijjujikt,  jeder  d*^r  3  negativen  eine  Ebene  als  Ver- 
bindungsebene der  durch  seine  i  akioren  bezeichneten  Geraden  liefert. 
Nun  hat  aber  jeder  positive  Term  mit  jedem  negativen  ein  Element 
gemein,  und  es  ist  daher  jeder  von  den  3  Schnittpunkten  mit  jeder 
der  3  Wrbinduiigsebenen  Inzident.  Daher  müssen  sich  die  3  Ebenen 
in  einer  deraden  8<!hneiden,  welciie  auch  die  3  Punkte»  enthiilt.  Diese 
Gerade  ist  die  einzige,  welche  die  \)  Geraden  {4)  samLlich  sehneidet; 
sie  haben  wir  daher  für  a.,  zu  wählen.  Endlich  ergiebt  sich,  dafs 
auch  die  letzte  Beditiu'iiiiL^  eiiüilt,  dafs  nämlich  (^^^  gegen  Oj^,  Ojj,  0,4, 
«^1,  «.jj,  a^^  wiudscliiei  ist.  Die  Geraden  und  a^^  z.  B,  sind  wind- 
schief, weil  sie  beide  die  3  windschiefen  Geraden  a^,,        a^,  schneiden. 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  a,.,,  a^^  mit  P,jj  (i, Ä;  =  2, 3, 4), 
so  haben  die  5  Punkte  P„,  P,,,  Pjj,  Pj„,  aUgemeine  Lage,  d.  h. 
keine  4  toh  ümen  liegen  in  einer  Ebene,  nnd  man  kann  die  Kon- 
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ftroktion  in  dar  Weise  beginnen,  dafs  man  diese  ö  Punkte  in  allgemeiner 
htgdf  im  übrigen  willkürlich,  wählt.  Alsdann  sind  die  Geraden 
a,,  (i  =  2,  3,  4)  bestimmt  und  die  Konstruktion  ist  wie  oben  fortzusetzen. 
Nim  leochtet  ein,  dafs  jede  lineare  Transformation  (Kollineation  oder 
K&rrHatiün)  ein  Rejeechee  System  wieder  in  ein  solches  ttberfUhrt;  ans 
dm  letBton  Beenltaton  aber  ergiebi  sich  mittels  bekannter  SchlllBBe, 
iaf$  omgekefart  gu  mm  Beyesihm  Sysiemm  (a^i),  (b^^  Ms  eine 
äimmk  Uneare  TVanrfwnuttion  ^Mri,  wMe  jede  Gerade  m  die 
(dacb  dieselben  Indioes  beieicbnete)  Gerade  b^^  überfährt  Je  nachdem 
die  die  Puücte  der  KL  beseichnenden  Terme  der  Determinanten  \ag,^\, 
,(^1  gleichee  oder  yerechiedenes  Voneichen  haben,  iat  die  Transformation 
«ins  Kollineation  oder  Korrelation. 

rv. 

Hienaeh  ist  aüch  die  geometrieehe  Bedeuking  der  1152  FermidaHonm 
UsTy  welehe  ein  Reyesches  System  {an)  in  sich  flberf&hren:  eie  werden 
dM  ebenso  Tide  ToUig  bestimmte  lineare  Trans formaüenen  verteirMichtf 

und  zwar  diejenigen,  welche  das  Vorzeichen  der  Determinante  (a,*) 
ungeandert  lassen,  durch  Kollineationen,  die  andern  durcli  Korrelationen. 
Die  ersteren  uamlich  tiihren  die  Punkte  der  Rey eschen  Kf.  in  ein- 
ander Aber  und  ebenso  die  Ebenen,  die  letzteren  vertauschen  die  Punkte 
mit  den  Ebenen.  Wir  bezeichnen  diese  Trauötormationen  durch  die 
Permutatiüuen,  welche  sie  unter  den  Geraden  l)ez.  unter  den  Zeilen 
und  Kolonnen  des  H  ey  eschen  Systems  hervumifen  ((2)  und  (3)).  Es 
ist  sehr  leicht,  nach  dieser  Bezeichnung  einen  Überblick  zu  gewinnen 
über  die  Einteilung  der  Transtormation<»n  in  Typen  von  solchen,  die 
innerhalb  der  ganzen  Gruppe  ^  gleich  i)erecbtigt  auttreten.  Doch  soll 
diese  Einteiltmg  hier  nicht  in  allen  Einzelheiten  ausgeführt  werden. 

Die  Transformation  (^jr,)  ist  von  der  zweiten  Ordnung^  d.  h.  ihre 
iweimalige  Anwendui^  «rgiebt  die  Identität,  {^le^i)  kann  also  nmr 
Polar-  oder  Nullsystem  sein.  Nun  läfst  aber  {^1^^)  die  Geraden  von  ir, 
ni^[eftndert,  und  diese  geh&ren,  da  sie  windschief  sind  und  3  von  ihnen 
von  geschnitten  werden,  die  Tierte  aber  nicht»  keiner  ßegelschar  an. 
i^iZf)  kann  also  nicht  Polarsystem,  sondern  nur  Nullsystem  sein.  Man 
kann  dies  auch  daran  erkennen»  daCi  (^1^2)  jedes  Element  (Ponkt,  Ebene) 
der  Kf.  in  ein  mit  ihm  imddentes  fiberführt  und  die  Punkte  der  Kf. 
niefat  alle  anf  einer  Fliehe  II.  0.  galegen  sind.  So  erfaflt  man,  den 
6  Zeilen-  nnd  6  Kolonnenpermutationen  entsprechend,  13  Knllsysteme. 
Jedes  Knllsystem  ist  bekannilich  eine  ,^eigenäich&*  TransformaHm, 
d.  h.  die  bei  der  analytischen  DarsteUang  anftrstende  Transfomations- 
dfltenninante  ist  positiv.  Daher  mGssen  aaeh  allen  aus  beliebig  vielen 
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Zeilen-  und  KolüimeutriiuHptisitKHien  resultierentleu  l'enuutHtioueü  eigent- 
lichp  Transtormationpii  entsprechen.  Das  nind  aber  die  sämtlifhfn 
(unter  (2)  dargestellten)  Permutationen  der  ^^ruppe  S.  Um  zu  zeip;rn, 
dafs  die  übrigen  (unter  (3)  bezeichneten)  Permutationen  timigetUlichai 
Transfijrmaiwnen  entsprecbpTi ,  bat  man  dies  nur  für  eme  von  ihnen 
nachzuweisen;  denn  aus  duser  einen  ert^eben  sich  durch  Zusammen- 
setzung mit  allen  I^ennutationen  (2)  alle  Femnitationen  (3).  Nun  stellt 
sich  aber  die  Transformation  zweiter  Orduuug  {z^f\Mz^c^){e^r-,)is ,c^, 
welche  a,k  nnd  at,  vertauscht,  mdem  sie  die  mit  einem  Punkt  oder 
einer  Ebene  inzideuten  (leraden  «ii«m^'3.j^^u  ^  ^"^^  überfubrt,  als  eine 
zentrisch  involutorische  Verwandtschaft  und  damit  als  uneigeutlicUe 
Transformation  dar. 

V. 

Die  S  Geraden  der  Zeilen  und  z^  wer^li n  lun  b  das  N!ills\8tem 
{z^z^  nicht  verändert,  gehören  mithin  einem  Iiii*  ;n>  n  Kiiinjilex  im  Die 
durch  die  Nullsysteme  (z^s^  und  (z^z^  ItHstmmiten  Komplexe  hii'uen 
eine  lineare  Strahlenkongmenz  p;emein.  Die  4  deraden  von  Sy  gehören 
dieser  Kongruenz  au,  nnd  sie  bestimmen  dienellje,  da  sie  in  keiner 
Regelschar  enthalten  sind.  Wir  lipzeicbuen  diese  Kont/rnpnz  mit 
und  allgemein  die  durch  die  Oera  li  n  von  Zi  bez.  bestimmte  Kuiibri  upnz 
mit  Zi  bez.  d.  Da  die  K'  n^ii  ienz  in  den  durch  die  Nullsvstoiiu* 
(j?,«g),  {z^z^,  (^5^4)  bestimmten  Komplexen  1  utlialtm  ist,  so  lälst  jede 
der  6  Transformationen,  welche  nur  die  drei  letzten  Zeilen  permutieren, 
jeden  Strahl  von  Z,  ungeändert.  Die  KoUineation  {z^z^z^\  untcimrft 
die  Funkte  eines  stdchen  Strahles  einer  cyküsch-projektiven  V  ertauscbung 
von  der  Ordnung  3.  Die  Doppelpunkte  einer  solchen  Projektivität  sind 
bekanntlich  konjugiert  imaginär,  dasselbe  gilt  daher  auch  von  den 
Directricen  der  Kongruenz  Zy.  Die  Strahlen  von  Z^  ertülleu  den  ganzen 
reellen  Kaum  in  der  Art,  dals  jeder  Punkt  auf  einem  und  nur  auf  einem 
Strahl  von  Zy^  liegt.  —  Gleiches  gilt  für  jede  der  Konjj;rurnzen  Z,  und  C,-. 

Zwei  Kongruenzen  Z,  (zivei  Kongruenzen  Ci)  können  einen  rffUt'yi 
Strahl  nicht  gemein  haben:  Nehmen  wir  an,  Z^  und  Z^  hätten  die  reelle 
Gerade  g  gemein.  Dann  lälst  jedes  Nulls}stem  (ZiZk)  diese  Gerade  un- 
L^eänd^^rt,  so  dals  g  auch  den  Kongruenzen  Zg  und  Z,  ;uitj;*'li<  rt  g  ge- 
hört ebenso  zu  der  Konerueuz,  welche  die  durch  die  NulUysttMiif  (ZyZ^) 
und  (z^z^)  bestimmten  Komplexe  gemein  haben.  Diese  beiden  Null- 
systeme sind  vertauschbar  (liegen  in  Involution),  und  die  aus  Wmm 
koinpouierte  iiivolutorisohe  KoUineation  iZlZ^){Z^Z^)  ftlhrt  jede  (icraili- 
der  zuletzt  erwähnten  Kongruenz  in  sich  selbst  über,  uiem  sie  die 
Punkte  der  Geraden  involutorisch  paart.  Auf  diese  Weise  wird  durch 
jede  der  3  KoUineationen  {s^g^)iz^g^)f  {zt^i^iz^ej,  C'i'JC'a't) 
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den  Punkten  Yon  g  eine  InTOlntion  hexrorgerofon;  die  drei  InTolntionen 
«nd  unter  einnnder  ▼ertauBehbar,  und  dae  Produkt  sweier  Ton  ihnen 

ift  die  dritte.  Nun  ist  bekannt,  daTs  unter  drei  miteinander  Terfanuch- 
baren  reellen  Involutionen  in  einem  reellen  Gebilde  erster  Stufe  stets 

zwei  sind,  die  reelle  Doppelelemente  besitzen,  während  die  dritte  kein 
reelles  Doppelelenient  besitzt.  (Ihiuiielt  es  sieh  um  Involutionen  unter 
den  Punkten  eines  Kegelschnittes,  so  bilden  die  drei  Involutionszentren 
ein  Poldreieck.)  Im  vorlip<5enden  Falle  ist  aber  die  Realität  der 
Doppelelemente  bedingt  diirch  die  Realität  der  Directricen,  weiche  zu 
den  durch  die  Inv(»luti(in»'ii  fr,r.,H^g^^).  (z^z^{z^e^,  (z^z^Ms^j^^  he- 
stinimteu  Kungruenzeu  ^eliüren.  Dafs  diese  Directricen  sänitlieh  ima- 
ginär siirl,  würdf»  durch  nähere  üntersuchunj(  gezeigt  werden 
können.  Ulme  weiteres  aber  leuchtet  ein ,  dafs  zwischen  den  drei 
Kon^nieuzen  kein  Unterschied  hmsichtlich  der  Realität  itirer  Directricen 
bestehen  kann,  da  durch  die  Transformationsgruppe  @'  mit  den  Zeilen 
auch  die  Kongruenaen  und  ilire  Directhcen  Tertauscht  werden.  So 
führt  die  Annakme  einer  reellen,  den  Kongraenzen  Z^^  gemeinsamen 
Geladen  m  einem  WidefBpmch. 

VI. 

Die  weiteren  Untersuchungen  werden  wesentlich  erleiefatert»  wenn 
man  die  Ton  Staudt  begründete  Theorie  der  imaginären  Elemente 
n  Hilfo  nimmt.  —  Im  Annofalnre  an  den  anletat  gefülirien  Beweis  be- 
m«k{n  wir,  (Üii/i  etm  dm  Kon^fniauen  Z^^  Z^  gemeinsame  Gerade  auA 
wid  eMMN  redien  Punkt  enAaUen  kann.  Denn  durch  einen  reellen 
Paukt  geht  nur  ein  Strahl  der  Kongruenz  Zi,  und  zwar  ein  reeller, 
weklier  also  nicht  zu  Z^  gehören  kann.  Die  Direetricm  einer  Kon- 
graenz  Zt{Ct)  sind  windsehief.  Die  8  Directricen  von  Z,, sind 
«Ue  windschief;  denn  wenn  etwa  zwei  zu  Z^  bez.  Z^  gehörige  Directricen 
lieh  achnitton,  so  würden  die  beiden  andern  sich  in  dem  conjugiert 
inagnureu  Punkie  schneiden.  Die  Yerbindungsgerade  der  beiden 
Punkte  wire  eine  reelle,  und  Z,  gemeinsame  Gerade.  —  Wir  be^ 
tnebten  nun  die  Kongruenzen  Zj  und  C^.  Die  Directricen  Ton  Z^{C\) 
lind  Leitstrahlen  der  durch  a^^y  a^,,  a,^  (a,,,  o,,,  a^^)  bestimmten 
Begelachar,  gehören  also  der  durch  Ojj,  Oji,  a^^  (a^,,  aj,,  0,4)  bestimmten 
Regelschar  an.  Daher  müssen  die  Directricen  von  von  den  Direc- 
tricen von  geschnitten  werden.  Dasselbe  ^ilt  von  jedem  Kongruenz- 
paar  Z,,  C*.  Daher  gehören  die  Directricen  von  Zj,  Z^  einer  Regel- 
schar H\  die  von  (,\, C4  der  zugehörigen  Leitschar  R"  an. 

Dio  Directricen  von  Zj  Gehören  als  Strahlen  der  von  a^^y  «jj,  a^, 
Wstimmten  Regelschar  auch  der  Kongruenz  C|  an.    Aligemein  ergiebt 
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■ieh:  Die  Diradrioem  Ton  jedear  Kongraeoz  Z,(C,)  sind  in  jader  koii- 
graenz  enthalten.   Hieraus  folgt  weiter:  Die  Kongruengm  Zi 

koitm  die  Geradm  der  Bßgelsehar  R",  die  Kotignieiuen  d  dk  SMim 
dar  mtgMri^m  XetiMar  K  gemmm.  Die  Flädie  P  gweikr  Ordmmff, 
wddie  diese  BegeUdtarei^  enUUSi,  ist  imaginär. 

Die  Diieefaicen  Ton  Zt  und  Ca  bilden  ein  windschieÜBS  Ytereek. 
Die  Diagonalen  dieses  Yiereoks  sind  inbesng  auf  P  polar;  sie  sind  die 
einzigen  Geraden,  wdohe  Zt  und  Ca  sogleich  angehören,  und  sie  sind 
leelly  weil  die  Gegenecken  des  Yiereoks  ko^jngiett-imaginJfar  sind.  Eine 
Ton  ihnen  ist  die  Gerade  ait,  die  andere  sei  mit  o/jt  beseichnet  c,*— i, «). 
Da  das  Polarsystem  der  Flfiche  P  die  Geraden  a.«  und  alt  Testanseht, 
BO  ist  (a'n)  ein  Reyesches  System,  es  heifsi  das  zn  (an)  „conjugierief* 
SgStem.  Da  beide  Systeme  reell  suid,  so  stellt  das  Poknystem  ron  P 
eine  reelle  IVansfonnation  dar.  Die  Zeilen  und  Kolonnen  von  (a^) 
bestimmen  dieselben  Kongmenzen  wie  die  des  ursprünglichen  Systems. 
Yon  {a'ik)  ausgehend,  gelangt  man  daher  zu  dendiben  FlSdie  P  und 
erhalt  {an)  als  konjugiertes  System.  —  Die  zu  {a'n)  gehörige  Trans* 
fbrmationsgruppe  ist  mit  der  sn  {an)  gehörigen  Gruppe  9t  identisch; 
denn  man  erkennt  sofort^  dafb  jede  Transformation  Ton  9t  die  Geraden  o,-» 
in  derselben  Weise  wie  die  Goaden  peimutiert 

Die  Operationen  Ton  9t  transformieren  die  Fliehe  P  in  sich,  die 
Operationen  Ton  @  führen,  da  sie  nur  die  Zeilen  (Kolonnen)  und  daher 
anidi  die  Directricen  der  aus  ihnen  hervorgehenden  Kougruensen  unter 
einander  vertauschen,  jede  ^  Begelschoren  B,\  R"  in  sich  ftber,  die 
fibrigen  Operationen  von  9t  vertauschen  die  beiden  Begdsehairen.  Die 
Geraden  der  llegelschar  J{\R")  werden,  da  sie  den  4  Kongruenzen 
Ci{Z)  zugleich  angehören,  von  den  Operationen  der  Gruppe 

@' (©  ')  >ueht  verändert. 

Es  stellt  sieh  also  9t  als  Untergruppe  einer  Gruppe  ^  dar,  be- 
stehend aus  den  sämtlidien  Operationen,  welche  die  Flache  IL  0.  P 
unverändert  lassen.  In  f  hat  man  eine  Untergruppe  Q  vom  ^dez  2, 
bestehend  ans  den  Operationeu,  welche  jede  Regelscharen  von  P  in 
sich  flberflihren.  O  endlich  hat  zwei  Untergruppen  Q',  Q",  von  denen 
die  eine  jeden  Strahl  der  einen,  die  andere  jeden  Strahl  der  andern 
Begelschar  in  sich  fiberführt.  Die  Operationen  von  C  sind  mit  denen 
Yon  O"  vertauschbar,  und  jede  Operation  von  O  lälst  sich,  und  zwar 
im  weeentlichen  nur  auf  eine  Art,  als  ein  Produkt  aus  einer  Operation 
von  Cl'  und  einer  solchen  von  C  darstellen.  Die  Gruppen  9i,  ©,  8',  8" 
sind  bez.  in      D,  D',  X\"  als  Untergruppen  enthalten. 

Charlotten  bürg,  im  Februar  1901. 
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Von  Paul  Schafheitldi  in  Berlin. 

Von  Henii  IfuiwitrM  ist  bewiesen  wr>r(l<»n,  dafs  die  sämtlichen 
Nullstellen  der  Besselsi  heu  l  unktioneu  erster  Art  J" (j)  für  reelle  positive 
Indicrs  reell  sind;  über  deren  Liige  habe  ich  kiir/lich*)  Genaueres  zu 
ernnttein  vorj?)icht,  ebengo  wie  iilier  die  der  reellen  Wurzeln  der 
BesselsclieTi  ["'uüktionen  zweiter  Art  Y"(.r].  Andere  i^rgebuisse  über  die 
Xnllstellen  der  Funktionen  F"(  r  ,  s|iezie|]  ilber  deren  Realität,  sind  mir 
nicht  bekannt.  Die  Sache  liegt  bei  der  F  unktion  Y^^x)  insofern  etwas  ver- 
wickelter, als  dieselbe  kpine  eindeutige  i  iiuktnm  wie  t7''(:r)  ist,  sondern 
eine  mehrdeutige  i<'iuiktioa  mit  unendlich  vielen  Werten  wie  der  Logar 
riÜuuus.   Es  ist: 


/ 


(1) 


^-1 


wo  V  di«  bekannte  Ganfsselie  Truueendente  bedeutet  Wie  derjenige 
Wert  des  Logaritbmn^  woittr  du  Aigoment  Ton  x  zwiselien  —  und 
+  X  liegt,  der  Hnnptwert  genannt  wird,  so  will  ich  denjenigen  Wert 

von  Y*{x)j  wofür  das  Argument  von  x  zwischen  —  ^  und  -f-  g 

den  Hanptwert  nennen;  vom  Hauptwerte  des  Logaiithmna  nnteracheiden 


1)  Über  die  Nqllatdlen  der  Besteladien  Funktion.    Math.  Ann, 

266. 

2)  Die  Nuilritcllcu  der  Be  stiel  sehen  Funktionen.  Joum.  für  reine  u.  angew. 
M»lh  122,  899—321. 


1^  PAtit  ScuAyueiTLiM: 

sich  alle  Qbrigen  um  ganze  Vielfache  Ton  2art;  etwas  Ähnliches  gilt 
fBr  T'*(x).   Sefast  man: 

X  =        =  p(co8^  +  i  sin  #}, 

so  fo]gt  ans  (1): 

r-fe«  +        1)- 1  r«fe^)  -  2a-(^, ) 

mid  allgemein: 

(2)  Y" ( Q,  w< ;r  +  ^)  =  (  -  1 ) ""•  {  Y"  ((>,  ^)  -  2 iJ'  {q,  i^)  | . 

Mau  erkennt  hieraus,  dafs,  abgesehen  vom  Vorzeichen  der  Fnnk- 
tionen  mit  nng^radem  Index,  alle  übrigen  Werte  von  dem  Haupiwerte 
sich  um  gauz/,Hhli|2;e  Vielfache  von  2iJ''(jr)  untprschei(]en. 

Hier  will  ich  nmi  zeijjren,  dass  die  Huuptwerte  der  Funktionen 
y(x)  nnd  F'(y  )  kt  iiu*  komplexen  NuHstellen  haben. 

Die  Dtifereutialgieichong,  der  die  beiden  Funktionen  J^i^pc)  und 
y'*{x)  genügen,  lautet: 

sie  kann  leicht  transformiert  werUeu  in: 

und  durch  Verwandlung  des  Aiguments  in  rxi 

Bedeutet  .s  einen  TOn  r  Terschiedenen  Pu^meter,  bildet  man  die 
der  letzten  Gleichung  entsprechende  für      multipliziert  ^«d|>Biw  die 

Gleichung  fOr  YxZ'^irx)  mit  Z*{8x)  und  umgekehrt,  so  erhalt  man 
durch  Subtraktion  beider  Gleichungen: 

und  hieraus: 

\x  Z\tx)  ^i^^-xZ*(ax)  ^^^'fl  -  (r*  -  s«)  j*x  Z*{rx)Z»{8x)dx. 

« 

Benutet  man  die  für  beide  Besselsche  Funktionen  gütige  Formel: 
so  erhält  man: 

b 

fx  Z'^ii'x)  Z''{sx)dx 

(3)  •  <  ^ 

-  ^zri*[rxZ\$x)  Z''+\rx)  -  sxZ''(rx)Z''+\sx)j^' 
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Dies«'  Formel  rührt  von  Lommel*)  her;  wählt  niaa  unendlich  als 
Integfrations^enze,  so  dürlen  /  ./  und  sr  keine  kumplexen  Werte  üu- 
nehiiien;  wählt  man  Null  als  Integrations^eu/e ,  iliirt'ea  nicht  heide 
Funktionen  Z"  Funktionen  zweiter  Art  sein,  sobald  n  \  ist,  wie  an» 
den  Entwicklungen  (1)  folgtj  im  übrigen  können  die  Grenzen  beliebig 
gewählt  werden. 

Ist  M  —  0,  80  folgt  aus  (3)  mit  Rücksicht  auf  (I): 

l'xJ'{rx)J<'(sx)dx  -         [rJ'{»)J\r)  -  »J\r)  J'(s)}, 


0 

I 


(xY-ifx)  y»(sx)rf*-^.l^,(ry(s)r'(r)-,r'(r)r'(»)-}.log^] . 

Von  nun  an  sollen  r  und  s  zwei  konjugierte  komplexe  Gröfsen 
bedeuten;  es  soll  also 

r  =  (p,^)  und       ((>,  -  ^) 

amii;  ist  aUdann  r  eine  Nullstelle  von  Y^{x)y  so  folgt  aus  (1),  dafs 
aadi  s  eine  Nnllstelle  derselben  Funktion  ist  Wählt  man  diese  Werte 
von  r  und  s  in  der  letzten  Formel  (4),  so  ergiebt  sich: 


1 


(5)  _/;ir»(r«)  r«Md*^-,^.iog-;  --;ppt;5p,^. 

0 

Diese  Gleichung  kann  für  den  Hauptwert  von  1^  nicht  bestehen;  denn 
alsdann  ist  die  linke  Seite  positiv,  die  rechte  dagegen  negaÜT,  d.  h. 
der  Hamptweri  vm  Y^ix)  hat  keine  kompieaBen  NuUstdlen. 
Seist  man: 

so  folgt: 

1 

^xy'(rx)Y'(,x)dx—^^*l- 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  sich  der  obige  Satz  dahin  erweitem  läfst, 
dafs  Y^(x)  keine  komplexen  Nullstellen  hat,  deren  Argument  in  den 
positiven  oder  negativen  ungeraden  Quadranten  liegt. 

Wie  schon  erwähnt,  darf  in  (3)  für  höhere  Indices  die  Gb^n2e  Null 
nicht  gewühlt  werden;  um  aber  wenigstens  noch  fOr  Y^{x)  zu  einer 


1)  Zur  Theorie  der  Besse  Ischen  Fuukuuuen.   Math.  Ann,  14,  ö  10—539. 


136  Favl  ScBAniBiTLni: 

brauchbaren  Formel  zu  gelangen,  diflFerentiiere  man  die  letzte  Formel 
(4)  nach  r,  so  ergiebt  sich: 

1 

-Jx*Y\rx)  Y\sx)dx 

-  (JT^.  |r        y\r)  -  9  Y\r)  Y^is)  -  ^.  log 

Ist  nun  r  eine  NuUsielle  Ton  Y^{rj^  so  erhält  man  die  einfachere 
Formel: 

1 

-J* Y^{rx)  Y\sx)  dx 

Differentiiflrt  man  diese  Gleichung  UMsk  s  und  wählt  alsdann  s  als 
Nollstelle  tod  Y^{x),  so  folgt: 

Aus  der  Formel: 

ergiebt  sich,  wenn     eine  NuUsielle  von  Y*{x)  ist: 
Hierdnieh  wird  die  leiste  Gleichimg: 

(6;  ? 

Sind  nun  r  tind  s  wieder  die  konjugierten  Werte  (p,  0^)  und 

((»,  —  ■^),  so  ist: 

rs  =  p«,     H  +  s»  =      cos  2#,        -    =  2* p»  ein  2^, 


^uj ui.uo  uy  Google 


über  die  NuUsteUen  der  Besselttcben  Funktionen  zweiter  Art. 


137 


und  <•  wird: 

\*)  • 

Biese  Gleichung  kann  für  den  Hauptwert  von  Y^(x)  nicht  bestehen; 
die  Linke  Seite  ist  positiv,  die  rechte  dagegen  negatiT,  d.  b.  der 
HaupUveri  von  Y^{x)  hat  keine  kon^piexen  NullsteUen. 

Auch  dieser  Satz  läfst,  wie  man  sofort  erkennt,  die  Erweiterung 
SQ,  daTs  T^{x)  keine  komplexen  Nullstellen  hat,  deren  Aigoment  in 
den  poeitiTen  oder  negativen  ungeraden  Quadranten  liegt 

Berlin,  den  10.  Jannar  1901. 
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Uber  einen  zaMentheoretiächen  Satz. 
V<m  E.  Landau  m  Berlin. 

Die  Zabl*  30  hat  die  Eigenschaft,  dab  die  9  (SO)  -  8  unter 
ihr  liegenden  zn  ihr  tefleifremden  Zahlen  1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29 
sSmtlich  Primzahlen  sind,  wobei  1  zu  den  Primzahlen  gerechnet  wird. 
Von  den  Zahlen  x<dO  haben,  wie  man  sich  leicht  flbenengt,  nenn 
dieselbe  Eigenschaft,  dals  keine  imter  x  liegende  snsammengesetite  Zahl 
zn  X  teilerfremd  ist;  es  sind  dies 

d!-l,2,  3,  4,  6,  8,  12,  18,  24. 

Oberhalb  30  begegnet  man  aber  sni^hst  keiner  solchen  Zahl,  so  dafii 
man  sn  der  Vcorrnntong')  geführt  wird: 

Es  giebt  keine  Zahl  x  >  30,  für  welche  die  9  (x)  zu  x 
relativen  Primsahlen  <  x  absolute  Primsahlen  sind. 

Wenn  x  eine  Zahl  der  verlangten  Art  ist,  so  geht  offimbsr  jede 

Primzahl  p  <  Yx^in  x  auf;  demi  sonst  wäre  ja  j^ejjen  die  Voran SBotzimg 
/j'  eine  zu  x  teilerfremde,  unterhalb  x  liegende,  aber  dennoch  zusm  t  u  men- 
gesetzte Zahl.  Ist  uniiTP-k^liTt  x  durch  jede  PrinizaiiJ  p  <  y x  teilbar, 
so  ist  jede  zu  x  teüeri'remde  Zahl  unter  x  Primzahl;  denn  sie  köunte 

nur  durch  Primzahlen  ^  Yx  teilbar  sein ,  ist  also  eine  solche  Prim- 
zahl,  da  schon  das  Produkt  zweier  ^x  wäre.  Also  ist  der  zu  be- 
weisende Satz  mit  dem  folgenden  Identisch: 

Keine  Zahl  x  >  30  ist  durch  alle  Primzahlen  <  Yx  teilbar. 

Unter  Benntsong  des  Tschebyscbef sehen  Satzes,  dafis  für  jedes 
ganze  oder  gebrochene  a  >  1  zwischen  a  und  2a  mindestens  eine  Prim' 
zahl  liegt»  ist  dies  sehr  leicht  beweisbar,  am  ein&chsten  wohl  auf  folgen- 
dem, abgesehen  Ton  einer  geringen  Modifikation  von  Henn  Maiilet^) 
angegebenen  Wege:  Es  seien,  der  Gröfse  nach  geordnet,  l^Pt^iP^^ 
Primsahlen  <y^imdp,+i  die  eiBte^l/^.  Da  x  dnidi  a,  a,  . . , 


1)  Vgl  de  BocquigDji  Intem^diaire  de«  HaibfoatieteiM  B.  tis,  1^. 
t)  Inteimtfdiaira  des  Math^tieieni  7,  S.  164,  1900. 
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also  durah  das  Produkt  PiP^'^-p^  teilbar  ist,  erhfilt  man  die  Un- 
^eiehimgen 

Naeh  dem  Taehehyscliefeehen  Satz  ist  aber 
alflo 

Pl  .^'Pf^tPf^lPpK^Pn  ^Pf-U 

aomit^  da  das  Produkt  der  drei  ersten  Primzahlen  bereits  S  Ubersteigt» 

P9-t^^f  Pf-i^ö,  Pe<7,  Pf^i<il, 

x<p}^i  <  121. 

Zwischen  30  und  121  giebt  w  aber  keine  Zahl  der  verlangten  Art; 
denn  aus  >  30  folgt  snccesslTe;  x  ist  durch  2,  3,  5,  also  durch  30 
teilbar,  also  >  60,  folglich  wegen  7*<60  durcli  7,  also  durch  210 
teilbar^  kann  daher  nicht  <  121  sein,  womit  die  Behauptung  allgemein 
bewiesen  ist,  da  ja  nach  dem  Obigen  höchstens  Zahlen  ^  121  das  Yer- 
langte  leisten  könnten. 

Aber  der  Tschebyschefäche  Satz  erfordert  zum  Beweise  seiner- 
seits Behl*  umständliche  Entwiekelnngen,  wie  alles  imt  die  Verteilung 
der  Primzahlen  Bezfiglicke;  er  war  auch  zuerst  von  Bertrand  verrnntet 
und  als  Postulat  angewendet  worden,  ehe  Tschebyschef  semen  Beweis 
fand.  £in  direkter  Beweis  des  am  Anfang  ausgesprochenen  Satzes  ist 
bisher  nieht  geliefert  worden  j  der  Zweck  dieser  Arbeit  ist>  einen  solchen 
m  fShren. 

Fol  der  Umstand  ermöglicht  einen  derartigen  Nachweis.  Während 
die  Anzahl  der  zwischen  zwei  Grenzen  gelegenen  Primzahlen  mit  diesen 
Grenzen  »ich  äufserst  anr^;dmäfiiig  ändert,  kann  man  mit  grofser  Ge- 
nauigkeit die  Anzahl  deijenigen  in  einem  Intervalle  (f  ...u)  gelegenen 
Zahlen  absch&tzen,  welche  durch  kein  von  1  verschiedenes  Quadrat  teil- 
bar, also  nur  aus  verschiedenen  Primfaktoren  zusammengesetzt  sind. 
Ihre  genaae  Anzahl  ist  bekanntlich^) 

2''^(*)([r.]-[;])=:.(«-o+Ä, 

wo  der  Fehler  R  höchstens  Ton  der  Ghrdisenordnang  Yü  ist    Doch  , 


1)  Hierbei  wird  die  untere  Orenze  t  nicht  zum  Intervall  gerechnet,  ünter  \y] 
wird,  wie  gewölmlicli,  die  grOfifee  nichi  obwkalb  y  gelegene  gerne  Zahl  ver^ 
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soll  hiervon  kein  Gebranch  gemacht  werden;  es  i^enflgt  vielmehr  fiir 
den  gefTenwärtiffen  Zweck^  eine  imtere  Grenze  für  die  Anzahl  der 
qiiadratfVei*  n  Zahlen  zwischen  (^«•xcl.)  und  t  find.)  zu  finden,  spezieil 
nachzn\vpis<'n ,  dafs  jene  Anzahl  von  einem  an}]^ebharen  t  ab  gröfser 
als  1  ist.  1)h  s('  Hilfsbefcrachtung,  deren  Zweck  sich  später  erg*l>en 
wird,  soll  vorweggenommen  werden .  um  den  Gang  des  nachfolgenden 
Beweises  nicht  unterbrechen  zu  müssen. 

Jede  nicht  quadratfreie  Zahl  zwischen  |  i  und  t  ist  durch  mindeBtens 

eine  der  Zahlen  2*,  3*,  4*,  . . [Yt]*  teilbar;  zieht  man  also  von  der 
Anzahl  [i]  —  [|(|  der  gansen  Zahlen     und  t  die  Anxahl  der  iwiflebeii 

|<  and  (  gelegenen  Vielehen  jedes  (v  —  2, 3, 4, , . (V^j)  ab,  so 
yerkleineirt  man  die  Anzahl  Q  der  qnadratfreien  2Wen;  denn  für  jede 
nicht  qnadiaifineie  Zahl  ist  ja  mindestens  eine  Einheit  (nimlich  die 
Anzahl  der  quadratischen  Teiler  der  Zahl)  Ton  der  Gesamtmenge  der 
Zahkn  des  Intenralles.  abgeaogen  worden.  Die  Anzahl  der  Vidiadiein 
ton  v'  zwischen  f  <  nnd  i  ist  aber 

also  erhält  man 

ivr] 

>i'-t'5r>-»^'-i'-«'(T-0-'^ 

>}«-i<(v-i)-y«-5-vJ', 

alM  >1  für  (^81,  da  M  für  (-81  dar  FaU  iit,  and  d>fiir<^81 

Ein  Blick  auf  die  Zahlen  <  Hl  zeigt,  dals  bereits  von  ^=11  an 
zwischen       nnd  t  mehr  als  eine  quadratfreie  Zahl  liegt. 

Nach  dieser  Vf)rbereihmg  gehe  ich  zum  Beweise  des  Satzes 
über.  Aus  der  Annahme,  dafs  für  ein  >  30  die  relativen  Primzahlen 
zu  X,  die  unter  x  liegen,  sämtlich  Primzahlen  sind,  ist  ein  Widerspruch 
herzuleiten.   Zuiuushst  lafiit  sich  zeigen,  dab  ohne  Beschränkung  der 
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iUgemeuüieit  x  ile  qnadnriftei  Toniugeeetst  w«rden  kuin.  AndereofaUa 
iit  Bimlich  das  Ptodnkt  {  der  Terwshiedioneii  Friiii&ktoi«ii  toh  x  auch 
10  beschafien, 

1)  dalfl  S  >  30  ist;  deoa,  wie  schon  auf  Seite  139  bemerkt  wurde, 
«iie  X  ämch  2,  3,  5,  7  teilbar,  |  also  auch; 

2)  dafs  die  unter  ^  liegenden  zu  |  teilerfremden  Zahlen  Primzahlen 
sind;  denn  sie  sind  erstens  <  ^  <  ./  und  zweitens  zu  jedem  Primfaktor 
TOTi  |.  also  zu  jedem  Primfaktor  von  j,  folglich  zu  x  teilerfremd,  daher 

Pnmzülilen. 

I  würde  also  mit  j  deu  Voraussetzungen  genügen;  aus  dem  nachher 
zu  erbringenden  Niicii weise  der  Nichtexistenz  eines  §  >  iJO  folgt  daher, 
•iiiib  kern  /  >  50  existiert,  so  daÜB  man  berechtigt  ist,  x  gleich  selbst 
als  quadratirei  anzuneiuiieu. 

X   ist  durch  jede   Primzahl  <  yx  teilbar,   also   durch  jede 

x.^)  d  sei  eine  solche,  dann  ist  j 
sine  ganze  Zahl  zwischen  Yx  und  x,  also  ^  ~  ^  ^^ue  ganze  Zahl 
iwischen  1  und  x^  i.  Dieselbe  ist  ni  teilerfremd;  denn  ein  ge- 
msinsamer  Primfiiktor  p  Ton  x  und  j  —ä  wflrde,  wie  sich  snoeessiTe 

sipebt,  X  —  cP^f  4p,  d,  j  teilen,  während  er  thatsachlich  in  ^  nicht  mehr 

Torkommt,  da  x  jeden  Primfaktor  nur  einmal  enthält.    Die  Zaiii  ^  —  d 

hegt  also  xwischen  1  und  x  ^  l  und  ist  relativ  prim  zu  Xj  sie  ist  also 
lisch  VorauBsetsung  Primzahl  (1  zu  den  Primzahlen  gerechnet).  Der 

Ansdmck  j  —  d^ti»  fVmktion  Ton  d  betrachtet,  nimmt  fBx  d<yx  mit 

wachsendem  d  ab,  da  der  Minuend  ^  abnimmt  und  der  Subtrahend  d 

«iehst,  und  zwar  erreicht  er  fttr  <i «  Yx  den  Wert  0;  nun  soll  aber 

d  eine  ganze  Zahl  und  sogar  ein  Teiler  von  x  sein;  der  Ausdruck  ^  —  d 

•nsieht  also  thatsfichlich  seinen  kleinsten  Wert  f&r  den  zunfichst  unter 

Yx  liegsndsn  Teiler  Ton  ar,  also  fttr  die  gröfste  quadratfreie  Zahl  unter 

Yx.  Dieser  kleinste  Wert  ist  eine  iranze  Zahl  >  1.  Der  zweit- 
kleinste Wert,  auf  den  es  allein  aukujumt,  ist  >  2  und   wird  für 

die  zweitgrofete   quadratfreie  Zahl  d   imter   Yx   erreicht.  Diesell)e 

liegt  aber,  wie  oben  bewiesen  wurde,  für  ^  =      ^  11,   x^  121 

oberhalh  jYx.   Ffir  diesen  zwischen  ^Yx  und  Yx  gelegenen  Teiler  d 

1;  Da  X  t£uadratfrci  ist,  ist  ^/x  für        1  urational. 
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Ton  X  ist  aber  die  nacli  dem  Obigen  nieht  in  x  aufgehende  und  Ton  1 
Tereohiedene  Frimsahl 

*  -  <<  <  j^—  I V*  -  a  - 1) v'*  -  SK'*  <  v^. 

Es  gäbe  also  oht'ihall)  1  und  unterhalb  eine  Primzahl,  die  j  nickt 
teilt,  gegen  die  Voraussetzung.  Für  >  121  entsteht  also  ein  Wider- 
spruch; es  giebt  also  oberhalb  121  keine  den  Annahmen  entsprechende 
Zahl;  da  es  auch  zwischen  30  und  121  keine  giebt,  ist  der  Satz  be> 
wiesen. 

Berlin,  den  14,  Dezember  iyu<>. 
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Zur  neuenm  Dreiecksgeometrie. 

Von  F.  Gaspasy  in  Charlottenbnrg. 

In  den  Untenachnnj^  Uber  die  neaere  Dreieckflgeometrie  wird 
dem  Lemoinesehen  Ponkte  nnd  den  beiden  Brocardeohen  Paukten 
eine  besondere  Bedeatnng  sugewieeen.  Zwischen  diesen  und  gewissen 
tadem  Punkten  des  Dreiecks  bestehen  merkwürdige  und  ein&che  Be- 
aehimgen,  welebe  den  Gegenstand  der  neueren  Dreieoksgeometrie  bilden 
und  unter  einheitlichen  Gesichtspunkten  von  den  Henen  J.  Neuberg^) 
und  A.  Emmerieb')  dargestellt  worden  sind. 

Du  geometrische  Besiehungen  mit  Hilfe  der  Grafsmann sehen 
Methoden  zu  Identitäten  filhren,  welche  in  den  Terschiedensten  Gebieten 
der  Mathematik  und  namentlich  in  der  Theorie  der  Thetslnnktionen 
tifolgreich  Turwendet  werden  können,  habe  ich  Tor  einigen  Jahren  Ter- 
flodity  die  neaere  Dreiecksgeometrie  mit  den  Grafsmannschen  Methoden 
IQ  behandeln.  Im  Verlatife  dieser  Untersuchungen  bin  ich  an  dem 
fiberraschenden  Ergebnis  geführt  worden,  dafs  ein  grofser  Teil  der 
Sätze  der  neueren  Dreiecksgeometrie  erhalten  bleibt,  wenn  man  den 
Lemoineschen  Punkt  durch  einen  ganz  beliebigen  ersetzt,  und  dals  die 
so  hervorgehenden  Sätze  eben  so  einfach  und  übersichtiich  sind,  wie 
die  entsprechenden  speziellen. 

Von  meinen  üntersuchnngen  und  deren  Ergebnissen  habe  ich  im 
Sommer  1899  memem  Freunde,  Herrn  F,  .lahnke,  Kenntnis  gegeben, 
der  diebelbeu  iii  drei  AbhanfHuns^en  weiter  geführt  hat,  von  denen  die 
eine  als  wissenschaitliche  Beilage  zum  Jahresbericht  der  8.  Realschule 
zu  Berlin,  Ostern  19(K),  Prfii^ramm  Nr.  124  nnd  die  beiden  anderen  im 
123.  Bande  des  Journals  für  reine  und  angewandte  Mathematik  bereits 
▼wöffentlicht  sind. 

Nachdem  ich  in  einem  an  Herrn  E.  Lern o ine  gerichteten  Briefe 
(KoQTelles  Annales  de  Math^matiques,  3"  sdhe,  t  XIX ,  Uiwner  1900 

1;  Roucbe  et  de  ComberouBse:  Trait^  de  GöonwStrie.  ftl*»»  ^d.  Pari«  1891 
p>  419-^5.  Kot»  m.  Snr  la  GWom^e  r^cente  du  triaagle. 

S)  Die  'Brocardfohen  Gebilde  aad  ihre  BetiebiiBgen  m  den  ▼erwaadten 
netkwfirdigen  Punkten  und  Kreiien  des  Draie«kt.  Berlin  1891 ,  Oeozg  Beimer. 
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p.  Ib)  einige  der  von  mir  gefundenen  Sätze  mitgeteilt,  iuit  ilen  L.  h'ipert 
meine  Untersuchungen  aufgenommen  und  in  bemerkenswerter  Weise 
vervollständigt.  Herr  Ilipert  liafc  die  Güte  gehabt,  mir  in  zwei  Sehreiben 
Tom  1.  September  und  28.  Oktober  19CK)  von  seinen  wichtigen  und 
schönen  Ergebnissen,  die  demnächst  in  diesem  Archiv  zur  VeröÜeut- 
lichung  gelangen  werden,  Kenntnis  zu  geben. 

Im  folgendeu  will  ich  mir  erlauben,  einen  Teil  seiner  und  meiner 
Theoreme  einheitlich  mit  den  (j  r  als  manu  scheu  Methoden  zu  beweisen. 
Zu  dem  Zwecke  schicke  ich  in  i?  I  eine  knappe  Darlegung  derselben 
voraus,  aber  nur  in  dem  Umfange,  ai  welchem  ich  von  ihnen  in  der 
vorliegenden  Arbeit  (gebrauch  mache,  und  verweise  für  ein  eingehenderes 
Studium  auf  meme  im  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik 
Bd.  92,  95,  ICX);  im  Bulletin  des  sciences  matheinatiques,  2*  sehe, 
t.  XI  und  t.  XIII,  sowie  neuerdings  in  den  Nouvelles  Annales  de 
Matlu'matiques,  3"  Serie,  t.  XVil  und  t  XVIII  veröffentlichten  Ab- 
handlungen. 

Die  im  folgenden  eingeführten  Punkte  7/,,  B^,  /),,  Z),  (§  2), 
J{  (  §  3):  0,  H,  N  (§  4);  C„  C,  (\  ^§  5)  gehen  in  dem  Sonderfalle, 
dnfs  der  beliebige  Punkt  X  der  Lemoinesche  Punkt  wird,  bez.  über  in 
die  Ecken  dei^;  ersten  Brocard sehen  Dreiecks;  die  liciden  Brocardschen 
Punkte;  den  Steinerscheu  Punkt;  den  Mitt»4jiiiukt  des  um  das  Dreieck 
^jjj beschriebenen  Kreises;  den  Knhenschnittpunkt;  den  Tarry sehen 
Punkt:  die  Ecken  des  zicclien  Brocardschen  Dreiecks.  Aufser  diesen 
Punkten  werden  novAi  andere,  wie  die  mit  S,  TT'',  Z,  1',  T  bezeichneten, 
eingeführt  und  ihre  gegenseitigen  Beziehungen  ciitv.ickelt.  Dies  ge- 
schieht, zur  VereinfacbTing  der  Rechnungen,  unter  möglichster  Ver- 
wendung von  Übertragungsprinzipien,  die  überdies  aus  den  vor- 
handenen Punkten  neue  hervorgehen  lassen.  Die  Aufstellung  der  Eigeu- 
ßchaften  und  Abliängigkeiten  dieser  Punkte  sowie  ihre  Erzeugung 
bildet  den  Gegenstand  der  nachfolgenden  Abhandlung. 

§  1. 

1.  Efl  Mien  A^f  Äff  die  Ecken  eines  Besngsdreieeks  und  X  ein 
beliebiger  Ptnkt  in  der  Ebene  desaelbeD.  Stellt  man  den  Punkt  X 
dnndi  den  Aiudniek 

(a-,  +  j:,  4- a:,)  X  —  afj     -f  .  ylj  4- «8-4, 

ii;ir,  sr»  l»p(i(Mitt'i!  du'  Koeffizienten  .r,  ,  v.,,  j.,  die  Flachen k'uir'linaten 
desselben;  d.  ii.  ,  .1:^  sind  i[»'n  lacheumiiaileii  (h'r  Dreiecke  X.i^A^, 
XA-jA^.  AM,.!.,  und  die  Summe  .>\-\-a;^-^x^  ist  dem  Flächeninhalte 
des  Bezugsdrei ecks  Ä^A^A^  proportional. 
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2,  Geht  der  Punkt  X  in  den  Schwerpunkt  0  des  Dreiecks  Ä^Ä^A^ 
über,  so  sind  die  Dreiecke  GA^A^,  GA^A^,  ^ ^ i .4,  flacheiigleich.  Dem- 
gemüDs  wird  <fer  Schwerpunkt  des  Dreiecks  A^A^A^  durch 

dargestellt. 

3,  Liegt  der  Punkt  X  auf  einer  Dreief^ksseite,  etwa  als  Punkt  0 
waf  A^A^i  Bo  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  OA^A^  gleich  Null,  während 
du  Dreieek»  A^AfA^,  OA^A^,  OA^A^  bei.  den  Liagen  A^A^,  OA^, 

AgO  proportional  sind.  Daher  wird  der  auf  A^A^  Uegmäe  PuM  0 

durch       

A^'O'^OAtAi^AiO'A^ 

dargestellt    In  dem  besonderen  Falle,  dafs  0  in  den  Mittelpunkt  M 

Ton  A^  rückt,  wird  ÄiO=  OA^f  und  daher  erhält  man  als  Axtsdruck 
für  den  Mittelpunkt  M  von  A^Af 

2    ~-  Ai  A^, 

4,  Da  A^Ö  -\-  OA^^  AiAf  is^  nimmt  der  Ausdruck 

A^'O^ÖA^'A^  +  Ä^'A^ 

«neh  die  Form 

3^0.  (0  -  J,)  -  Oi,  (A^  -  0) 

an.  Differenzen  von  der  Form  0  —  A^  steUen  nach  BiMungt  lUeh- 
iumgttkm  nad  Likig$  Tehioren^)  dar;  0  —  A^  einen  Vektor,  der 
in  At  beginnt  nnd  bei  0  endet  Wenn  daher  0,  A,  P,  B  vier  Punkte 
bedeuten,  die  nieht  in  einer  Geraden  liegen,  so  sagt  die  Olüehung 

0-A^P-B 

moM,  dab  dia  Strecken  AO  nnd  BJP  parelle],  ^ich  gerichtet  nnd  gleich 
lang  sind.   Ebenio  eegt  die  allgemme  Gleiehnng 

aus:  1.  dafs  die  Strecken  AO  und  JJI'  parallel,  2.  dafs  sie  gleiohp  (uler 
entgegengesetzte  Richtung  haben,  je  nachdem  A  positiv  oder  negativ 
ist,  3.  dafs  die  Lange  der  Strecke  AO  sich  ziu:  Länge  der  Strecke  BF 
wie  l  :  1  verhält. 

b,  £&  seien  K  und  L  durch 

(a-ß)L^uA-ßB 


1)  Vgl.  meitie  AbhaBdlnng  in  den  NoOTettes  Annalei  de  MatbAnatiquei, 

•(«rip.  18,  248 

Azehlv  dar  MaUMioAtik  und  Pbjtik.  III.  Il«Uw.  J.  10 
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definierte  Punkte,  dann  folgt 

laiK-~A)  =  ß{B-K), 

Uieraut»  ei^iebt  sich  fUr  die  strecken  AK,  Kß,  AL,  BL 

1  a^AL-^ß'BL 

oder 

AK:KB^  ALiBL. 

Aus  diaspr  Pr()jK)rtion  or^;iobt  sich,  ilal's  die  vier  Funkte  A,  ^ 
Bf  L  vier  harmonische  I'unkte  sind.    Daher  folgt; 
Die  beiden  simultanen  Ghichumjen 

\  {a-ß)  L~ttA-ßB 

sagm  aus,  dafs  diu  vier  Pukkte  A,  B,  K,  L  auf  einer  Oeraden  Hegen 
und  vier  hofmonisehe  Punkte  sind.  Zugeordnet  sind  A,  S  und  K,  L. 

6«  Der  in  Nr.  1.  anf^Mtellte  Ansdrack  für  X  l&lkt  sich  dadarch 
Tereinfaelien,  dafs  man  ihn  durch  ar^  +  +  ^  dindieri  Wenn  man 
diele  Tereinftchte  Form  fOr  die  drei  Punkte  P,  Q,  E  bennti^  so  kann 


g  -  ^,  +  +  ^  (tft  +  fft  +  &  1) » 
R  -       +  r^A^  +  r,         (r,  +  r,  +    -  1). 

Multipliziert  man  P  mit  Q  und  ersetsEt  die  Produkte  A^A^,  -^i-^ 
{Xy  /.-  =  1,  2,  3;  /  ^=  /.-)  dnzch  die  Ausdrücke  [^,^.1,  [^^^J^  ^®  man 
den  Bedingungen 

\AM  =  0,     [^..4,1  =  -  [^,^,] 
unterwirft^  so  erhalt  man,  wenn  man  mit  [PQ]  den  anf  diese  Weise 
aus  P<^  hervorgehenden  Ausdmck  bezeichnet: 

wobei  zur  Abkürzung 

^4*  =  l^iS*  -  i>*2<       («,  Ä     1,  2,  3i  *  4= 

gesetat  ist 

In  derselben  Weise,  wie  man  aus  dem  Produkt  TQ  den  Ausdruck 
[P(^]  erhält,  gelangt  man  von  dem  Produkt  P^i2  zu  dem  Ausdruck 
[P(^i?j,  uud  zwar  findet  man 

;>i  Vi  Pi  I 


♦"i  »-f  »-3 


7.  Die  Ausdrücke  [P^J  und  [r(^Il\  werden  äufsere  Frmlukfe  und 
der  Algorithmus,  durch  den  sie  hervorgehen,  ün()>ert'  Multiplilalion  ge- 
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niimt  Dm  die  äa&ere  Ifoltiplikation  eharokterisieraide  Fimktioos- 
leiehen  ist  die  edeijfe  Klammer:  [  ]. 

Die  Eoeffisienten  gn,  die  anf  der  reditan  Seite  des  Ansdraekee 
flir  [PQ]  Torkommen,  sind  den  LBngen  der  Lote  proportional,  die 
▼on  den  £cken  dee  BeBogedreieekB  auf  die  Gerade  FQ  gefallt  werden 
kflimien,  also  den  Eooidinaten  dieser  Geraden.  Daher  sIdU  [FQ]  die 
dmdt  die  Fmikte  F  und  Q  gehende  Gerade  dar.  Ebenso  stdU  das 
Smfsere  FndaH  [FQE\  den  dogpOben  FladieninhaU  des  DreieOts  FQR 
dar,  lat  dieser  Fliekeninkalt  gleich  Noll,  so  liegen  die  Punkte  F,  B 
in  einer  Geraden;  also  isi  IFQR\  ^0  die  Bedingumg,  daß  die  drei 
JhMUe  F,  Q,  R  auf  einer  Geraden  gdegen  sind.  In  diesem  Falle  bestellt 
naek  Nr.  8.  awiscken  den  Ptanktsn  Q,  R  eine  lineare  Beziehung  von 
der  Form 

aF-^ßQ-^yE^O, 
nnd  Kwischen  den  Kooffizientm  u,  ß,  y  die  Bsziehnng 

«  +  /JH-y-0. 

8.  Ebenso  wie  das  äuTsere  Produkt  zweier  Punkte  die  durch  sie 
hindurchgehende  Gerade  darstellt,  stellt  reciprok  das  äufsere  Produkt 
zweier  Geraden  den  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  und  das  äufsere 
Produkt  dreier  Geraden  den  Flächeninhalt  des  von  den  drei  Geraden 
umschlossenen  Dreiecks  dar.  Ist  dieser  Flächeninhalt  gleich  Null,  so 
gehen  die  drei  Geraden  durch  einen  und  denselben  Punkt;  stellt 
daher,  wenn  p,  q,  r  drei  gerade  Linien  bedeuten,  L/^y']«0  die  Be- 
dingung  dar,  dafs  die  drei  Geraden  p,  q,  r  einen  getneiniichaßlieheti 
Schnittpunkt  Itesiizeu.  In  diesem  Fajle  besteht  zwischen  den  Geraden 
p,  q,  r  eine  lineare  Beziehung  von  der  Form 

«j>  +  X2  -f-      -  0, 

iaL 

■ 

9.  Sind  die  Geraden  in  der  Form  gegeben,  wie  \FQ]  in  Nr.  6,, 
so  bedarf  es  zur  Aufsteilnng  ihrer  änDaeren  Produkte  noch  der  folgen- 
den Bedingnngsgleichungen 

[Ä^A^  A,A^\  -  A^  [A^A^A^\, 
[AiAf  A^A^]  =  A^  - [A^A^A^]^ 

l  L^A       -  ^  •  lAA^] ' 

Dabei  ist  anr  YereinfiMshmig  der  Schreibweise  statt  [[^ili]  [il^^i]], 
mit  Weglassnng  der  inneren  Klammem,  [AiAk  AkÄ,]  geschrieben;  von 
dieser  TereinfaehtSD  Schreibweise  werde  ich  stets  bei  deigenigen 
iobersn  Ph>diikten  Gebranch  machen,  bei  denen  die  einxehien  Faktoren 
selber  anbere  Produkte  sind. 

10» 


148 


§2. 

10.  Vertauscht  man  in  dem  Ausdrucke  für  den  beliebigen  Punkt  X 

(1)  =  x^Ä^  -f  x^Af  4-  =  +  a-j  +  rj) 
der  Reibe  nach  und  x^,  x^  und  x^t  ^  nnd  rr^,  so  möge  der  Punkt 
X  in  die  Punkte  B^,  flbergehcn.  Fttr  diese  Punkte  findet  mu 
aus  (1)  die  Ausditlcker 

(2)  ./•  B.^'^  x^Ä^-\-  x^A^-\-  Xi  , 

Bildet  man  aus  (2)  die  auleeran  Pirodukte  [AiBt],  {AtBki  lA^Bt], 
wobei  die  Indieeo  i,  k,  l  der  Reihe  nacli  die  Werte  1^  2,  3;  2,  3,  1; 
3,  1,  2  annebmeo,  so  findet  man,  dals  das  äufsere  Produkt  dieeer  drei 
änlieren  Fh>dQkte  ▼«rachwindet.  Es  schneiden  sieh  daher  nach  Kr.  8, 
die  drei  Geraden  AtBt,  AtBk,  A^Bt  in  «mm  Punkte  Dt,  Dieee  drei 
Punkte  Bx,       A  ^^'^  durch  folgende  Ausdrfieke  bestimmt: 

($I>i  =  x^x^A^  +  x^x^A^^  +  x^.i^A, , 

(3)  d  A  =  J'i ^1  +  h x.^  A^-^  x^x^A^, 

Ö     =^  3"j       ~f"  •'^1  x^  Af  ~|~  ^2  x^  A^  • 

11.  Aus  den  Gleichungen  (2)  uud  (3)  folgt: 

=  0|      4  /  r,  Ä,, 

=  Wj^lj  -r  sx^B^j 

(4)  ■{         =  0),^2+  j-jj^s, 

wobei  zur  Abkürzung 

(5) 
und 

(6) 
gesetzt  ist. 

Addiert  nuiii  (iie  Gleichuii^ssysteme  (2)  und  (^3),  so  erhält  man 
unter  Berücksichtigung  von  Nr.  2.: 

(7)  Bi+2?,+  B.==i),+  i>,+  Z?,=  ^,+  .4,4-  A,  =  3ß, 

und  durch  Addition  der  Gleichung  (1)  zu  jeder  der  Gleichungen  (2) 

(8)  X  (Z+ J%)  -3  (3?^+     Q- (af4+a;,-2a:^  Ai, 

(•,fc,J-.l,S,8;  2,8,1;  3,1.«). 


d  =       4-  o:^^  +  x^x^ 


e>i  ==  ic»a:i  —  Xf 
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Subtrahiert  man  die  Gleichung  (1)  von  jeder  Gleichung  {2),  so  er- 
gicbfc  sich 

(8)  x(fl,-X)^(x,-xd(A,-'id- 

It*  Die  DuiehscluiittBpimkto  X^')  der  fKansrerBalen  A^X  mit  den 
DfemdMeiteD  A^A,  smd  dnreh  folgende  Gleichungen  beetimmt: 

(10)  (:<!i+^i)  X^^^xX-x^A^^XtA^^x^Ä^, 

tos  denen  sich  durch  äufsere  Multiplikation  ergiebt: 

13,  Bestimmt  man  auf  der  Dreiecksseit^  -^«-'^3  ^^^^  Punkt  7^*'^ 
durch  die  Festsetzung  X''K4^=  A^li['\  sowie  die  Punkte  J^'^  und 
dl  Schnittpunkte  von  A^A^  mit  den  Parallelen,  die  durch  X^^'  zu 
-l|ii  und  durch         zu  ^j^j  gezogen  sind,  so  findet  man 

{x,^x^)BW~x,A^^XtA^, 

™4  durch  cjklische  Permutation: 

{x^-^x,)B<')''X,A,-^x,A^, 

(18)  (2i+X,)Äf)-JI^A+«t^i, 

(U)  {x,-\-T,)lil'^^x^A,-^x,A^, 

U.  Wühlt  man  ans  den  Oleiehungssyatemeu  (12),  (13),  (14)  je  die 
^  Olmehmigen  «oBf  die  auf  der  linken  Seite  den  nimliolieiL  Faktor 
^i+iii  oder  x^  +  j\,  oder  Xi  +  anffreiien,  und  addiert  eie,  so  er- 
liilt 


0"    1   =ylj-|-  J,+  yl3  =3G. 

Ebenso  ergeben  die  GleichangwyBteme  (12),  (IS),  (14)  durch 
ioiien  Moltiplioation 

(16)  2jr,x,T, 
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and  in  Verbindung  mit  den  Gleichiiugen  (4): 

15.  Bezeichnet  man  die  Längen  der  Dreiecksseiten  A^A^,  -^i-^xy 
A^A^,  bezw.  durch  u^,  a^,  (t^  und  setzt  ./,  —  af.  ./..  -  .Tj  =  aj,  so 
geht  der  beliebige  Punkt  X  in  denjenigen  über,  1S47  von  GrebeM 
attfgestellt  um!  seit  von  Herrn  Lemoine-)  zum  Au8g<ingspuTi!-;tp 
semer  wichtigen  Untersuchungen  gemacht  worden  ist.  Der  Punkt 
afyli  +  fi^  A  .  -r  f^.^  A^  wird  daher  in  Deutschland^)  als  G  rebescher 
Punkt,  in  Frankreich*)  als  Lemoinescher  Punkt  bezeichnet. 

16.  Die  in  diesem  Paragraphen  gegebenen  Entwickelimgen  lueen 
sich  in  folgende  Theoreme  zusammenfassen: 

J.  In  der  Ebene  eines  Dreirds  A^A^A^  sei  ein  hdiebiyer  Punkt  i 
gegeben  und  die  Schnittpttnkte  der  Imnsversalen  A,  X,  A^X,  A^X  bez. 
mit  dm  Dreiecksseiten  A^A^j  ^s-^d  ^i^t  durch  X^^\  X^^\  X<*> 
bezeichnet.  aci  ferner  auf  der  Dreiecksseite  A^A^  der  Punkt  £f^^  durch 
die  Fe^fsrt^ting  X<''.I,  =  A^B^^'>  bestimmt,  sowie  die  beiden  weiteren  Punkte 

und  i^*'  als  Schnitfjmnkte  von  A^A^  mit  den  Parallelen,  die  durch 
X<*'  zu  A^A^  mä  durch  X<''  zu  v4j     gezogen  sind.    Endlirh  mögen  aus 
n^)  durch  cyklisdte  Permuiation  die  Punkte  B}\  B^^i; 
B^^\  I^/>  hercorgehm.    Jkdam  sdtneidm  sich  die  Geraden 

ÄtW,  At£t!\  A%W  im  Punkte  St,  wobei  der  Index  i  die  Werte  1^2,3 
aminmlt. 


1)  Dieses  Arefaiv,  9,  860. 

2)  K.  Lemoine:  Snr  quelques  propridtes  d*un  point  remarquable  du  triangle 

I  Assnriation  Fnincaisp  {»our  TavancenKnit  des  sciences,  Congr^s  de  Lyon  1873). 
Hetretfs  der  l'unkto  und  /),  vpl  H.  ilrocard:  Noiiv  Ann.  (2*  geriet  14  ques- 
Uou  1166,  1879  und  EUucatiouul  TimcB  67,  Brücard:  guesiion  13120.  Fort^ 
schritte  der  Hatheowtik  28,  1887,  S.  4fi4. 

8)  Brnmerieh:  L  c.  Vorwort  IV.  Fussnote. 

4)  Nenberg:  ).  c.  p.  463  und  Memoire  sur  le  tdtnMre.  Tome  XXXVII  des 
\f<^moires  roiironnei^  antres  Mömoires,  pabliös  par  TAcad^inie  royale  de 
Uelgique.    1Ö84.    ^o.  1. 
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//.  DfV  Dnicrkc  A^A^A„  und  I\B^B^  siml  dreijack  i>ers}uJdivy 
und  zwar  schneiden  sich  die  Gtradcn  A^li^,  A^Ii^.  A^B^  im  Punkte  I)^, 
die  Geraden  AiB^,  A»>  -^»A  Funkte  und  die  Geraden  A^B^f 
A^Bi,  A^B^  im  Punkte  D,. 

III.  Die  Funkte  Dj,  2)„  D,  ftind  auch  die  Per^^jwktivitätszentra 
iks  Dreiecks  Ä^,  A^,       und  beä.  der  Dreiecke  B^^Jig^D^),  Bf^D^iJ^), 

IV.  Die  Dreieche  A.Ä^A^,  J^xB^B^,  B^)B{yB^\  B^^BfiBg), 
^»ß^»^»)^  D^D^D^  hesif.?e>f  den  nändirkm  Schwerpunkt  (i. 

V.  Die  Dreiecke  B['^B^'ni^^\  B,''Bi^B[^),  B^'^B^iBfi  haben  denseibm 
mhetünhali  wie  das  Dreieck  X^^'X^XW. 

VI.  Die  Geraden  XBf  sind  den  DreieeksseUen  Ä^Af  paraüd;  odur 
mit  andereiL  Worten: 

jiMMi  dnrii^  die  Punkte  Bg,  PamBelenf  heu.  eu 
4m  Seiten  A^A^y  A^A^,  A^A^,  so  edmeiden  diesißm  in  einem 
hmkk,  nämUdi  m  X 

VIL  Bk  MUdpunkte  der  Stredm  XBi  Ußgen  hee,  «mf  den  Ge- 
nien AfQ. 

Ans  Theorem  II  folgt  mmiittelbar  dae  Oleichungesjstem: 

[A,B,D,]  =  0,  [A,B,D,]  =  0,  \A,B,D,]  =  0, 

l  [A^ A]  -  0,     A AJ  -  0,  l^A A]  -  0. 

Fabt  man  die  in.  deraelben  Vertikale  stellenden  Gleiehangen  sn- 
Mmmeii,  so  folgt: 

Vni.  Die  Geraden  B^D^,  B^D^,  B^I)^  edmmdm  suk  in  A^,  die 
Gmden  B^D^,  B^D^,  B^D^  stinneidm  ekk  m  A^t  ^  Gera^  ÄA' 
B^D.,  B^B^  schneiden  sitk  in  A^;  folglich  sind  die  Dreiedce  B.B^B^ 
md  D^D^D^  dreifach  perspektiv,  und  die  Punkte  Ä^,  A^,  lüden 
die  im  P»vpiMim(ätseentra. 

Dts  Gleichungssystem  (18)  gebt  in  sich  selbst  aber,  wenn  man  A^ 
und  Bf,  aber  gleichzeitig  auch  D^  und  Dg  mit  einander  vertanschi  Da- 
her folgt  aus  VIII: 

IX,  The  Gcnidtn  A^Di,  A^D^,  A^D^  schneiden  sich  in  7^j,  die 
Geraden  .1^7)^,  A^D^,  -^lA  schneidett  sich  in  B^,  die  Geraden  A^D^, 
A^D^  scJiiwidcH  sidi  in  B^;  folfflich  sind  die  Dreiecke  A^A^A^ 
•«•rf  DyD^D^  dreifach  perspektiv  und  die  Punkte  B^,  B^,  B^  l/ilden  die 
drei  FerspektiviUit<i2entra. 


Vgl  £.  Jahnke:  ProgTamm.  Theorem  II.  S.  9. 
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F.  CAsrABT: 


§  3. 

17*  Kelirt  man  das  Glmehmigmytfeeiii 


(2) 

xB^  = 

tun,  so  folgt 

(19) 

WO  nach  (6) 

X^X^  —  jC,*, 

(x  -     -i-  a-g  -t- 


(«  —  »1  +  m,  +  o,) 


Sabitttoiert  man  die  Werte  der  »Af  ans  (19)  in  dai  Gleiehimga- 
eystem  (B) 


(3) 

wobei 


ist,  so  ei^iebt  sich: 

önDg      C0{|IO|  J^l  4*  <0|M^.^  "I"  iD{|4B||.^ 

und 

Die  GleicbnngBayatenie  (2)  und  (19),  {S)  und  (20)  setzen  in  Evidenz, 
dafii,  wenn  man      mit      und      mit  B^  verimtsdU,  auch  J)^  mU 
«idb  veridtis'hm,  während  2>|  unveränderi  Habi. 

18.  Wendet  man  dkees  Übertragimgsprinzip,  rlureh  das  bereits 
Theorem  VIII  in  Theorem  IX  übergeführt  wurde,  auf  Theorem  Via 
an,  80  folgt: 

X  Zieht  man  durch  die  Funkie  Ai,  A^,  A^  FaraUeteH  hess.  zu  dm 
Seiten  B%B%,  B^B^,  B^B^,  fio  srJimidm  sie  sich  in  einem  Punkte  R^) 
Da  dieser  Punkt  R  dem  Punkte  X  entspricht,  so  folgt  aus 

(1)  »X    XiAi  +  x^A^  +  x^Af 

fBr  12  der  Ausdruek 

(21)  4D£->iDiBi-f  ai^£^4-fl>kA> 


1)  Vgl.  J.  Neuberg:  Sur  lepoint  de  Steiner.  Jonni  de  Math^.  spteialet.  18M. 
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lös 


®  "■A  +  ft  + A 


und  die  Substitotioii  von  (2)  eigiebt 

di  aber  wegen 

fliia^+  «^«1+  ei^Ä^^  «  (*t-  ä%)  (a%-  %)  -  «A* 
•0  ergiebt  neh 

wobei 

A-(«i-«i)fe-ai), 
A'-CÄf-aiXa^-^) 

and  wegen 
iit 

ünefcrt  mra  in  (23)     duiefa  »i,  so  TorwaDcleLi  sich  a> 
"i  — •^  —  *(^  — 

••l  —  eu^    X  (i^  —  dS|} 

iik}  in  o^ji^;  ebeiiio  Terwandeln  rieh  a  A  '''^  ^*A  ^A- 
Doith  die  VerUmehnng  von     mit  0|  mid  die  ^eidueiiige  tqd 

mit  B„  geht  (22)  in 

Aber. 

Hnltiplixieirt  man  noch  die  Gleichungen  (2)  der  Rieihe  nach  mit 
®ir  A>  addierty  so  folgt 

X  (©li^i  +  fo^B^  +  ö>,^)  =  (ir,Oj  +  3:303-1-  j^^Mj)  ^1, 

+  (a:,o,  +  a:,cjj  +  a-iO,) 

+  (X,CJ,  +  XiGJ,  +  x,o>,)  . 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  gleich  xaAj^  ist,  so  liefert 
die  Oleichsetzung  der  Koeftizieuten  von  .1,: 

(ij)  Ji  ö),  -f     «3  +  .r,     =  0 , 

^1     +  iC| 4-        —  0 . 

19.  Aue  (2)  folgt 

X  (J%+  ^)  -  (xi  +  a;^)  Ä,+  (x^'j'Xt)        (a%+a:i)  ^ 
linH  daher 
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Setzt  man 

B,+  7?,^ 

hezeiehnot  also  mit        B^^^  B^^  die  Mittelpunkte  der  Strecken  B^B^, 

B^B^f  B,  R .  so  lolgt 

(  2x  [AM  =  (a:,  +  «,)  [^,^,1  -      +  x,)  [A.A,], 
(24a)        2x  [A, B,^]  ^(x^+x^)  [A,      _  (x,  +  x.)  \  A ,  A,] , 

Da  die  Summe  der  reehteu  Seiten  dieser  Gleickongen  gleicb  NiiU 
isty  so  schneiden  sieh  die  drei  Geraden  ÄiB^^f  -^Snp  -^^t»  ^  wiem 
Punkte,  der  mit  8  beseidmet  werde. 

Büdrt  man  ans  den  rechten  Seiten  zweier  Gleichungen  (S4a)  das 
änlsmre  Produkt^  so  ergiebt  sich  fBr  8  der  Ausdruck: 

(25)  (a:*+d)S=(af,+Äi)(a'3+:rO  A^-h  (ai+%)(iPi+a^)^+(ai+a:,)(Äi+a^)^. 

Wenn  man  fOx  die  A^  die  Ausdrfii^e  in  (19)  benutzt,  so  erhält 
mau  für  den  Punkt  S,  ausgedrfickt  durch  die  J9,: 

Ol  (w,  +     —  Oj)  B^  +  ö,  (©a  -h     —  cöj  i^,  -|-     («j  +     —  M,) 

wobei 

0  ^  (Ol  {O^  +  fOg-    CO, )  +  M,  (cOg  -f-  «1  —  ß)J  +  O3  (»1  +  C9^  —  ai|) 

ist. 

Löst  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  in  nach  x^,  x^,  x^ 
auf,  so  folgt 

g)-.Tg=  o^Oj  —  Oj*, 

9)  •  it^  =  OjOj  —  o^*, 

und  durch  Subtraktion 

9  (o-,  -  X,)  -  a>  (<ö,  -  o,) 

oder  wegen  (Sj 

^  (a^  —  a?|)  —        («^  —  «1). 
Demnach  ist  9  =  o  •  jt,  und  man  erhält 


Oj0i53  —  0?]'  =  ra  •  , 

(')3  Wj  —  OJj"  =  o  •  XX^  , 

Oj  o,  —      =  o  •  Jfa^i 


und  durch  Addition 

OjOj  -f  OjOj^  +  OjOj  —  (o^^  +  ß>a*  +  Wj-j  — 
Da  nach  (20) 

do  =  OjOj  +  OjOj  +  «lOj 

ist,  80  folgt 

»,*+  »,*+  »  (d  —  «*) 

und 

0  -  2od  -  »  (d-  «>)  -  ©  (a?*+  d). 
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Dahor  hat  man 


(«.) 


1 


« iDi  (o  —  2oi|)  ^1  +  0} (n — 2fi>f)       fliy  (tt  —  2ai^) 


SU.  Dft  in  dam  unter  (25)  gegebenen  Anadnick  für  8  der  Koeffi- 
nnk  ▼<»n  ^| 

i«t.  nnd  die  Werte  der  Kr>pftizieuten  v()n  A.^  und  durch  cyklische 
Permutatiou  daraus  herToi^gehen,  so  findet  man 

-  d(7),+  P3), 

--»JRH-2d(i>,-i-i),), 


(26) 

wobei  zur  Abküming 


(27) 


IC  W  = 


(28) 


} ^  ^  _ 


tv  =     —  2ö  —    d  —  f ) , 
=  iT"  —    d      2  d  —  M 

gesetzt  ist   Durch  Snbtnktion  der  Gleichungen  (27)  folgi  noch 

(29)  $Z--wW^dD^. 

21.  HoltipUsiert  man  die  dritte  Gleichung  (26)  mit  2  und  mib- 
tnhitit  dvron  die  viertel  so  eigiebt  eich 

Nach  (2ÖJ  aber  erhält  man 
daher 

und  wegen  (29) 

(31)   o tr  VK -  -  { (o, cj,  4-  ö,'  >     +  (w, +  +  ( Oj  oij  +  Wj»)     j . 

Die  Gleichnngen  (27)  und  (30),  (31)  zeigen,  dafe  bei  Vertnuschung 
^  *i  mit      ^  ^  ^     —  mäZ  und  —      >F  flbeigehen. 
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F.  Gampaby: 


22.  Setzt  man») 

(32)     Wi^[Aj,B^  (t.  A,  l-  I,  %  8;  2»  8,  1;  S,  1,  «)  «  +  *  + 

80  folgt 

(88)  Wi  Wi «  XjtXfAi  +  + 

und 

(34)  =  x^x,  +  a:^*  -I- 

äetst  man  in  (33)  für  die  A^(m  —  Q  die  in  (19)  angegebenen 
Werte  ein,  so  erhält  man 

(85)  awt  1F|  -=  a»tO|£;  +  oZ-B«  +  iO|*^i 

und 

Für      1,  3  lassen  sich  der  Qleicknng  (33)  die  folgen- 

den Fonuen  geben: 

+  (iTiiTi  +  a^«)  J,, . 

und  entsprechende  Gleichungen  gelten  f&r  u\,  imd  iv^  Daher 
folgt 

^-  mjA,-\-xx,B„ 
wobei 

(^)         —  —  co^  +      =  —  cij|  4-  jcj;^  =  cj.  4-  lü  =  —      +  if. 
Ebenso  folgt 

—  a?rr,Gj454+  ß)|dZ)„ 


(36) 


(87) 


1)  Tgl.  E.  Jahnke:  Frognmin  1900.  Die  Punkte  Wi  lind  daaelbtt  daKh 

I?, , ,  B„,  bezeichnet  and  gehOren  su  der  Gruppe  von  9  Punkten,  welche  voa 
Herrn  .lahnkc  als  die  Veronrsrschni  Punkte  eines  Ii rocürdtdun DnUdfi  iltbettig 
auf  das  FundatnetUaldreieck  eingeführt  worden  sind. 
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23.  Die  ' iUMrliungen  (32),         uini  (l^  i  rr<_,'eben: 

XT.  Dir  S>  hi>/tf])unkfe  W-  der  Grnulenjmarc  Aj^B„  ^i^k  ««^Ä 

(rmuicti  A  W;  schmHien  aich  in  Wf  die  Geraden  Wi  in  Z;  oder  mit 
anderen  \Vori«n: 

XI n.  This  Dreieck  W^W^W^  ist  sowohl  mm  ih-cuck  A^A^A^  ah 
tum  Dreieck  B^B^B^  dreifadi  perspektiv;  die  PerspekHvitätszentra  sind 

Die  Ergebnisse  der  ^luiumeru  II),  und  20.  iaseeu  sich,  wi«  folgt^ 
zusauimeufassen : 

XIL  Bezeichnet  man  mit  B^,,  D^,  die  Miifeljmnktc  der  Segmente 
B^Bj,  D^Df,  ,^rh))ei<hn  sirh  die  drei  Gtradctt  A^B^^  in  einem  Punkte  S, 
der  gleieliBeiini  der  ^ehiuftpmikf  d^r  drri  (iprnden  X7)j,  WG,  BZ  ist. 

Subtruiut  i-t  mau  die  erstell  beiden  und  letzten  beiden  Gleichungen 
ii?6),  tK>  ioigt 

\x^X  u\V^2dD„, 

woraus  sich  ergiebt'): 

XIJI.  Dir  Geraden  XW  und  RZ  achneiden  sich  im  Mittäpunkie  D„ 
des  Segmmte'^  />.  A  . 

24.  Nimmt  man  za  Gleichung  |^27) 

bZ  -  {x^x^  +  x^)A^  +  {x^x^  +  x^^Ä^  +  (x^x^  +  xJ)A^ 

hllUD 

(39)     »  F  —  {x^x^  —  ap,')ilj  +  («1«,  —  x^A^  +  (x^x^  —  x^)A^ 

oder  nach 

(39*)    «r—  «1^,+  »»-4», 

10  folgt  «hirch  Addition  und  Sabtraktion: 

Gm  ebenio  eigiebt  licb,  wenn  man 
(41)  xT^x^B^-\-x^B^-{-x^B^ 


1)  Vgl  E.  Jahoke:  Prograiniii  1900.  Theorem  JBl. 
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letst  und  (%^)  und  (BD  beachtet: 

Darcb  Subtraktion  der  Gkiehuni^en  (40)  fulgt 

(43 1  ^ül=^'IJ^-^c  W, 

und  da  nach  (38) 

80  folgt 

(44)  ör+««X-3dÖ. 

Ebenso  ergiebt  sich  aus  (42)  und  (38; 

uud  aus  (44)  und  (45) 

(46)  x'iX- T)  =  (o{Ii-  Y). 

Die  Gleichungen  (40)  bis  (46)  ergeben: 

XIV.  liezeirhtiet  man  die  Scfmiitpunkte  der  Geraden  WD^  mit  dm 
Geraden  IlG  und  XQ  bee,  mU  T  und  Y,  so  sind  die  Geraden  XT 
utul  B  Y  jmrallel. 

XV.  Auf  der  (reradeti  WD^  liegt  außer  den  Punlieti  T  und  Y 
fux'h  der  PunJd  Z.  Von  diesen  fünf  Punkten  $ind  2,  Y;  W  und 
W,  T;  Dj,  Z  je  vier  harmonische. 

(Fortsetsnng  folgt  im  nftchaten  Heft.) 


(42) 
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£tude  ütoentaire  du  conoide  de  Flücker. 

Far  M.  Maüuick  d'Ocagne  ä  Pari«, 

1.  T.a  remarquH})le  surface  reglee  du  3'  onüe  qui  a  re9u  le  nora 
de  cunotik  de  Pliirher,  m  memoire  de  sou  preinier  inventeur,  joue  iin 
role  important  f»n  (ieoinetrie  Superienre.  Cayley  l'a  (»tudiee  sous  le 
null)  de  cylindroidr.  M.  Mannheim,  dans  s<"s  etudos  de  Geometri*» 
cmematiquf ,  Sir  R.  Ball,  dans  ses  etudes  de  Statiqiie,  en  ont  fait  un 
asage  frequent.  MM.  Lindemaun  et  Picquet  lui  ont  auBsi  consacre 
des  travaiuL  mteressauts. 

II  n'est  peat-etre  pas  sans  utilite,  vu  son  importance,  de  montrer  qne 
ies  principales  proprietes  peuvent  etre  obtenues  par  an  proc4d^  pure» 
ni«iit  elementaire;  tel  est  l'objet  de  la  presente  Note. 

2.  La  definition  la  plus  simple  qui  puisae  §tre  adoptee  en  rue 
d'ane  teile  etude,  definition  qui  tera  g^^ralisde  par  la  saite,  est  ceUfr<ü: 
Le  conoide  de  Plücker  est  enyaulre'  par  utie  droäe  perpendieulaire  am 
gMrairiees  d'un  cylindre  de  reifolutiont  s'appuyant  sur  une  seclitm  pkme 
gudcM^  de  ee  q^ntdre  ei  aar  une  des  gmaraiHces  G  d»  ei/^indre  pasaamit 
par  m  des  sammeis  de  la  seetum  pkme. 

Cotte  demitoe  mtriction  Tiaaiat  la  g&i^trioe      commode  ponr 

comme  on  le  yens  plus  loin. 

BeprnentoiiB  le  cylindre  et  le  plan  de  la  Mction  directrice  en 
presHit  HB  plan  horisontal  perpendicnlaire  anx  g^^triceB  du  cylindre, 
an  plan  yertical  perpendicnlaire  an  plan  de  la  directrice.  Soit 
fq  la  trace  yerticale  de  celni-ci  (Fig.  1).  Les  generairiceB  da  conoide 
elant  tontes  comprisee  entre  le  plan  horizontal  du  point  f  et  celui  du 
point  q,  nous  appelons  ]a  diBtance  h  entre  oes  plane  la  hmUeur  du  cono- 
ide, ei  nons  diaons  qne  le  plan  de  la  eection  directrice  coupe  le  cylin* 
in  sier  la  haukur  k 


1;  Mau  vergieiclie  auch  die  Darstellung  und  die  Litteratur  bei  Schell, 
IlMori«  der  Bewegung  und  der  Kiftlle,  Teil  3,  S.  317 IT.,  besonder«  S.  3S6  u.  SM. 
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Si,  par  la  droite  projet^  Totioaleiiieat  en  BoiTtnt  laqaelle  le 
plan  t'q  coupe  le  plan  iangent  sn  cylindre  le  long  de  1»  fgfauhMs» 
Gj  uoas  faisons  passer  un  plan  quelconque,  ei  ai  noiis  prenons  rintei^ 

Beetion  (l'O  ^  ^  *^ 
g^n^triee  queleonque  (am<a'm')dii 
eonoide,  hohb  yojohb  qne 


am 


Ge  demier  nppoii  ^tent  eon- 
atuit  U  en  vAnüte  qne  le  lieudapomt 
2  est  homoth^qne  de  eelni  du  point 
m  par  reppoit  an  point  a;  c'eet  donc 
le  cercle  de  diun^tre  op.  En  d'aatreB 
termee,  la  eeetion  du  conoide  per  le 
plan  de  teaoe  est  Bitoee  war  le 
cjlindre  de  rfoolation  Tertieal  dont 
la  base  est  le  cercle  de  diam^tre  op. 
Par  mite,  tout  plan  rnrni  par  1» 
droUe  projäde  vertiealemeiU  en  f 
eoupe  U  eonoide  shmnhiI  une  contqiie 
appartemmi  au  q/Undre  de  r^Mhdim 
dont  fit  est  une  gMnUriee  de  om- 
tour  apparent  et  que  ce  plan  coupe 
sur  la  hanieur  h.  üne  qneloonqiie 
de  ces  coniques  peat  dbe  priae  poor 
direcbiee  dn  oonoide.  Nona  appel- 
lerona  oes  coniques  les  coniques  F|. 
3.  Le  plan  tangent  en  (m  •  m')  est  d^tennin^  par  la  gfin&wfariee 
(am  •  am')  et  la  tangente  {ntt  •  m'f)  k  la  conique  pasaant  en  ee  point 
Remarquons  que,  puisque  la  droite  ot  passe  par  le  milieu  t  de 
am,  la  droite  1 1'  passe  par  le  centre  o*  de  la  section  droite  de  cote  h, 
c'est-a-dire  situee  sur  la  g^n^trice  superieure  da  conoide.  Ce  point  o' 
restant  le  meme  quel  que  soit  le  point  (m  •  m')  pris  sur  la  conique 
il  en  resulfce  que  tous  les  plans  tangenta  le  long  de  cetfce  conique 


91g,  u 


passout  par  le  point  (o  •  o').  Donc:  L'etwdoppe  des  plans  tangents  au 
cotioule  le  long  d'une  conique  Tj  est  un  cone  ayant  paur  sommd  le  poitU 
OH  Vaxe  du  cylindre  de  revdution  qui  passe  par  eette  comqae  renotmkt 
la  ffem'mtriee  superieure  du  conoide. 

Cherchons  maintenant  rintersection  du  conoide  et  de  son  plan 
tangent  en  {m  m  ).  Pour  cela,  d^terminons  le  point  oü  la  generatrice 
(atWj  •  a^m^)  rencontre  ce  plan.    Le  plan  projetant  verticalement  cette 
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generatricfl  coiipe  (mf  -m'f)  en  (9  •  ß')  et  {am-ayn)  i  Vinfini;  süu 
intersei-tion  avec  le  plan  taiigent  cousidere  se  projette  donc  horizontale- 
nieat  suivant  !u  parallele  a  am  men^  par  Oy  (^ui  doime  sur  at»  le 

poillt      eil  ri  l[t' 

La  figure  muntre  mimediatenieut  quo 

(meme  mesure  Uaiis  le  cercle  a,m^\  d'oü  resulte  que 

e'flffc4Fdire  qne  le  qnadnlai^  Bm^m^  etfc  mscrlptible,  ce  qat  e&traine 


flitf «  aom  (cot^  perpendiculaiies). 

Donc  enim 

el  le  liea  dn  poini  |»  eit  le  eende  ciieonicrit  an  trian^e  aom,  oerde 
qoi  paeee  awi  par  k  poini  £,  La  «ec^»  du  cotutüde  par  le  plan  ianffmi 
e»  (fli  •  m*)  tnwoe  donc  smr  le  eißindre  de  revobdum  dmi  le  cerde  aomi 
«tt  la  «dlKNi  droUe,  C'est  par  aaite  nne  coniqoe  que  noua  d^ignerona 
d'mie  mam^  giäiiMe  par  la  lettre  Ff. 

La  eonique  ponirait  d'aflleiuB  dtre  priae  comme  direotrioe  aree 
la  gAiÄatrioe  G  vol  liea  de  d'oü  la  d^&iition  generaUa^  annonc^ 
plus  faaaL 

Paiaque  rintenection  complete  da  conoide  par  son  plan  tangent 

comprend  tme  droite  et  nne  eonique,  c'est  que  ce  conoide  eat  nne 

««»face  du  3*'"""  ordre. 

Nous  vüjuns,  en  outrf,  que  par  chaque  pumt  de  la  Hurface  passent 
deux  coniqnes,  une       et  une  F,. 

4.  HappeloM  la  construction  du  plan  tangeut  eu  (w*  •  m' )  resul- 
tüüi  de  ce  (|ui  precede:  Par  le  niilieu  i  de  am  on  eleve  a  cette  droite 
la  perpendiculairp  iL  La  droite  (if  •  Vt")  jointe  a  (am  •  n  m'^  determme 
le  plan  taiigeiit  en  (m  •  ni).  La  trace  horizontale  de  ce  plan  tangeut 
est  la  panillMe  //,•  ä  am. 

Recipnxpiement  si,  par  la  generatnce  uim  •  n'm'),  on  niene  un  plan 
<iuelcünque  de  trace  horizontale  tk,  il  est  facüe  d'avoir  le  ]ioint  {m  •  m' ) 
oü  ce  plan  touche  la  surface;  il  suffit  d'abaisser  du  point  t  la  perpen- 
<liealaire  ti  sur  a  m  et  de  prendre  le  sjm^trique  m  de  a  par  rapport  a  t. 

S'il  a'agit  de  mener  an  conoide  un  plan  tann^ent  parallUe  a  an 
plan  donnei  on  eonnait  imm^diatement  la  direction  de  tk,  mais  poar 
^^^tennmer  complHement  cette  trace^  il  firat  connaitre,  en  ontre  la  Ion- 

AnUr  te  Ibthtnatlk  und  Fbyvlk.  IIX.JMI1«.  L  11 
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gaenr  de  oi  Ponr  oeAsk,  il  snffit^  par  tm  point  queleonqae  ile  cote  k, 
le  point  (g  *  ^  par  exemple,  de  mener  im  plan  pantU^  au  pkai  domi^; 
U  diatanoe  dn  point  g  Ik  k  traoe  horizontale  dn  plan  aiuai  obteno  eit 
alot«  ^ale  et  pandl^  ä  oi,  ee  qui  pennet  de  oonatruire  oette  droits^ 
et^  par  anite,  th  H  n*j  »  plna  qa'ft  ftbaiaaer  de  a  anr  o<  la  peipendi- 
eulaire  ai  et  de  »ppeLer  le  point  «  en  i'  aor  fo*  ponr  SToir  lea  pro- 
jeetiona  de  la  g&4ratrice  (am  •  a'm')  Sur  laquelle  ae  trouve  le  point  de 
contaet  (m  *  nt)  chereh4.  Celni-ci  n*eat  d'aiUenra  autre  qae  le  aym^ 
hiqne  da  point  (a  *  oT)  par  rapport  an  point  (i  •  t'). 

6«  Remarqnoua  en  paaaant  qne  le  Heo  dea  projectiona  d*an 
point  queloonque  de  Teapaoe  aur  lea  gdn&atrieea  da  conoide  eat  ane 
coniqne.  En  effet,  ce  liea  a  poar  projeetion  horizontale  le  oerde  qni 
a  poor  diam^tre  la  diatance  du  point  a  ä  la  projeetion  horiaontale  da 
point  conaid^.  D'aprfea  ce  qai  rient  d'Hra  tu,  ai  ce  cerde  coupe  lea 
droitee  az  et  ay  aox  pointa  <  et  o,  la  aection  de  U  ani&oe  par  ce 
cylindre  ae  troure  dana  le  plan  dont  la  traee  horizontale  eat  la  tangente 
th  au  oerde  en  <  et  qui  paaae  par  le  point  de  cote  h  projefc^  en  o. 
G'eat  done  une  conique  JTg. 

M.  Appell  a  d^montr^  r^mment  {Buü,  de  la  Soe,  MoSl  de  Fnmee, 
t  XXVin,  p.  261)  qne  le  conoide  de  Plficker  eat  la  aeale  ^fluifiMe 
gauche  joaiaaant  de  la  proprio  que  le  lieu  dea  projectiona  d*un  point 
qnelconqne  de  Teapace  aar  aea  gäi^tricea  aoit  une  courbe  phuw. 

6,  Lea  tangentea  en  {m*m')  k  Tintenection  du  conoide  par  aon 
plan  tangent  aont  la  gAUhiatrice  (am  •  a'm*)  et  la  tangente  (ms  •  m's*) 
a  la  conique  JT^  projet^  horizontakment  auiTant  le  cerde  amt  Oes 
deuz  droitea  conatituent  done  lea  aayniptotea  de  Tindicatrice  de  Dnpin 
au  point  (m  •  m*),  Par  auite,  deux  directtona  coigugn^  par  rapport  k 
cette  indicatrice  le  aeront  auaai  par  rapport  k  cea  droitea. 

Gherehona  en  partioulier  la  direction  coigugode  de  (mi  •  m*f);  ce 
aeta  celle  de  la  caract^riatique  du  plan  tangent  en  (m  *  m*),  loraque  aon 
point  de  contaet  parcoort  la  conique  Fj.  Qn  aait  que  lea  oötda  mo  et 
mi  de  Tangle  droit  da  triangle  reetai^e  mot  aont  conjugu^  harmo- 
niques  par  rapport  ä  la  hauteur  mt  de  ce  triangle  et  4  la  tangente 
ms  h  aon  cerde  circonaerü  Donc  la  caract^riatique  dmdile  n'eat 
autre  que  (mo  •  m'o").  Nona  retrouTona  ainai  le  th^r^e  ^nono6  au 
n^  3.  rdatiTement  ä  Tenreloppe  des  plana  tangenta  le  long  de  X\. 

Ayant  tu  au  n^  4.  le  mojen  de  conabnire  le  plan  tangent  paralldle 
k  un  plan  donn^,  nona  pouRona  conatruire  point  par  point  la  courbe 
d'ombfe  produite  par  dea  rajona  lununenx  paraliyea  k  one  direction 
donn^  en  chereliaDt  lea  pointa  de  contaet  dea  plana  iangents  paraUMea 
a  cette  direction.    Noua  yoyona  en  outre  que  la  connaiaaaace  dea 
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dinetions  asjmptotiques  (ma'm'a)  et  (ms*m'«')  en  ehaque  point 
{m  m')  de  1»  courbe  d'ombre  nous  permettra  d'avoir  imm^diatement 
1»  tugenta  m  (m  •  m')  k  eetie  courbe.  Ce  eero  la  conjugu^  harraoniqae 
do  njon  Inminenz  pasauit  en  (m  >  m')  per  npport  ä  oee  deiiz  directioDS 

Mjmptotiques. 

7,  Noas  ferona  observer  en  outre  qu*il  est  tres  facile  d'obtenir, 
per  des  timo^  Imeaires,  tous  les  elements  de  coorbure  de  la  saiÜMie  m 
dttcon  de  se»  point».  II  suffit^  en  effei^  ponr  oela,  de  determiner  com- 
plHement  Tindicatrice  de  Dnpiii  en  chaqae  point  (m  •  m').  Or,  rien 
n'est  plus  gimple.  Nous  connaissoDs  d^j4  les  asjmptotes  (ma  *  m'a')  et 
i^S'ttt's)  de  cetie  iiuHcatrice;  ü  nous  Buffit  donc  d'ftTOir,  en  outre, 
m  point  de  cette  indicathoe,  c'eet-a-dire  le  rajon  de  coorbure  d'une 
section  normale  qneleoiiqae  em  (m •  in).  Ot,  ü  est  bleu  aise  d'obtenir 
oelni  de  U  eection  normale  paasant  par  (mt  •  m'i').  Le  plan  de  cette 
aeetion  normale  est  determine,  en  ontre  de  (mt  ■  m'C),  par  la  nonoale 
€0  (m '  m')  ao  <M>noide  dont  lea  projections  mn  et  m'n  sont  respectiTe- 
ment  perpendiculaires  a  am  et  k  o'a.  On  pent  facilement  constmire 
Tangle  o  de  ce  plan  avec  le  plan  de  la  coniqiie  plan  de  bout  dont 
(q  «et  la  trace  verticale.  Si  q  est  le  rnyon  de  conrlmxe  de  la  conique 
Ti  an  point  (m  •  m'),  le  th^oreme  de  Meunier  donne  ponr  rezpreauon 
da  rayon  de  conrbnre  normale  M  rezptesaion 

coam 

D*antie  part^  ai  la  g^^ratriee  dn  cylindre  projetant  r^,  c'est^diie 
la  verticale  dn  point  (m<fn'),  iait  avec  la  tangente  (mt'fn'f)  l'angle 
%  angte  dont  la  oonatmetion  eat  immediate^  le  th^or^e  d'Enler  ap- 
pliqo^  a  ce  eylindre  montre  que 

  r 

«n  appelant  r  le  rayon  om  du  cylindre.   Par  suite, 

et  touB  les  Zements  qni  intoriennent  dans  cette  formnle  ^tant  con« 
•troitfl  geomtoiqnemflnt,  il  en  sem  de  mftme  de  B. 

Remarquons  que  puisque,  loraqne  le  point  (m  •  m')  se  deplaoe  mr 
1>  generatrioe  (am  •  a'm'),  ra83nnptote  (tns  •  m's')  de  Tindicatriee  teste 
paiaUele  a  uii  meme  plan  Tcrticaly  le  Heu  de  cette  asjmptote  qui  est 
^4  qmdrique  r^sßee  oscukUriee  au  eotuüde  U  Umg  de  la  ffSnäratnee  tonr 
tideree  est  ui»  panbokfide. 

8.  Pour  terminer  nons  fiirons  voir  comraent  on  pent  ramimer 
a  la  dtfnition  qni  nons  a  serri  de  point  de  d^part  uno  d^finttion 

11* 
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BOUTent  donneo  du  conoide  de  Piücker,  qoi  est  la  Buivaiite:  Un  td 
conöide  est  U  lieu  des  perpendiculaires  communes  ä  ioutes  les 
droiks  tPtm  fian  passant  par  un  mime  pomt  et  ä  une  äraite  extarieure 
ä  oe  pUnh 

Prenonfl  un  plan  lioriso&tal  peipeBdiciiIau«  &  la  dzoite  (G'G') 
doon^  et  an  plan  yertical  perpendienlaire  an  plan  donn^  dont  la  txaoe 
Terticale  est  a'f,  (f  ■  f)  ^bint  le  point  fixe  donn^  (Fig.  2). 

Pranons  par  le  point  (f  •  f)  une  droite  quelconqne  du  plan  donne 
dont  ffi  eei  Uk  projection  horizontale.   Poisqne  la  droite  ((?•(?')  est 

Terticale^  la  perpendicolaire 
comnrane  qni  est  horiaon- 
tale  se  projette  liori«mlale* 
ment  soiTant  la  perpendieo' 
laiie  Gn  a  fn,  et  le  lien  da 
point  ^  eat  le  cerde  dMt 
8ur  af  comme  diametre. 
Autrement  dit,  la  perpen- 
dienlaire coinniun«',  tont  en 
restant  horizontale,  s'appuie 
constamment  sur  la  droite 
(G  '  G')  et  sur  ia  conique 
intersection  du  plan  donne, 
de  trace  verticale  n  et  du 
cyliudre  de  revolutiou  dont 
1p  cercle  G^if  est  ia  section 
ilroite.  Le  lieu  de  cette 
perpendienlaire  est  doiie  inen 
un  conoide  du  genre  etudie 
ci-dessus,  mais  d^fini  par 
Pour  remonter  i  la  d^finition  piimitiTep 


une  de  ses  coniques  F^. 
cherchonjs  une  conique  Fj  de  ce  conoide. 

Ponr  cela^  en  noas  serrant  des  memes  lettrcs  qne  aar  la  Fig.  1 
en  Tne  de  rendre  Ia  comparaison  plus  facile,  cherchona  le  point  (m  •  m') 
oü  le  plm  de  notre  coniqne  est  tangent  an  conoide.  C'est  le  point 
pour  lequel  la  generatrice  coixeapondante  est  dans  ce  plan;  oette  genera* 
toice  est  bien  ^Tidemment  celle  {am  •  a'm")  qui  ae  projette  verticalement 
au  point  de  rencontre  de  G'  et  de  la  trace  a*f  dn  plan.  Nona  aroiis 
aiusi  le  point  (m  •  m').  Si  donc  nona  prenona  le  diamMre  ot  perpen- 
dienlaire k  am,  nona  Toyona,  en  nona  reporiant  a  la  Fig.  1,  qne  las 
coniquea  rj;  ae  tronrent  dana  dea  plana  paaaant  par  la  droite  Qt  et 
perpendienUdiea  an  plan  vertical  paaaant  par  ao,  F^ranona  comme  pio- 
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jection  de  uotie  eonique  le  cercle  de  oentre  o  et  de  rayon  oa. 
Alon  en  prenant  arbitraireiiient  la  nonvelle  projection  TerticBle  tl  du 

pomt  (i  •  0;        ezemple  en  prenant  tt[  =  tt',  nons  n'aTons  qa*& 

pnndre  q\  de  mdme  cote  que  o[  ponr  avoir,  sur  im  plan  rertical 

panlläe  ä  ao,  la  farace  t[q[  du  plan  de  la  eonique   r^.  Le 

eoDoide  est  alors  d^fini  confonn&neni  ä  T^onc^  du  d^at  de 
6ctt6  ^tnde. 

i'ans,  Janvier  liKJl. 
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iBophoton  und  iBOphengen, 
insbesondere  auf  den  FUeben  zweiter  Ordnung« 


Von  fitCHARD  MüLLBB  in  Berlin, 

mit  Benutzimg  hinterlassener  Papiere  Wilhelm  Stahls. 

In  dem  litterarischen  Nachlasse  Wilhelm  Stahls  beÜudeii  sich  einige 
Blätter,  wie  es  scheint  ans  dem  .Tahre  1879,  in  denen  er  die  Eigen- 
schaften der  Isophoten  der  Flacheu  zweiter  Orduimg  aus  einein  einfHchen 
Gesichtspunkte  ableitet;  diese  Notizen  sind  aber  in  der  t<  i  lianUeaen 
Form  zur  VerötFeiitlichung  nicht  geeiy^et,  auch  ist  die  offenbare  Absicht, 
das  gleiche  Prinzip  für  die  Isopheugeu  zu  verwerten,  nicht  über  den 
Aniang  hinaus  gekomnu  n. 

Die  Ausfüiuung  dieses  Plans  erlaube  ich  nur  hiermit  den  Lesern 
dieser  ZeitschrÜt  vorzulegen,  und  })etone,  dafs  alles  Verdienst  für  die 
darin  ausgenutzten  Gedanken  dem  Verstorbenen  gebührt,  mir  aber  die 
Verantwortung  für  die  Darstelluiig  und  für  die  Eesultate. 

Meinem  Freunde  Herrn  Stanislaus  .Tolles  bin  ich  für  die  Über- 
lassung der  genannten  Blätter,  wie  für  das  fordernde  Interesse,  welches 
er  meiner  Arbeit  zugewendet  hat,  zu  dauerndem  Danke  verpflichtet. 

1.  Unter  Annahme  einer  unendlich  fernen  konst^iuten  Lichtquelle 
setzen  wir  nach  dem  Lambertsrhon  Gesetze  die  BeleuchtungsintensitÄt 
eines  Flächenelemeutes  proportional  dem  Kosinus  des  Winkels,  den  die 
Flächennormale  mit  der  Richtung  der  paraUelen  Lichtstrahlen  bildet. 
Eine  Kurve,  weleiie  auf  einer  beleuchteten  Fläche  die  Punkte  gleicher 
Intensität  verbmdet,  lieilst  Isophote  (Lichtgleiclie""). 

Von  dieser  „walireu'*  Beleuchtungsiutensiiut  der  Fläcbeneleineule 
aber  hat  Herr  Burmester')  nach  dem  Vorgange  Mongescber  Schüler 
uuterschieden  die  ..scheinbare",  welclie  (fiir  ein  unendlich  ierues  Auge 
giltig)  nicht  blofs  von  der  Stellung  des  Flächenelements  gegen  die 
Lichtnchtung,  s<.ndern  auch  v(m  seiner  Lage  zur  Sehriehtung  abiiinigig 
ist  und  proportional  gesetzt  wird  dem  Produkte  der  beiden  Kosinus 

1)  L.  Burmeiter:  Theorie  und  DaxateUnng  der  Belenditiuig  gM^imUirig 
gestalteter  Fliehen.  Leipog  1871.  §§  68—87. 
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der  Winkely  die  die  FlSclieimomiale  mit  Licht-  und  Sehrichtang  bildet. 
Die  Idoieii^  welche  Prmkte  gleicher  echeinbarer  Belenohtimginiiteiuiit&t 
(HflUi^nit)  Terbinden,  heiHnii  bophengen  (Hellegleichen). 

Die  phyBÜceliidie  oder  kfinitlertsche  Bedeutung  dieoer  Isophengen 
ist  nicht  allgemem  anerkBimt^);  für  das  rein  geomeiiiBche  Ziel  der 
folgwdeii- üntenachimgeii  aber  eneheint  ea  jedenfalla  zweekmäbig,  die 
projektiren  Beziehungen  an  den  Isophengen  m  entwickeln^  da  sich  ja 
die  Isophengen  in  Isophoten  Terwandehi^  wenn  mau  Licht-  und  Seh- 
richtuüg  zusammenfallen  liilst. 

2.  Für  die  gevs  ülmliche  Beleuchtungstheorie  ist  von  fundamen- 
taler Bedeutung  die  Betrachtung  des  Systems  der  Isophoten- Kegel, 
i  h.  der  Rotationskegel,  welche  den  Lichtstrahl  als  geineinsame  Axe 
haben,  und  auf  welchen  oöeubar  die  „wahre"  Intensität  konstant  ist. 

Daher  soll  unsere  erste  Aufgabe  sein,  ein  Sy.stem  von  Isophengen- 
Kegehi  herzustellen,  auf'  deren  jedem  die  ^^chembare'^  Intensität  kon- 
fttnt  ist. 

Inbezug  auf  ein  rechtwinkliges  Koordmatensjstem^)  seien  Oj,  «j 
(he  Richtungskosinus  des  Lichtstrahls,  6,,  6,  die  des  SehstrahlSf 
l,  rj,  ^  diejenigen  einer  Fiächennormale;  für  die  Helligkeit  k  eines 
FUehenelementeB  setzen  wir  dann  unter  Weglassung  überflüssiger  Fak- 
toren: 

(1)  *  -       +  0,1?  +  iHQ(b,i  +  b,fi  +  6,0. 

Bleibt  k  konstanti  ao  genügen  daher  Amtliche  Normalen  einea  lao- 

phengenkegels  9  der  Bedingung: 

<L  h.  sie  sind  parallel  den  Erzeugenden  dee  durch  dieae  Oleidhnng  (2) 
definisrften  Eegela  zweiter  Ordnimgy  und  umgekehrt  mflaaen  alao  die 
fineng^nden  Ton  4^  die  Nonnalen  dieaea  Eegela  0  aein.  Nennen 
wir  also        j  die  Koordinaten  der  Punkte  auf  9,  ao  ist: 

iA\  .         df    df  df 


1  Zwei  pinandtT  cntfrpfTpnf^rh.^tzte  Meinungen  sprochfn  /  B.  aus:  ü.  Tcssari; 
La  teoria  dello  omlire  c  dcl  chiaro-scuro  Torino  IMKO.  8.  'iö?.  -- -  J,  Mandl: 
Darstellung  dfr  HchfMn>)aren  Beleuchtung  krummer  Flächen  (direkt«  Konstruktion 
<lMr  laophengeu  i.  Sitaungsber.  der  k.  jiVkad.  d.  Wissenscb.  Wien.  106.  IIa. 
8-  807.  —  Man  Ternfleiche  amdi  die  hiatorische  and  kritaeche  DarsteUnn^  bei 
Cb.  Wiener:  Lehrbuch  dar  danteUenden  Geometrie.    Leipsig  1894.   L  Teil. 

HW-53.  474-493. 

2)  Buxnester,  l  c.  $92.  —  Tessari,  1.  e.  pag.  279.  —  Wiener,  L  c  IL  Bd. 

'Aj  Eine  synthetische  Dartitellung  eoUiält  Nr.  3. 
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Weun  wir  aaB  (2)  und  (3)  cUe  BichtongBgrofseii  1^  fft  t  ^AmimBon, 
erhalton  wir  0. 

Um  dir  so  Elimination  möglichst  einfach  sa  gestalten,  iriUilen  wir 
die  Ebene  des  Licht-  und  Sehstrahls  £Ur  «y-Ebene;  es  ist  dann  a^=^b^^O, 
Femer  möge  die  x-Axe  den  spitzen  Winkel  beider,  die  y-Axe  ihren 
stampiSBii  Winkel  hälfteil,  abo  ist  6|,  Oi  »  —  fi^,  dun  o^'  +  Of'""  1» 
und  01  >  Of.  Daher: 

"  '^''^ "    + V + w 

^  ^        l  -  -  (*  -      -  a-  + V  -    ^  0. 

Mithin: 

ar :  y  :*  —  -(*;  -  <ii*){ :  -  (*  H-  a,*)«j :  -  kt, 
oder:  ' 

und  daraus  folgt  mit  Kücksicht  auf  ^4): 

(6)  *-if^a;.  +  ti''v  +  r-»- 

Die  den  verschiedenen  Werten  von  /.  entsprechenden  Flächen,  die 
Isophengpnkegel^  bilden  fdno  eine  Schm-  konfokaler  Keji^elflächen  zweiter 
Ordnung  0**';  aber  nur  diejenigen  Isophengenkpgel  sind  reell,  für  welche 
öl'  >/.■>  —  «j*  ist;  als  Grenzfälle  sind  zu  beachten  die  Helligkeiten 
h  =  0,  A:  =  flj'  und  k  =  —  för  weiche  die  Kegelflüchen  sich  aul"  die 
Koordinatenebenen  und  im  engeren  Sinne  auf  die  in  ihnen  liegenden 
Fokalaxen  reduzieren;  Ä-  =  0  ergiebt  die  beiden  reellen  Geraden  z  =  0, 
y:d;«-±a|:aj,  d.  h.  den  Licht-  und  den  Sehstrahl,  a^*  liefert 
X^Of  M :  y  =  ±  ifi^,  nnd  fttr    =  —  a,*  hat  man  Jf 0,  zix  =  ±ia^ 

S*  Bas  Kesiütat  der  vorigen  Nr.  wolkn  wir  noch  einmal  ohne  Ver- 
wendung analytischer  Mittel  herleiten,  um  seinen  geometrischen  Inhalt 
besser  hervortreten  zu  lassen. 

Vom  Scheitelpunkt  0  eines  der  gesuchten  Kegel  0  denken  wir 
uns  ausgehend:  den  Lichtstrahl  OF,  den  Sehstrahl  0F\  eine  beliebige 
Tangentiaiebene  des  Kegels  und  ihre  Normale  ON.  OF,  OF',  ON 
bilden  eine  körperliche  Ecke;  ihre  Seiten  bezeichnen  wir  wie  folgt: 
^FOF'=  a,  ^  FON=<p,  ^  F'ON^tp';  aufserdem  sei  der  Flächen- 
winkel  au  der  Kante  ON  gleich  p.  Nach  dem  Fimdamentalsate  der 
sphärischen  Trigonometrie  ist  dann :  cos  «  «  cos  9  cos  9) '+  sin  9)  sin  ^'cos  v. 
Konstruieren  wir  mm  zu  OF'  inbezug  auf  die  Tangentialebene  den 
Gegenstrahl  0F'\  der  ja  in  der  Ebene  NOF'  liegt,  so  /war,  daf« 
XOF"^  IHf)"  —  ip'  ist.  so  gilt  in  der  körperlichen  Ecke  der  Kanten 
OF,  0F\  ON  för  die  Seite  ^  FOF  9  die  Gleichung: 
coetf  =  —  C0S9  cofl^'H-  sinf)  sin^'coBtr; 
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dalwr  eii^ebt  sich:  cos  6  »=  cos  «  —  2 cos  cos  qp oder,  da  ja  cos  tp  •  cos  tp' 
die  Helligkeit  k  ist:  cos  tf  =  cos  a  —  2A%  d.  h.  konstant.  Der  Gegen- 
stratü  OF"  des  Sehstrulils  OF'  inbezug  auf  alle  Taugeatialebeiieu  eines 
Isophengenkei^els  erzentft  also  einen  liotationskegel  mit  der  Axe  OF. 
Daraus  kann  man  sofort  scliliefsen'),  dafs  der  Isophengenkegel  eine 
Kegelfläche  zweiter  Ordnung  0^*'  ist,  fiir  welche  Licht-  und  Sehstrahl 
tlie  reellen  l'nkalaxen  sind,  und  dafs  die  Summe  (oder  Differenz)  der 
\Ninkpl.  die  eine  Erzeugentie  des  Kegfls  mit  beiden  Strahlen  bildet, 
konstant  ist,  und  zwar  arc  cos  (cos  «  —  2 A" i :  auch  hier  ergiebt  sich  die 
mit  (1er  vorigen  Kr.  ubereimitiiumende  Determiaatioji: 

—  sin*  Y  <  ife  <  cos'  Y« 

Dal 8  diese  Kegel  ungeandert  bleiben,  wenn  man  Licht-  und  Seh- 
«tnhl  vertauscht,  MM  beiläufig  bemerkt. 

4.  Denken  wir  nns  nunmehr  auf  einer  beliebigen  beleuchteten 
Fliehe  F  eine  Kurve  und  längs  derselben  die  Tangentialebenen  von  JF*, 
so  wird  diese  Kurve  offenbar  dann  und  nur  dann  eine  Isophenge  sein,  wenn 
diese  Tangentialebenen  den  Tangentialebenen  eines  der  vorhin  bestimmten 
Isophengenkegel  parallel  laufisn.  Um  also  alle  Isophengen  von  F 
sn  finden,  haben  wir  alle  abwickelbaren  Flachen  su  konstruieren,  die 
F  einhflllen  und  zu^eich  je  einra  der  unendlich  fernen  Kegelschnitte 
q»<^  der  Fliehen  enthalten. 

Diese  unendlich  fernen  Kegelschnitte  bilden  eine  Schar,  ku 
der  3  Ponktepaare  gehören;  davon  ist  reell  dasjenige,  welches  Ton  Licht- 
ttnd  Sehstrahl  geliefert  wird.  Die  zu  diesen  beiden  Punkten  gehörigen 
abwickelbaren  Fliehen  sind  also  Cylinder,  deren  einer  die  Fliehe  F 
längs  der  Grenze  des  Eigenschattens,  deren  anderer  F  längs  der  Ftojek- 
tionskontur  berfihrt;  beide  Kunren  sind  Isophengen  der  Helligkeit  Null. 

5.  Wenn  insbesondere  F  eine  centrische  Flache  zweiter  Ordnung 
ist,  so  wolloi  wir  uns  jede  ihrer  Isophengen  TOm  Hittelpunkte 

ans  durch  einen  Kegel  projiziert  denken;  wir  nennen  denselben  nach 
dem  Vorgang  von  Herrn  Burmester")  „Isophengoide". 

Die  Erzeugenden  dieser  Isophengoiden  sind  (als  Durchmesser  von 
F"')  inbezug  auf  l'olaren  der  Geraden,  welche  in  der  un»'Ji<llich 

fernen  Ebene  6^  durch  die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  ab- 
wickelbaren Flächen  ansgefif-hnitten  werden,  d.  h.  diese  Erzeugenden 
sind  die  Polaren  zu  den  Tan^^enten  der  unendlich  fernen  Kegelschnitte 
der  Schar  der  ip^*^\  daher  bilden  die  Isophengoiden  ein  neues  System, 


1)  Tb  Rejc:  Die  Geometrie  der  Lage.  4.  Aufl.  Leipsig  1899.  S.S19  u.  SSO. 
S)  L  c.  S  69. 
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nämlich  einen  Büschel  von  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  Darani 
folgt  Bofort,  dafg  alle  bophengen  einer  Fläche  iweiter  Ordnung  Raum- 
kurven vierter  Ordnung  erster  Art  sind,  die  TOm  FUicheiiiiiittelpunkte 
ans  durch  einea  Büschel  yon  Kegelflächen  zweiter  Oydnimg  projiziert 
werden. 

Dieter  BOediel  der  W^-^  enthält  aber  3  Ebeneapaare;  ein  Paar  ist 
reell,  welches  aus  den  Polarebenen  des  in  Nr.  4  genannten  unendlich 
fernen.  Pimktopaares  der  Fokalaxen  besteht;  dieses  Paar  liefert  die  Iwh 
phengen  der  Helligkeit  Null,  die  also  ebene  Kurven  sind.  Die  bcidpn 
audeni  Ebenenpaare  sind  konjogia't  imaginär,  ihre  reellen  Axen  sind 
die  Polaren  der  unendlich  fernen  Geraden  der  zweiten  und  dritte 
Symmetrie-Ebene  der  Kegel  (p-^-,  diese  Axen  schneiden  ftofjP^*) 4  Punkte 
grofster  (positiver  oder  negativer)  Helligkeit  ans. 

Da  durch  den  Schnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  4  Kegel 
gehen,  deren  Spitzen  nämlich  die  £cken  des  gemeinsamen  Poltetraeders 
sind,  so  folgt,  dals  jede  Isophenge  von  JF^^^  aulser  vom  Mittelpunkte 
ans  noch  von  3  anderen  Punkten  aus  durch  Kegel  zweiter  Ordnung 
projiziert  wird;  diese  3  Punkte  liegen  in  der  unendlich  ftmen  Ebene 
(S^  (die  Kegel  sind  also  Cylinder)  und  bilden  das  gemeinsame  Pol» 
dreieck  für  die  beiden  Kegelschnitte,  in  welchen  die  unendlich  ferne 
Ebene  die  Fläche  F^^"»  und  die  frische  Isophengoide  9^'^  schneidei 
Im  allgemeinen  sind  diese  3  Punkte  verschieden  für  die  verschiedenen 
Isophengen,  ilur  geometrischer  Ort  ist  die  Tripelkurve  (J acobische  Kurve) 
des  BUS  den  unendlich  fernen  Schnitten  der  Fla4she  JR')  und  der  Iso- 
phengoiden        gebildeten  Kegebohnittnetzes.^ 

6.  In  der  unendlich  fernen  Ebene  ffi     haben  wir  zu  unter- 

SP 

scheiden:  1)  die  Kegelschnittschar  dw  q>^*\  welche  durch  den  Schnitt 
der  konfokalen  Isophengenkegel  0^^^  entsteht,  2)  den  Kqpdschnitt» 
büschel  der  welcher  der  Schnitt  der  Isophengoiden  W^*^  ist,  3)  den 
Kegelschnitt  f^*\  welcher  ans  der  beleuchteten  Flache  F^'^  geschnitten 
ist  Inbesug  auf  /^'^  sind  die  tp^*^  und  ^(-^  polar.  Die  9)<')  haben  ein 
gemeinsames  Poldreieck  XYZ,  welches  der  Schnitt  der  3  Symmetrie- 
ebenen  der  Kegelflächen        mit  (E^  ist;  in  der  Seite  XY  desselbtti 


1)  IHeseo  Sats  hat  Bchon  Herr  Barmester  1.  c.  §  86  fOr  den  Fall  bewiesen, 

daf8  die  Sehrichtoiig  eine  Hauptaxc  der  Fläche  ist.    Die  obige  Beweismethode 

hat  für  die  Inophoten  auch  Ch.  Wiener,  1.  c.  II.  301,  benutzt. 

2)  H.  Schröter:  Th«>r)rie  der  KogelBchnitte,  gestfltit  auf  projektive  Eigen- 
Schäften.    3.  Aufl.  Leipzig  1898.   §  63. 

Th.  Boye,  1.  c.  S.  879  ff. 

Salmon- Fi  edler:  Amiljt,  Geometrie  der  K^gelsehnitte.  4.  Aufl.  Leipiig  1878 
Art  860. 
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li^  die  Pnnkie  F  und  F'  der  beiden  Fokalazeiiy  eodafe  aie  dnrcli  X 
und  Fharauknisch  geireont  «ind. 

Ei  mögen  nnn  einige  bemerkenswerte  SonderfSlle  berrorgeboben 
werdsiL 

a)  Wenn  die  Ebene  des  Licht-  und  Sehstrahls  einer  Hauptebene 

TOD  F^-  parallel  ist^).  so  ist  die  genannte  Gerade  XY  die  Polare  von 
Z  nicht  blofs  inbezug  auf  alle  Kurven  (p^-\  sondern  auch  inbezug  aul 
p'\  Daher  ist  auch  in  dem  Büschel  der  ^»^'^  Z  zu  X  Y  koujiif(iert, 
und  somit  haben  die  gemeinsamen  I'oldreieckt)  vuu  /^"^  und  je  einer  Kurve 
it''*'  (Nr.  .11  s'ämtlich  denselben  Eckpunkt  Z\  von  hier  aus  werden  also 
alle  Ignphengen  auf  die  Ebene  beider  Strahlen  durch  Cylinder  zweiter 
OrdnnnfX  projiziert.  Die  beiden  andern  Eckpunkte  jener  Poldreiecke  sind 
vnn  Isfiphenire  zu  Isopheuge  auf  X  )'  variabel  und  bilden  daselbst  eine 
Involution;  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  die  Schnittpunkte 
1)  und  D'  von  /  mit  A  T;  sind  sie  reell,  so  giebt  es  also  2  gewiss« 
Isophengen,  die  von  I)  resp.  D'  aun  als  Kegelschnitte  erscheinen  und 
hier  einen  wirklichen  Doppelpunkt  besitzen.  Die  beiden  Ebenen  der 
Nttll  lsophengen  schneiden  sich  in  der  Hauptaxe  OZ. 

b)  Wenn  Licht-  und  debhcbtnng  nicht  nur  einer  Hanptebene  von 
P^'  parallel  sind,  sondern  auch  noch  ihr  Winkel  von  einer  zweiten 
Haopkebene  von  F^-'  gehälftet  wird,  so  ist  das  Poldreieck  XYZ  ge- 
meinsam für  f^'^'^  und  alle  ^(*>  und  t^^-';  alle  Isophengen  erscheinen 
penllel  jeder  Aze  als  Kegelecbnitte,  die  hellsten  Punkte  sind  die  4  Scheitel 
der  d^-  und  y-Axe. 

7.  Einer  beeonderai  Untersnchong  bedttifen  die  Paraboloide.  Die 
uiiiuflicb  ferne  Ebene  (S^  ist  für  sie  eine  Tangentialebene;  ihr  Schnitt  f^^ 
müUt  also  in  2  Geraden  nnd  welche  sich  im  Berührungspunkte  B 
Kluieideii,  der  zugleich  auf  der  Hauptaxe  des  Paraboloids  liegt  und  als 
Min  unendlich  femer  Mittelpunkt  anznsehen  ist  Daher  sind  alle  Iso- 
phengoiden  V^"^  Cylinder,  deren  Erzeugende  parallel  dieser  Axe  laufen; 
alle  Isophengen  haben  ni  JB  einen  reellen  Doppelpunkt 

Die  Kurrenschar  der  ^p^*^  in  der  nnendlich  fernen  Ebene  ist  die- 
Mlhe  geblieben  wie  vorher  (Nr.  6),  ihre  Tangenten  liefern  inbezug  auf 
dis  Ihuvboloid  (ganz  wie  in  Nr.  5)  als  Polaren  die  Erzeugenden  der 
Uophengoiden-Cylinder  VW;  dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dafs  jede 
Knnre  qp'*^  2  Tangenten  und  hat,  die  sich  Ln  B  schneiden,  und 
dwen  Polaren  deshalb  aueli  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegen; 
»mit  hat  jede  Isophengoide  2  Erzeugende  t'i  und      in  der  unendlich 
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fernen  Eheiio,  die  nämlich  die  Tangenten  der  Isophenge  im  Doppel- 
punkt Ii  sind,    f'i  Tind      liegen  zu      reep.  ^  inbezug  auf  und 
hannonisch.  Die  Geradenpaare  /i ,  ^  sind  an  Stelle  der  Knir^  ^('>  (Nr.  6) 
!;retreten.    Es  giebt  jedoch  2  Kurven  q)^*^  und        der  Schar,  welche 
seibat  durch  B  gehen;  für  sie  fallen      und      zusammen^  in  t^^  resp. 

also  berühren  die  beiden  Isophengoiden  die  Ebene  in  ^i, 
resp.  t2>i,  und  die  beiden  Isophengen  haben  in  B  einen  Rückkehrpiuikt 
Andererseits  giebt  es  in  der  Schar  der  <p^^^  je  eine  Kiunre,  die  resp.  g^ 
berührt,  dann  sind  //,  resp.  r/,  selbst  firzengende  der  zugehorigeo 
Cylinder;  die  fraglichen  beiden  Isophengen  sind  also  Raumkorven 
dritter  Ordnni^f,  die  durch  ^|  resp.  g^  m  Emren  Tierter  Ordnung  er- 
gänzt  werden. 

Von  dem  zu  jeder  Isophenge  gehörigen  Poltetraeder  (Nr.  5)  fallen 
hier  2  Ecken  in  B  zusammen;  es  giebt  also  nur  noch  2  Punkte  (in 
der  unendlich  fernen  Ebene),  von  denen  aus  die  Isophenge  als  Kegel- 
schnitt erscheint.  Diese  können  folgendermaCwn  bestimmt  werden.  Wir 
greiÜBn  eine  Kurre  der  Schar  der  9'^)  heraus,  ziehen  an  sie  von  B 
ans  die  schon  genannten  Tangenten  ^  und  und  auiserdem  die 
Gerade  b,  welche  inbezug  auf  diese  Kurve  9^**  Polare  von  B  ist.  In- 
bezug auf  das  Paraboloid  entsprechen  nun  diesen  3  Geraden  3  Polaren 
ti,  t^j  b';  t'i  und  ^2  siad  die  schon  genannt«!  Erzeugenden  der  Isophen- 
goide,  welche  in  der  unendlich  fernen  Ebene  durch  B  gehen  und  zu  ^ 
resp.  inbezn^  auf  g^  und  g^  harmonisch  sind;  h'  dagegen  ist  eine 
Gerade,  welche  den  ErzenjTRnden  des  Cjlinders  parallel  läuft  und  inbezug 
auf  diesen  Cylinder  die  Polare  der  unendlich  fernen  Ebene  ist.  Suchen 
wir  nun  in  dieser  Ebene  diejenigen  beiden  TOn  B  ausgehenden  Strahlen 
gi  und  q^,  welche  sowohl  mit  g^  u.  g^,  als  aach  mit  ti  u.  ^  harmonisch 
liegen,  so  wird  h  von  7,  und  in  den  beiden  gesuchten  Eckpunkten  C\ 
und  des  Poldreiecks  geschnitten.  Es  ist  nämlich  klar,  dafs  sowohl 
inbezug  auf  das  Paraboloid  als  inbezug  auf  den  Cylinder  der  Punkt 
Ci  Pol  der  Ebene  (ft'^,)  und  der  Punkt  r,  P,.l  ,lor  Ebene  (l/rj^)  ist 

8.  In  der  unendlich  fernen  Ebene  @^  haben  wir  aino  gleich- 
zeitig zu  betrachten:  1)  die  Schar  der  9^^';  2)  das  feste  Geradenpaar 
9tf  9%t  Schnittpunkte  B\  3)  die  sämtlichen  Polaren  h  dieses 

Punktes  B  inbezug  auf  alle  Kurven  qp<*'.  Diese  Polaren  bilden  be- 
kanntlich einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung;  zu  beachten  ist, 
dals  in  ihm  für  die  beiden  Kurven  <p\'^  und  <p^^^  die  Polaren  ^,  und 
^1  vorkommen;  4)  den  involutorischen  Strahlenbüschel  welcher 
aus  allen  Tangentenpaaren  gebildet  wird,   die  Ton       an  die 

Kurven  9^*^  tnhren;  seine  Doppelstrahlen  sind  die  eben  genannten 
und       ö)  den  involutorischen  Strahlenbüschel  %\  welcher  aus  allen 
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Geraden  ti,  ^  gebildet  wird,  die  resp.  zu  inbezng  auf  g^^  har- 
mouBch  li^en;  seino  Doppelstrahlen  i'n  und  liegen  demnacli  zu 
^  und  harmoniseh;  ü)  den  involu torischen  Büschel  x,  weieher 
Toa  allen  Strahlenpaaren  q^j  gebildet  wird,  welche  sowohl  g^y  g^  ab 
auch  je  ein  Paar  t'ij  t'i  harmonisch  trennen daraus  folgt^  dafs  in  ihm 
das  Paar  ^  and  das  Paar  ^  yorkommeny  während  seine  Doppd- 
strahlen  g^  and  g^  sind. 

Die  Schar  der  Kurven  9><^^  ist  nim  projektiv  zom  BfiBchel  §f^^  and 
anch  zum  inTolatorischen  Büschel  wenn  jeder  einzelnen  Eurre  <p(*) 
gerade  derjenige  Strahl  von  zugeordnet  wird,  der  inbezng  anf  sie 
Polare  Ton  B  ist,  und  ebenso  das  gerade  an  sie  führende  Tangenten- 
paar t  ist  projektiv  sa  x'  nach  der  oben  in  5)  angegebenen  Kon- 
struktion; t'  beziehen  wir  aof  x  in  analoger  Weise  nach  6);  mithlu 
ist  ß^*^  projektiv  auf  x  bezogen,  und  zwar  sn^  dafs  beide  Bfischel  die 
ätzahlen  /^j  und  t^^  entsprechend  gemein  haben;  sie  erzeugen')  aufser 
diesen  beiden  Geraden  noch  die  Ortskurve  der  £ckpunkte  6\,  (\  der 
Poldreiecke  (Nr.  7),  eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit  dem  Doppelpunkt  B. 

£s  mögen  auch  hier  wieder  einige  Sonderfalle  betrachtet  werden. 

a)  Wenn  die  Ebene  der  Licht-  und  Selirichtung  die  Uauptaxe  des 
Panboloids  enthält,  d.  h.  wenn  die  Punkte  F,  F'  in  einer  Geraden 
liegen*),  so  geht  die  Polare  h  von  B  inbezug  auf  jede  Kurve  7 
durch  den  f^meinsamen  Tripelpunkt  Z  aller  Kurven  qp^*'  (Nr.  6);  alle 
Polaren  h  bilden  einen  Strahlenbüschel  I.  Ordnung  ß  mit  dem  Scheitel 
Z,  und  die  Punkte  and  C'j  entstehen  als  Schnitt  dieses  Strahlen- 
büschels mit  dem  hierzu  projektiven  involutorischen  Büschel  x;  beide 
Büschel  haben  den  Strahl  BZ  entsprechend  gemein,  folglich  erzeugen 
beide  B&scbel  aniser  ihm  lüs  geometrischen  Ort  der  0^  0^  einen  K^pel- 
schnitt 

b)  Wenn  die  Ebene  der  Licht-  und  Sehrichtung  auf  der  Hauptaxe 
des  Paraboloids  senkrecht  steht,  föUt  B  in  den  Punkt  Z;  alsdann  ist 
die  Polare  h  von  B  fiir  alle  Kurven  ^^^^  dieselbe,  nämlich  X  Y;  auf 
ihr  bilden  die  C  eine  Ponktinvolntion;  zn  jedem  Punkte  der  Geraden 
gehört  eine  Isophenge^  die  von  ihm  aus  ab  Kegelschnitt  «rscheint;  die 

1)  Die  mvolutoriieha  Eigenseihaft  dieiee  BfiMhels  «  erkennt  man  ans  seiner 
Knfltmlttaon.  Man  lege  durch  B  einen  beliebigen  Kegelsehnitt,  der    ,  jr, ,  <t . 

re»p  in  (J^^G^^  T,',  schneide,  und  konstruiere  auf  dem  Kegelschnitt  die  beiden 
Punkte  Q[  ",  welche  (?,  al'^  auch  T'^\  harmonisch  t rönnen  (Reye,  1.  c. 
^  l-^n,  Fi>  62  631.  Dabei  geht  Q^Q^  durch  den  festen  Pol  der  Sehne  (?,ö,;  die 
i  aure  ViV»  hcatimmen  also  eine  Involution  der  Strahlen  g,. 

1}  Bin  BAwAel  II.  Ordnung  und  ein  zu  ihm  projektiver  involntorischer 
Bifachel  I.  Ordnung  erseogen  im  aUganeineD  eine  Kurve  fEbfter  Ordnung. 

1)  Dies  würde  also  bei  den  bophoten  stets  der  Fall  sein. 
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Doppelpunkte  der  InYolution  werden  durch  und  ausgeschnitten 
(vgl  Nr.  <>  (ai). 

<')  Fällt  die  Ax»'  lies  Paraboloids  in  die  Licht-  oder  Sehrichtnnp, 
z.  B.  in  F,  so  gellen  von  7)^  aus  dieselben  l)eiden  Tangeuten  und 
an  alle  Kurven  9)*-'  der  Sciiar,  und  zwar  nach  den  iniaginiirHU 
Kreispunkten  der  zur  Axe  senkrechten  Ebenen,  daher  haben  auch  allo 
Isophengoiden  dieselben  l)eiden  (Jeraden  fi  und  mit  der  uuendlicli 
fernen  Ebene  iremein.  die  Jsojjhengeu  projizieren  sich  also  durch  die 
Isojdiengoiden-Uyiinder  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  als  Kegel- 
schnitte )uit  parallelen  und  projjortionalen  Axen.  Wenn  es  sich  alsdann 
noch  um  ein  Rotationsparaboloid  handelt,  so  fallen  und  </,  mit  /, 
und  und  daher  auch  mit  t'i  und  /ö  zusammen,  d.  h.  diese  Kegel- 
schnitte sind  Kreise.^)  Derselbe  Satz  gilt  für  das  gleichseitige  hyper- 
bolische Paraboloid,  denn  dabei  sind  //j  und  reell  und  zu  einander 
senkrecht,  /,  und  sind  durch  sie  hannouiach  getrennt^  und  daher 
mit  ti  und  ti  identisch. 

Berlin,  den  31.  Januar  1901. 


1)  Bnrmeater,  1.    §  73. 
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Der  Lotpnnkt,  ein  neuer  merkwürdiger  Punkt 

des  Dreiecks. 


Von  KAgmiKRg  CwoJDsnft&Ki  in  Berlin. 

Man  betrachtet  in  der  Geometrie  yielfaeli  merkwflrdige  Fimlcte 
und  Chnden^  velehe  mehr  oder  weniger  verwandt  sind,  nnd  fülui 

Beweis  f Qr  dieselben  einseht  Es  kann  zuweilen  Ton  Vorteil  sein, 
einen  aUgemeinen  Pnnfct  oder  Gerade  einmfllhxen,  deren  Bildnngs- 
gesetz  jene  Tereinselten  Gebilde  als  SpesialfUle  nmfiUst;  um  so  mehr, 
wenn  das  allgemeine  Gebilde  an  nnd  ftr  sieb  inteiessante  Eigensehaflen 
iofireist,  so  dals  es  nicht  ma*  als  Beweismittel  angesehen  sn  werden 
btancht 

In  diesem  Sinne  fuhren  wir  den  LatpmM  ein,  welcher  n.  a  so- 
woU  ab  allgememer  Punkt  des  Feuerbaehschen  Kreises  betrachtet 
werden  kann,  ab  aneh  die  Höhenschnit^nnkte  der  4  Dreiecke  des  toU* 
sündigen  Vieneits  in  sich  fafsi 

L 

Emtstdmng  des  Latpunktes. 

Seien  die  Seiten  eines  Dreiecks  a^j  =  0,  ar,  ==  0,  a^j  =  0  die  Fun- 
damentalachsen  eines  trimetrischen  Systems. 
Eine  beliebige  Gerade  habe  die  Gleichung 

(1)  G  =  k,  X,  +       4-  k^x,  =  0. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

\  —h^eoBÄg  —  kf  coB^  — 

—  jki  cos  OOS  « 

wo  Af  den  der  Seite  s^^0  gegenüberliegenden  Winkel  bezeichnet,  so  lauten 
die  CHeichnngen  der  drei  TOn  den  EiAen  des  Fondamentaldreiecks  auf 
die  Gerade  G  gefällten  Lote  bekanntlich 

El  =  «ja;,  -  a^x^  =  0, 
(3)  i  -E^  ^  «1^5,  —  u^x^  =  0, 
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Die  vou  deu  FnlspiiTikton  derselben  auf  die  zugehörigen  leiten 
geiäiiten  Lote  sind  entsprechend 


1\  :„ 


0, 

1=0. 

-0, 

=  0. 

tt„  «j  cos  — 

«j  cos 

Da  nun 


iflt,  so  erhalten  wir: 

Theorem  L  FcSU  num  von  dm  Ecke»  eines  Drekdss  aiuf  eine  Gerade 
Lote,  so  sehneiden  &(h  die  vom  ihren  Fufspmkkn  c^f  die  eugMrigm 
Seiten  des  Dreiedts  geßßten  Lote  tn  etttem  Punkte, 

Der  Punkt  heiiae  fJjotpuM  eines  Dreiedts  inbeeug  auf  eine  Gerade," 


(6) 

(0) 

WO 


IL 

Beeiehmiff  eteieehen  einer  Geraden  und  ihrem  LotpunkL 

Aus  (ien  beiden  ersten  (ileichuugen  von  (4)  ergiebt  sieh 

(V  +  V + V)^i  -  cos^i  +  ÄTjÄij  co8^  ^k^kt  000^) 

+    L{k^  Ä-j  sin     —  kjc^  sin      «  0, 


L  =     siu     +  j-,  sin  ylj  +  sin 

(7)  //|        coB     —  X,  cos^, 

Eliminieren  wir  aus  (5)  und  (6)  die  beiden  ersten  Glieder,  so  w 
halten  wir,  falls. 

—  JSi  —  if,  —  n 

gesetzt  wird: 

(8)  l\,  /  a  //j  sin     -f-  ^1    ^  sin  ilg  +  Ä  j  Ä-,     sin  ^ j  —  0. 

Der  hier  fortgelassoue  i^'aktor  L  repräsentiert^  gleich  Null  gesetat^ 
die  un endlich  ferne  (icrade. 

Die  Glpichuiiir  (Si  sowie  eine  der  (ileielmngen  (ö),  {€•>)  lassen  sich 
als  die  Relationen  zwischen  den  Koordinaten  der  Beziehungsgeraden 
und  denen  des  Lotpunktes  betrachten. 

Wir  knüpfen  hieran  folgende  Bemerkungen: 
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Da  die  obigen  Oleiclraiigw  in  rom.  ersten,  in  itj  Tom  zweiten 
flnde  Bind,  so  ist  der  Iiotpunkt  eindeutig  beetimm^  fidk  die  ib,  ge- 
^bImd  Sind« 

Dnichlinft  femer  der  Lotptmkt  die  Kurve  (in  Punk&ooidinaten) 

fipCn  x^j  ^3)  =  0, 

■0  erhalten  wir  mittelst  Eliniinaliou  von  x^  zwischen  dieser  61.  und 
G!.  fn)  oder  (6)  imJ  (8)  die  (ileichnni^  der  Envelnp])e,  utlche  die 
H^ziehunffstjerade  lunstreichtj  weim  umgekehrt  die  Koordmaten  der  Ge- 
raden 6r  emer  Bedmgung 

unterworfen  werden,  so  können  wir  durch  £liminAtLon  der  die 
tileichung  der  Lotpunktkurre  finden. 

m. 

JNetie  DefiniHon  des  Feuerhachsdim  Srehet. 

Wir  untersuchen  den  Fall,  dafs  die  ReziehungBgerade  durch  den 
Loikreis-Mittelpunkt  des  Fuinl;uiientaldreieck.s  geht. 
Die  Gleichung  dieses  Punktes  ist  bekanntlich 

(9)  cos  Ai  H-  Ä-,  cos        k^  cob     —  0. 

Eliminieren  wir  mittebt  derselben  aus  (Ö)  und  (6)  die  Quadrate 
der  ik,  so  erhalten  wir: 

(10)  kf^s^H^  8in*ii|  cos  Ai  +  k^k^  sin  ^  eosii,  (£  cos^s  cos^l, + sin  A^) 

—  k^k^  sin  A^  cos  A^  (L  eo8  AiCOB  Af  ^  Hy  sin  A^)  =  0, 

(11)  k^k^H^  sin'     cos  ^4^+  A'i^j  sin ^3  c(i8^5(L  co8-4i  cos        if,  sin^} 

—  kfkf  sin^  008^  (L  cos^  cos^  —  £fi  sinilt)  »  0. 

Nun  kdnnen  wir  mittelst  Gleichung  (8)  aus  (10)  das  Glied  mit 
kjt^f  aus  (11)  dasjenige  mit  k^k^  eliminieren^  dann  bleibt 

Aj  sin^jD,  —     sin  A^D^  =  0, 

sin  A^Df  —     sin^D^  =  0, 

woraus  zusammen  mit  (9): 

sin  Ai  OOS  AiD^D^  -{-mA^CM  A^D^Di  +  sin  ^  cos  A^DiB^  —  0 
odtr 

(18)  2!^A^ri!!^^.Ü««ik  =  o. 

Dabei  ist  gesetzt 

A  ~  ^  ^  oo84i  +    cos  + 

—  +  ^1  OOS ^    oos^  +  ^  cos  A^, 
Ä    +  ^  cofijl|  +    eoaA^  —  ewA^. 
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In  Gleichung  (13j  haben  wir  den  geometrischen  Ort  des  Lot- 
punktes^  wenn  sich  die  zugehörige  Gerade  um  den  Umkreismittelpunkt 
des  Fiindanieiitaldreiecks  dreht.  Da  mm  7),  ==-0,  2),  =  0,  =  0  die 
Yerbindungsgeraden  der  Höheufofspimkie  im  FundameiitaLdreieck  dar- 
stellen,  so  folgt: 

I%eor&n  II.  Der  geomeirische  Ort  des  Loipunltes  mlje^ug  auf  die 
Burdimesser  des  Umkreises  der  KreiSt  midier  dmth  die  ßöhenfufspmkU 
des  Dreiecks  gefit 

Für  die  paralleleiiy  bezw.  sfinlcxecliteii  Lagen  des  Durchmessers  sa  dea 
Seiten  füllt  der  Lotpnnkt  mit  den  Mitten  der  oberen  Höhensbeebnitke 
bezw.  mit  den  Seitenmitten  Eosammen. 

Demnacb  können  wir  dem  Theorem  II  auch  folgende  Faasnng  geben: 

Uieorem  IIL  Der  Feuerhaehs(^  Kreis  eines  Dreiedcs  Jäfsl  stdk 
als  geometrischer  Ort  der  Lofpmkte  inbegag  auf  die  Durchmesser  des 
'Umkreises,  oder  kwjg  als  LatpunkäBreis  auffassen. 

Im  Amwblnfs  hieran  seien  noch  folgende  Theoreme  mitgeteilt: 

l%eorem  IV.  Der  Lotpuukt  fnbesug  auf  die  Zentrale  des  Um"  und 
eines  der  tfier  In-  und  Ankreise  ist  Berührungspunkt  des  tetgttren  mU 
dem  Feuerhaehsdien  Kreis. 

The(nrem  V,  Fällt  man  von  einem  Fünkt  Lok  auf  die  DreieAsseUen 
und  trägt  ihre  Längen  vom  Eohensdmiitpunkt  aus  auf  den  oberen  Hohen- 
abschnitten  ah,  so  liegen  die  drei  TeUpunkfe  und  die  drei  Fufspunkte  der 
gefällten  Lote  auf  einer  EUipse,  deren  Mittelpunkt  den  Abstand  des  Punktes 
vom  Höheruihschnüt  halbiert. 

IV. 

Der  verallgemeinerte  Lotpunkt  und  die  Latpunktgerade. 

Seien  in  Cartosischen  Kourdiuaten  drei  Punkte  P^ r:  {-i'.yy^ii ~  1, 2, 3) 
als  Ecken  eines  Dreiecks  gegeben.  Schneiden  wir  von  den  Ordinaten 
Stücke  ab,  weh^he  zu  ihnen  im  Verhältnis  A  :  1  stehen,  und  fällen  von 
den  Teilpunklen  auf  die  zugehörigen  Seiten  Lote,  so  ergeben  sich  für 
die  letzteren  die  Gleichungen 

zwischen  welchen  die  Identität 

besteht.    Wir  haben  somit 

Theorem  VI.^)  TeUt  man  drei  von  dm  Ecken  eines  Dreiecks  auf 

1)  Tgl.  Salmon-Fiedler:  AnslTtiicIie  Geom.  der  Kegdschn.  1860.  Kii|i.  IV, 
Anfg.  S. 
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tm  dm  Ti^futiktm  mtf  die  Gegeumkn  gefSßfe»  Lote  in  einem 

Für  X^O  geht  dieses  Theorem  Uber  in  Theorem  I;  fUr  X^l 
liefert  es  den  bekannten  Sets  Aber  die  Höhen. 

Seien  jetat  vier  Punkte  P,  =  y^(t->ly2, 8,4)  gegeben  nnd 
dmeh  dieselben  die  Geraden  Gjj,  G^^,  G^,  G^  gelegt,  wo  Gij^  die 
Verbindung  Ton  P|  nnd  l\  bedeutet 

Betrachten  wir  z.  6.  G^  als  Besiehungsgerade  des  au  findenden 
LotpnokteSy  so  mflssen  wir  von  P,  nnd  P«  «af  dieselben  Lote  fSUen, 
diflie  im  Sinne  des  Obengesagten  teilen  nnd  Ton  den  erhaltenen  Tdl- 
ponklen  wieder  Lote  auf  die  Geraden  Q^^  imd  G^  fallen,  dann  wird 
anf  den  letzteren  der  gesuchte  Lotpuukt  lu^geii. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Teilpunktlote  sind,  wie  eine  kurze 
Recimung  zeigt: 


\16) 


wo 


{X  -  x^{x^  -  X.)  +  (#  -  y^^.  -  8»J  -     -  1)^, 

{X  -  -  0!,)  +  (y  -  3/,)  =     ^  1)^* , 


9fi  !^  y« 
1  1  l 


1  Xg 

9t  n 
i  1  I  1 


Die  Subtraktion  dieser  beiden  Oleiehungon  ergiebt 

(17)    X (x^  -~jr^^ -  a: J  +  y (y, - y,  +     - i/^ j  -  ^ j ^ -x^x^^y,y^- y^y^. 

Diee  ist  die  Gleichung  des  Ortes  für  den  Lotpunkt  inbezug  auf 
einp  nnveränderliche  Gerade,  falls  das  Teilungsrerhiyitnis  k  Tariabei  ist 
Sie  ist  übrigens  gleichbedeutend  mit  Gleichung  (8). 

Demnach: 

Theorem  VII.  Der  Ort  der  Lotpunkte  (in  der  veraügemeinerten  Be- 
Zeichnung)  eines  Dreiecks  inbeeug  auf  eine  Gerade  ist  eine  Gerade. 

Sie  werde  „Lotpmikigerade  des  Dreiecks  nibemig  auf  die  Geradif* 
gsnaant 

V. 

Die  Lo^mddfferade  des  voüsimdigen  Viersens, 

Ein  ToUatändiges  Vierseit  besitst  yier  Dreiecke,  deren  jedem  eine 
Besiehungsgerade  entspricht  Wir  stellen  die  Frage  naeh  der  Lage 
der  Tter  Lotpnnktgeraden. 
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Die  Symmetrie  der  Gleicliiuig^n (16)  iektt,  dafis  die  Teilpunktiote  z.B. 
für  die  Gerade  lauten: 

(«  -  x,){x^  -      +  (y  -  y,){y^  -  y,)  =  (X  -  1)^'^* , 


(18) 


wo 


r 

tl 


^8  ^4 


Vt  Vz  Vi 
1   1  1 

Die  Subtraktion  derselben  führt  wieder  zu  Gleichung  (17),  daher: 
Theorem  VIJT.  Die  vier  Dreiecke  eines  vollständige»  VierseUs  Jfc- 

sitzen  nur  eine  Lotpinihgerade. 

Diese  merkwürdige  Gerade  ist  also  ein  vierfacher  geometrischer 

Ort  von  Lotponkten.    Die  weiteren  Sätze  zeigen,  dafii  sie  von  anderen 

Standpunkten  aus  bofrnr  litet  noch  mehr  Bedeutung  gewinnt 
Aus  theorem  VIll  folgt: 

Theorem  IX,^)  Die  HöhenschniUpunkte  der  vier  Dreiecke  eines  voU- 
stämdxgen  Vierseits  liegen  in  einer  Cteraden,  der  Lotpunktgeraden  des 
Viersens. 

Theorem  X.*)  Die  Lo^ßvnktgerade  ist  idenHsdi  mü  der  Dirtktrix  der 
dem  Viersen  embesdiriebenen  Parabet, 

Theorem  XL  Der  UmkreismiUä^pmiikt  des  Diagonaldreiecks  eines  voll' 
ständigen  Vierseits  Hegt  a¥f  der  Lotpmikigeraden  desselben, 

Theorem  XII,  Die  Summe  der  vier  s»  einem  und  demsdben  Lo/tptmkt 
gdtSrenden  TeUvei^iäUmsse  X,  todehe  ma»  erhäU,  faUs  man  den  Puid:t 
der  Reihe  nadi  auf  die  vier  Seiten  besieki,  beträgt  stets  ^. 

Wenn  endlich  h,  (t  ~  \,  2,  S,  4)  die  Abschnitte  sind,  welche  die 
Tier  Hdhenabschnittpunkte  auf  der  Lotpnnktgeraden  eizeagen,  und  /. 
diejenigen  der  vier  Lotpunkte  mit  A » 0,  so  bestehen  fflr  einen  be- 
liebigen Ursprung  der  Zählung  die  Relationea 

:^  1 


«0 


Berlin,  den  24.  Dezember  lÜOO. 


2 


1)  Steiner:  Crelles  Jourual  2.  1827.  Gea.  W.  I,  128. 

S)  Salmon-Fiedler:  Kegelschditte.  1B60.  Seite  847.  Aufg.  t. 
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Bemerkung  zu  der  vorstehenden  Arbeit  des  Herrn  stud. 
matli.  Cwojdzinski:  „Der  Lotpunkt,  eia  merkwürdiger 

Punkt  des  Dreiecks.'' 

Von  £.  Jaunke  in  Berlin. 

Wird  der  in  Tlieorein  IV  der  vorstehenden  Notiz  definierte  Lot- 
pnnkt  mit  Li  bezeichnet,  so  liefert  Theorem  I  daselbst  den  speziellen 
Pimkt  Dieser  ist  als  spc/iellpr  l'nll  auch  lu  emeni  Punkte  enthalten, 
dessen  Entstehuiig  Steiner M  in  dem  t'olj^enden  Lehrsatz  mitgeteilt  hat: 

I)  fyFäUt  man  aus  einem  u  illkürlicfien  Punlte  D  in  der  Ebene  «tnes 
Dreiecks  A  BC  auf  die  Seifen  des  letzteren  Lote  Dat  Db,  J^c,  nimmt  in 
dietm  Loten  drei  beliebige  Fwnkle  a,  6,  c  als  Echen  eines  amieren  Dreieckß 
alc  a»,  und  fällt  auf  dessen  Seiten  aus  den  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks, 
m  geköriger  Ordnung  genommen j  Lote  Ad,  Bdj  Cd,  so  treffen  diese 
einander  äUemai  m  irgend  einem  Punkte  d.*) 

Artet  nSmlich  das  zweite  Breieck  in  eine  Gerade  aiu,  bo  geht  der 
Steinersehe  Pnnkt  d  in  den  Lotponkt  fiber, 
Steiner  fiigt  noch  zwei  Lehrsätze  hinza: 

II)  ^immt  mem  ähnücherweise  ein  drittes  Dreieck  Oi&iCi  an,  dessen 
Edxn  in  den  nämlidien  drei  enteren  hoHm  liegen,  so  wird  demsdben 
auf  gleidie  Weise  ein  Punkt  d^  entspretfim  (l),  und  es  liegen  atsdawn 
die  drei  Ditrdtsehnittspunkie  der  drei  Paare  entspre^^tender  Seiten  des 
tweiten  utid  dritten  Dreiecks,  d.  h.  die  Durchschnittspunkte  a,  ß,  y  der 
Sntmpaare  bc  und  b^c^,  ca  und  c^rt^,  ab  uml  a^6^  allemal  in  irgend 
einer  Geraden  aßy;  und 

1)  Grelles  Jmuiisl  9,  287— S92;  Oes.  W.  I,  157. 

t)  Fftr  die  Dreiedce  ABC,  abc  bat  Herr  E.  Letnoine  den  Ausdruck 
„triangle»  ortologiques"  vorgeschlagen  (vgl. :  Note  sur  un  faisceau  de  troi»  droites, 
Jmim  He  Math.  8p<^r  de  M.  de  Lon fjf  h ainj-s  1H89,  p.  63;  und  auch  J.  Neuberg: 
hiu  le«  projections  et  eontre-prqjet  tions  d  un  triangle  fbte.  Mem  de  l'Ac.  des  Sc. 
de  Bel^que.    XLIV,  p.  und  das  tür  die  Theorie  der  orthologen  Dreiecke 

«iditige.  Theorem  aafjgesteUt:  „Sind  zwei  Dreie<^e  zweifach  ortholog,  so  sind  sie 
mmIi  dreifikch  ortholog.**  Die  dreifiwh  orthologen  Dreiecke  sind  dann  von  Henn 
%  Lemoine  in  einer  auf  dem  Congr^s  de  Limoges  A.  F.  A.  S.  1890  voigetragenen 
Abbandlaeg  eingehend  nntereacht  worden. 
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III)  dkse  Chrade  «ßy  ist  aBemäl  mt  dajmigm  Geraden  dd^,  trelcfce 
dufd^  die  hetden  genamkn  ^mkk  d,  d^  geht,  senkrefM*' 

Ich  b<  nutze  diese  lielegeiilieit,  um  einen  emi'aciien  Beweis  dieser 
Sätze  mit  Hilfe  der  Grai^nianuschen  Metliodeu  zu  geben,  den  mir 
Herr  Caspary  vor  Jahren  mitgeteilt  hat.  Das  Casparysche  Beweis- 
verfahren  ist  um  80  interessanter,  nh  es  Yon  dem  GraXsmannschen 
Begriff  der  Ergäneung  einer  Strecke  (Tebrancli  macht. 

1.  Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkt  P  auf  die  Seiten  A,^A^ 
A^A^j  A^A^  eines  Breiecks  A^A^A^  Lote  und  nimmt  auf  diesen  bez. 
die  beliebigen  Punkte  B,  C  tm,  90  steht  z.  B.  FA  senkrecht  auf 
A^A^,   Daher  hat  man 

0  =  P+«,|a„ 


(1) 
wo 


^  —  A^  —  -A^f 

-  A^  -  Ä^, 
<%  =  ^, 

Aus  (1)  folgt 

C  —  ^  =  a  =     I  riy  —     I  a.^ , 
A"  C-d»«x|ai-c(,|a,, 
A^e  ^tt^\€t^  —  tt^\Hi. 

FUlt  man  nmi  tob  A^  das  Lot  auf  BC^  so  rnnft  der  Vektor  zwiecben 

dem  Fnfspunkt  und  A^  proportional  der  Erg^lnzung  Ton  a  sein,  also 

proportional  der  Ergänzung  von 

a,  I     —     I  a, 

oder  proportional 

-  A)  -  «%iAt  -  A)* 

Das  von  A^  auf  BC  gefSUie  Lot  hat  alao  die  Fonn 

Somit  ergeV  eii  sich  für  die  drei,  von  A^,  A^,  A^  bez.  auf  BC,  CA,  AB 
gefällten  Lote  die  Ausdrücke 

«JA AI  -  «sCAAl- 
Da  die  Summe  dieser  Ausdrücke  identisch  Terschwindet,  so  gehtn 
die  drei  Lote  durch  einen  Punkt  0,  dessen  Ausdruck  kutet: 

(2)  +  «5«i  +        0  ^  a^a^A^  +  a^cc^A^  -|-  a^a^A^ . 
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8,  Auf  den  Loten  PÄ,  PJBp  FC  sollen  jetKt  weiter  bes.  die 
PmiUe  Ä\  B",  C  beliebig  angenommen  werden,  dann  folgt 

C  =  P  +  a,'  i  . 

Als  Schnittpunkt  der  Lote  von       auf  B'C,  von      auf  CA',  von 
auf  A' ß'  ergiebt  sich  dann 

(2)    («,'«^'  -f        H-  «i'O  0'  —  as'^s'-^i  +  «^'«i'-^  +        A  • 
Am  (2)  nnd  (20  fliebt: 

(S)  «a'(0  —  0*)  («sOs'  —  «s««')        'h^i  —  «1««')  «1 

WO 

«'     '^'''^S  +  ''^l  *|  +  **i  •'t  • 

Kon  sind  die  Breiecke  ABC  and  A'WC  perspektiT,  wie  die 
Koiitbiikkkin  nnd  anch  die  ans  (1)  nnd  (1')  folgenden  Formeln 

Uy^A'  —     A  —  (a/  —  «j)  P, 
(4)  a^B'=a^'B-{a^-a^)P, 

aiC'-<<?~«-«^)P 
lehren.  Daher  liegen  die  Deaargaesaeken  Punkte 

[BC  WC]-?,, 
[CA  C'A']=^1\, 
lAB  A'B']  -  P, 

in  einer  Geraden. 

Für  diese  Punkte  ergiebt  sich  aus  (4)  die  Darstellung 

(«j«s'  -  «s«/)  Pi  =^  («a'  -  ffa)  P  -  «s'  —  «2)  CJ, 
(«,«1'  -  «i«s')  Pj  =  a,'  («i'  -  Oj)  C  -  Oj' «  -(it)A, 
(«j«,'  -  «iOP,-  -  H^)^  -  «,'(«1'  -  «i)P, 


woraus 


(5) 


WO 


"»»  - 

Ke  Yeil^eichnng  der  rechten  Seiten  von  (3)  und  (b)  liefert 

««'(^-       =  -P3) 
d.h.  die  Gerade  0—0'  steht  senkrecht  auf  der  Desargues sehen  Geraden. 
Berlin,  den  24.  Januar  1901. 
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Charles  Hermite. 


Am  14.  Januar  1901  Terschied  zu  Paris  Charles  Herrn iie,  der 
Nestor  der  Mathematiker,  der  aaerkannte  Führer  und  Meister  der  tei- 
zGsischeii  Schule.  Mit  ihm  ist  ein  Mann  dahingegangen,  der  durch  die 
Macht  seines  Genius,  welche  sidi  mit  einer  unendlichen  Güte  des 
Henens  paarte,  einen  gewaltigen  Einflufs  auf  seine  mathematiflcihen 
Zeitgenossen  ausgeübt  hat  Nicht  Tide  Mathematiker  ron  Namen  dürfte 
es  geben,  welche  nicht  in  pereönlichen  oder  schriftlichen  Beaiehuiigen 
au  dem  einzigen  Manne  gestanden  haben. 

Geboren  am  25.  XII.  1822  in  Dieuze,  einem  Orte  der  spateren 
deutßcheü  Keichslaude,  liat  Heniiite  für  die  deutsche  Wissenschaft  wie 
für  die  deutschen  Gelehrten  stets  eine  besondere  Zuneigung  empfunden. 
Zwanzig  Jalire  aU,  war  er  soeben  in  die  Ecole  Polytechnique  eingetreten, 
als  er  auf  den  Hat  Liouvilles  an  .lacobi  schrieb,  um  dipsem  die 
Resultate  seiner  Üntf  rsnrlmngen  über  die  Transformation  der  Alu  Ischen 
Jp'unktionen  mitzuteilen.  Darauf  erhielt  er  von  Jacobi  unter  dem 
6.  August  1845  eine  Antwort,  welche  mit  den  Worten  schliesst: 

„Ne  soyez  pas  fache,  Monsieur,  si  quelques-unes  .de  vos  d^uyerte^ 
se  sont  xencontrees  avec  mes  anciennes  recherches.  Comme  tous  dutcs 
commencer  par  oü  je  finis,  il  y  a  nieessairement  une  petite  sphere  de 
Gontact.  Dans  la  suite,  si  tous  m*honoreK  de  tos  Communications,  je 
n*aui«L  qu'ä  apprendre.^ 

Die  Erinnerung  an  diesen  Briefwechsel  mit  Jacobi  erfüllte  Hermite 
sein  ganzes  Leben  lang  mit  besonderer  Genugthuung^  wie  sie  noch  aus 
einem  seiner  letztem  Briefe  (Tgl.  S.  20)  herrorleuchtei 

,y  .  .  .  J'ai  ioigouis  4k6  et  jnsqu'l^  mon  demier  jour  je  serai  encore 
un  disciple  de  tos  grands  geom^tres,  de  tos  maitres  illustres,  Oaufs, 
Jacobi,  Dirichlei" 

Im  Jahre  1856  wurde  der  erst  34jShrige  Hermite  Hitglied  der 
Pariser  Akademie,  1867  erfolgte  seine  Ernennung  zum  Professeur  ä  l'EcoIe 
Pol}  fcechnique,  Icl^GS  zuiu  l'rotesseur  ä  la  Faculte  des  .Sciences,  und  1884 
wurde  er  7um  auswärtigen  Mitglied  der  Berliner  Akademie  gewühlt. 

Es  kann  an  dieser  Stelle  nicht  nieino»  Aufgabe  sein,  die  wisspü- 
schafUichen  Leistungen  des  grollen  Franzosen  zu  würdigen,  das  hielse 


Digitized  by  Google 


185 


die  GewliiGlite  der  Mathematik  in  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahr- 
InmderiB  adhxeiben.  Ich  beguüge  mich  ans  der  langen  Reihe  seiner 
Resultate  die  nnTergunglichen  Entdeckimgen  herrorzuheben,  welche 
leuieii  Namen  in  der  Anal  jsis,  A  J  gebra  und  Arithmetik  unsterblich  machen. 

Als  diejenigen  Leistungen,  welche  Hermites  Namen  in  die  weitesten 
Kreise  getragen  haben,  müssen  die  Autlüsmig  der  Gleicliung  füni'ten 
Grades  mittels  der  elliptisehen  Funktionen  und  der  Nachweis  für  die 
Transceudenz  der  ExpoüeiitiaUuiiktion  ^onannt  werd**n.  Die  Methode, 
welche  den  Meister  zu  dem  letzten  Kosultat  führte^  erwies  Rieh  von 
bedeutender  Tragweite  Oelang  es  doeh  Herrn  Lindemann  mit  ihrer 
Uüie,  die  Lösung  des  uralten  Problems  tou  der  Quadratur  des  Kreises 
^  unmögUch  nachzuweisen. 

Ans  der  schier  unerschöpflichen  Fülle  von  ßwultaten,  um  welche 
Hermite  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bereichert  hat,  ist  als 
eines  der  wichtigstai  und  bekanntesten  jene  Fundamentalformel  zu 
nennen,  rermdge  deren  sich  die  elliptischen  Funktionen  analog  den 
ntionalen  Funktionen  in  Partialbrüche  zerlegen  lassen. 

Der  schon  Ton  Jacohi  entdeckte  merkwürdige  Zusammenhang  der 
elliptischen  Funktionen  mit  arithmetischen  Wahrheiten  wurde  auch  für 
Hermite  eine  Quelle  wichtiger  Formeln  Aber  die  Klassenanzahl  der 
quadratischen  Formen. 

Das  Problem,  die  Lam Ische  Differentialgleichung  zu  integrieren, 
f&hrte  den  Meister  zur  Einführung  und  zum  Studium  der  doppelt* 
periodischen  Funktionen  zweiter  Art,  und  bot  ihm  zugleich  den  Anlafs, 
seine  Methoden  und  Ergebnisse  auf  Probleme  der  Mechanik  anzuwenden, 
la  den  berühmten  Applications  des  ibuctions  elli])tique8  w<'rdeii  u.  a. 
die  Rotation  eines  starren  Körjters,  die  elastische  Linie  und  die  Be- 
wegung üT--^  koiiisclien  Pendels  )«ebaiideit.  Es  ist  dies  eine  der  wenigen 
6ele£renh»Mt«'i],  wo  sich  Hermite  auf  Anwendungen  der  reinen  Mathe- 
matik eiu^rplaspen  liat. 

Die  durch  Cayiey,  Sylvester  und  Aronhold  geschaffene  Theorie 
der  algebraischen  Formen  verdankt  dem  grofsen  1^'ranzosen  ihre  Ver- 
vollkommnung. Ks  genüge  unter  seinen  glänzenden  li«suitaten  auf  die 
Entdeckung  der  schiefen  InTarianten  hinzuweisen. 

Das  Bild  von  den  wissenschaftlichen  Leistungen  Hermites  würde 
«in  unYollsföndiges  sein,  wollte  ich  nicht  seine  berühmten  Vorlesungen 
an  der  Eoole  Polytechnique  wenigstens  erwähnt  haben,  durch  welche 
die  Entdeckungen  der  Gauls,  Abel,  Jacohi,  Gauchy,  sowie  seine 
«igmen  Ergebnisse  in  die  weitesten  Kreise  getragen  wurden. 

Dem  Archiv  ist  das  Glück  suteil  geworden,  noch  unter  den  gütigen 
Augen  des  Meisters  su  neuem,  hoffiiungsfrohem  Leben  zu  erstehen. 
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CfURLBS  liuiiMITE. 


Eb  kann  sich  rOhmen,  eben  Charles  Herrn ite  zum  ICitaibeiter  gehabt 
zu  habeni  bringt  doch  das  gegenw&rtige  Doppelheft  der  neuen  Reihe 
die  letzte  Arb^t  am  tdner  Feder. 

Als  die  Redaktion  Anfang  Noyember  des  Torigen  Jahres  Hermite 

die  Bitte  aussprach,  er  möchte  durch  eine  Notiz  die  neue  Serie  des 
Archivs  eröffnen,  da  begnügte  sich  der  78jährige  Meister  in  seiner 
schon  so  oft  bewährten  freundlichen  Gesinnung  nicht  mit  der  Zusendung 
eines  wissenschaftlichen  Beitrages.  Die  Redaktion  empfing  zugleich  ein 
ausfuhrliches  Programm,  worin  »  i  stutp  Ansichten  und  Wünsche  bezüg- 
lich des  mathematischen  Unterrichts  an  den  Mittel-  und  Hochschulen 
darlegt. 

Was  schon  ans  diesem  Briefe  vom  25.  XL  1900  herrorgeht,  betont 
er  noch  einmal  in  seinem  letzten  an  mich  gerichteten  Brief  TOm 
6.  m  1900,  nämlich: 

Qne  si  les  points  fondamentanx  de  la  scienoe^  objet  de  tant  de 
traTaux  maintenant,  doivent  trouTer  nn  echo  anpr^  des  commcD^ts» 
oe  n*eBt  pas  au  dSbut,  c'est  lorqn'fls  sont  soffisamment  avano^  qn*fl 
convient  et  dans  une  mesme  conyenable  de  les  signaler  ik  lenr  attention. 

Das  kostbare  Yennachtnis  des  ▼erstorbenen  Meisters  ist  in  diesem 
Heft  an  erster  Stelle  abgedruckt;  ihm  folgt  die  letste  Arbeit  too 
Charles  Hermite. 

Berlin,  den  14.  Februar  1901.  £.  Jahäke. 
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J.  !•  Brilelaier.   (leiohiohtUche  Bemerkung«!  snr  AniMUdwig  der 
VielliMlie.    Zwiekan  1897,  B.  Zfldder. 

Die  vorliegende  Schrift  bietet  eine  Würdigung  der  Versuche,  welche 
zur  Lösung  des  Steinerschen  Problems:  die  möglic  hen  Formen  der  Polyeder 
einer  bestiinnif*^n  Flüi-henzahl  (bezw.  FrkMn-  oder  Kantenzahl)  rn  bestimmen, 
gemacht  worden  sind.  Dieses  Problem  hat  bis  heutr  noch  keine  endgültige 
Antwort  gefanden  und  kann  auch,  wie  der  Verf.  in  der  Einleitung  aus- 
führt, keine  Antwort  finden,  in  dem  Sinne  wie  Steiner  seine  Frage  gestellt 
hat  Ben  Grand  hierfllr  findet  der  Verf.  in  den  Besnltaten,  zu  denen  Henr 
Iberbard  in  seiner  Meiphologie  der  Polyeder  gelangt  ist  Herr  Eber- 
hard  lost  das  Problem  der  Klassifikation  der  Polyeder  in  dem  Binne,  dafs 
er  zeigt  die  Frage  formuliert  werden  mnb,  wenn  ne  überbanpt  einer 
fieantwortung  fähig  sein  soll. 

Nachdem  der  Verf.  noch  auf  die  Klassifikation  der  Polyeder  nach  dem 
Prinzip  der  Symmetrie  hingewiesen  hat,  wie  sie  Kirkman  und  Camille 
Jordan  behandelt  haben,  werden  die  MeUioden  besprochen,  die  angegeben 
v<nden  sind,  um  die  mOglidien  Formen  der  Vielflacbe  Ton  geringer  Seiten- 
add,  Tom  Vleifiach  an^hend,  abisnleiten. 

Als  nabeliegendste,  wdl  natürlichste  Metbode  bot  sich  die  Erseognng 
der  n -Flache  aus  den  (n — 1) -Flachen  durch  Schnitte  an  diesen  Orbilden 
seUiät  dar.  Sie  ist  von  Möbius  und  Cayley  bennt/t  worden.  Sie  hat  den 
Vorteil,  dafs  nicht  leicht  ein  mögliches  Vielflach  iitiersehen  wird,  den  Nach- 
teil, dals  man  viele  Typen  auf  vielerlei  Weise  wiederholt  erhält,  und,  was 
nssentlich  ist,  dafs  zur  Aufßndung  der  Vielfiache  einer  bestimmten  Flftchen- 
laU  M  die  Eointnis  der  (» — l)-FlaGhe  nötig  ist 

Im  Gegenbata  zu  dieser  gestatten  die  beiden  folgenden  Metboden  eine 
fon  den  (n — iV  Flachen  unabhängige  Ableitung  der  n-Flachc. 

An  zweiter  Stelle  kommt  zunächst  die  künstlichere  Methode  der  Stamm- 
flachen  zur  Besprechung,  welche  von  Eberhard  nur  zur  Ableitung  dor  all- 
gemeinen Siebenflache  verwendet  worden  ist.  Dem  schon  hervorgehobenen 
Vorteil  dieser  Methode  stehen  manche  Nachteile  gegenüber;  einmal  wird  die 
Mctiiode  schon  für  vier  Stanunfiächen  recht  kompliziert,  und  zweitens  müssen 
tut  slmtfiehe  Stammsysteme  abgeleitet  werden,  ebe  behauptet  werdm  kann, 
tlilk  kern  Viel&cb  nnentdeckt  geblieboi  ist 

Eine  dritte  Metbode  ist  von  Kirlcman  nnd  Hermes  ausgebildet 
worden.  Auch  sie  liegt  für  die  einfachsten  Formen  auf  der  Hand;  doch 
mnfs  bezweifelt  werden,  ob  sie  für  kompliziertere  Gestalten  noch  prak- 
tische Verwendung  finden  kann.  £.  Jahnks. 
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£.  Wrobel,  Übungsbuch  cur  Aitthmetik  und  Algebra,  enthaltend  die 

Fonnf'ln,  Lehrsatze  und  Aiiflösungsmethorlon  in  systematisrluT  Anord- 
nung und  eine  grülse  Anzahl  von  Fragen  und  Aufgaben.     Erster  TeiL 
Pensum  der   Tertia  und  Untersekunda.     Dritt«   Yerbesserte  Auflage. 
Rostock  1898,  Werther.   XII.  und   320  S. 
Bezüglich  der  VoncQge  dieses  braueblMreii  Werkes  sei  auf  die  Be- 
sprechung der  im  April  1889  erschienenen  ersten  Auflage  Terwiesen.  Die 
neue  Auflage  zeigt  nur  geringe  Veränderungen  gegenüber  der  vorhergehenden. 
Wie  schon  bei  der  zweiten  Auflage,  ist  auch  hier  ein  Anhang  über  die 
quadratischen  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  nebst  einer  hinreichenden 
Menge  von  Aufgaben  beigegeben  worden.  E.  JAiuiKJC 

H.  Hartl.  AulgabeuBammlimg  aus  der  ArithmetilL  und  Algebra. 
Für  den  Unterrichtsgebrauch  und  für  das  Selbststudium  zusammengestellt 
und  meihodisdi  geordnel  Mit  19  in  den  Text  gedruckten  ngum 
Leipag  u.  Wien  1898,  F.  Deuticke.    905  B.  fL  1,80. 

—  IMe  Bodheneigebntsse  der  Avljifabeii.  Mit  einer  Figur.  122  8. 
fl.  1,20. 

Es  ist  eine  reichhaltige  Sammlung,  die,  zunächst  für  die  Stastsgewexiie* 
schule  in  Beichehberg  geschriebeo,  fOr  das  Pensum  eines  Gymnasiums  bis 

zur  Prima  ausreichen  dürfte.  Jeder  Aufgabengruppe  sind  eine  Keihc  p'^ 
schickt  ausgewählter  Fragen  vorgesetzt,  die  den  Schüler  veranlassen  solhn, 
sich  über  die  anzuwendenden  Regeln  Klarheit  zn  verscbatien.  Von  beson- 
derem Interesse  sind  die  eingekleideten  Aufgaben,  welche  nicht  blofs,  wie 
üblich,  der  Geometrie,  Physik,  Chemie,  Astronomie,  Feldmefslnmst  emt- 
nommen  sind,  sondern  zu  einem  beträchtlichen  Teile  der  Technik,  wie  Elektro* 
technik,  Maschinenbau,  Baugewerbe  angehören. 

übrigens  ist  das  Buch  aus  einer  ältepMi  Sammlung  desselben  Ver- 
fassers faus  dem  Jahre  1894)  durch  Umarbeitung  und  Erweiterung  hervor- 
gegangen. Neu  anfgfnoramen  sind  Kettenbrüehe,  unbestimmte  fileichnngen 
zweiten  Grades,  die  Kombinationslehre,  der  binomische  Lehrsatz,  arithme- 
tische Reihen  zweiter  Ordnimg  und  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Beim 
Vergleich  der  beiden  Au5gaben  fiel  dem  Referenten  auf,  dafs  der  Verfl  auch 
in  der  neuen  Sammlung  „Reservoire*'  schreibt  und  von  dem  „Erlag  einer 
PrSmie*'  sowie  von  dem  „Augenblicke  der  Einholung  eines  Boten^  spricht 

Sieht  man  von  diesen  und  anderen  Äufsorlichkeiten  ab,  welche  den 
Norddeutschen  fremdartig  berühren,  so  kann  die  Sammlung  auch  in  ihrer 
neuen  Gestalt  den  Fachgenossen  empfohlen  werden.  £.  Jaunke. 


0.  Kober.  Die  Gruudgebilde  der  neueren  Geometrie.  Eine  geordnete 
Zusanuneo Stellung  ihrer  Um-  und  Abbilduug»!U  1.  und  2.  Ordnung. 
Erster  Teil:  Die  Grandgebilde  der  Ebene.  Hannover  und  Leipzig  1898, 
Hahn.    95  8. 

„Die  Art  und  Weise,  wie  Staudt  und  nach  ihm  Reye  die  SteinerMk« 
Begründung  der  allgemeinen  ProjektivitSt  durch  das  metrische  Geseis  von 
der  Gleichheit  der  Doppelverhaltoisse  dadurch  umgehen,  dafo  sie  das  so- 
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liiniuuliscbe  Verh&ltnis  durch  das  hamonische  Yerliftltnis  enetzon  und  vier 

hmnoiiiscbe  Punkte  als'  den  Diagonalschnitt  eines  vollständigeo  ViereckS| 
Im  Grunde  also  eine  Abhrm«:igk»Mt  d»  r  crsttTi  8(ufe  durch  nino  Abhflnirig- 
keit  dfr  zweiten  Stufo,  deHnieren,  kann,  weil  df-m  StufengaDge  wider- 
sprechend, als  vollkommen  noch  uicUt  be/.eiehnet  werden." 

Um  m  einer  erschöpfenden  Erklärung  der  allgemeinen  Projektiv ittit 
la  gelangen,  nmlii  man,  wia  der  Yaif.  des  weiteren  darlegt,  an  dem  per- 
speUiven  Znsammenhang  feBÜtalten.  In  Yeremfaehung  dieses  meist  von 
Herrn  Thomae  ausgesprochenen  Gedankens  nennt  der  Verf.  zwei  perspektiv 
liq^de  Grandgebilde,  d.  h.  zwei  Grundgebilde  einer  Stufe,  welche  einander 
oder  nn  anderes  Gnindgebilde  derselben  Stufe  tragen,  Um-  oder  Abbildungen 
Ton  einander,  irgend  zwei  Um-  oder  Abbildung'  n  von  einander  aber  projektiv. 

Anf  dieser  (inmdlage  ;^'iel»t  der  Verf.,  unter  vürlüutiger  Bescbrilnkung 
aal  die  Ebene,  eine  Darsteliimg  der  Um-  und  Abbildungen  erster  und  zweiter 
Oidanog.  E.  Jaenkb. 


IL  Bochow.  Gnmdaätze  und  Schemata  für  den  Rechen-Unterricht 
aa  höheren  Sohulen.  Mit  einem  .Anhange:  Ihe  periodiscbeu  i>emnal- 
brüche  nebst  Tabellen  für  dieselben.  Berlin  1898,  0.  Salle.  74  S. 
IL  1,20. 

Es  ist  ein  Versuch,  im  Rechenunterrieht  eine  grofsere  Einheitlichkeit 
dmfa  Festsetsnagen  in  Besag  anf  die  Methode  und  auch  in  Besug  auf 
gewisse  iolserliefakeiten  herbeiznfllhren. 

Angehängt  ist  eine  elementare  Darstellung  der  Theorie  der  periodischen 

Deamalbrüehe  mit  zahlreichen  Beispielen. 

Sicherlich  wird  der  eine  oder  ander«  der  Fachgenosseu  dem  BQchel- 
cheo  manchen  brauchbaren  Wink  entnehmen  können.  E.  Jaunke. 


loenik-Spiolniunu.  Geometriacho  Anschauungsiehro  für  Unter- 
Gymnasien.  I.  Abteilung.  25.  veränderte  Auflüge.  82  S.  fl.  0,7.'>. 
IL  Abteilung.  20.  veränderte  Aul  iage.  Wien  und  Prag  1898,  F.  Teuipsky. 
91  8.  a  0,T6. 

10taik>|jeuniaiiil.  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  Unter-Gymnasien. 
L  Abteünag.  35.  veränderte  Auflage.  134  8.  fl.  0,90.  IL  Abteilung. 
26.  veriaderte  Auflage.  Wien  und  Prag  1898,  F.  Tempsky.  110  S. 
t  0,80. 

—  Xiehrbuoh  der  Arithmetik  und  Algebra  nebst  einer  Aufgaben-Samm- 

/oDg  für  die  oberen  Klassen  der  Mittelschulen.  25.  umgearbeitete  Auf- 
h^.    Wien  und  Prag  1898,  F.  Terapsky.    306  S.    fl.  1,85. 

erste  Buch  bringt  die  Planimetrie  und  die  Stereomf  trio  in  einer 
durchaus  ansprechenden  Form.  Die  Darstellung  ist  durch  Klar) n  if  und 
Küne  des  Ausdrucks  in  gleicher  Weise  ausgezeichnet.  Bcmerkeasw(  rt  ist, 
^  jedem  Paragraphen  eine  Reihe  von  Übungsaufgaben  beigegeben  sind, 
^ttM  Bakleidung  mannigfach  wechselt. 

1^  sweite  Buch  bietet  eine  recht  brauchbare  EinfQhmng  in  das 
Baefan«a  mit  den  algehxaisehen  Zahlen*   Doch  dllifte  das  sechste  Kapitelf 
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wo  das  Ausziclu'ii  der  Kubikwurzel  aus  absoluten  Zahlen  und  algebraischeo 
Ausdrücken  gelehrt  wird,  besser  wegzulassen  siein. 

In  dem  dritteu  Buch  wiid  das  hekanate  rensiim  aus  der  Arithmetik 
und  Algebra  bis  za  den  qiudratisehdii  Gleichungen  mit  mehreren  Uobe- 
Inwiiiten,  den  unbeBtimmten  Oleidinngen,  EettenbarOchaL,  Progrenonen  nnd 
der  EombiiiAtionBlehre  behandelt. 

Ein  AiiliMg  enthält  die  goniometriscbe  AuflöBiing  der  quadratischen 
Gleichungen,  ein  Kapitel  über  die  extremen  Werte  einer  Funktion,  femw 
höhere  numerische  Gleichungen  und  die  geometrische  Barstellung  der  kom- 
plexen Zahlen. 

Beigegeben  ist  (S.  191 — öOG)  eine  Auigabeuäammluiig,  die  eine  FiUi« 
brawshbaren  Materials  enthXli  Allerdings  darf  auch  hier  niclit  TsrscdiwiegeB 
werden,  dab  eine  Beihe  von  Aufgaben  ab  Kttnsteleien,  die  dem  Faäi- 
mathematiker  nie  imtar  die  Augen  konmien,  besser  weggeblieben  wiran. 

£.  Jabxkb. 


K.  Schwerin^,    Arithmetik  und  Algebra  für  hökere  Lehranstalten. 

Zweite  Auflaire.     Freiburg  i.  B.  1899,  Herd^^r.     80  S.    M.  1,00. 

„Beim  J ugenduuterricht  ist  auch  in  der  Arithmetik  der  Erfolg  uicbt 
durch  grundlegenden  streng  gegliederten  Lehraufbau,  sondern  nur  durch  all- 
mihlichen  Fortschritt  an  der  Hand  vielfacher  und  nachhaltiger  Übung  sn 
erreichen»  Keine  Rechnung  ohne  Probe,  kein  Sats  ohne  Zahlenbeispid.*' 
Diesen  Grundsätzen  wird  wohl  kdn  ei&hrener  Fachmann  seine  Beistimnmng 
versagen.  Ebenso  ist  es  zu  billigen,  dafs  in  der  Lehre  von  den  Potemm 
und  Wurzeln  unter  Ausscheidung  alles  überflüssigen  Lernstoffs  nur  wissen- 
schaftlich und  praktisch  wichtige  Fr^i  heinungen  zur  Behandlung  gelangt 
sind.  Dafs  z.  B.  der  Verf.  von  negativen  und  gebrocheneTi  Wunseleipo- 
nenten  ganz  abgesehen  hat,  dafs  er  das  Verfahren,  die  Kubikwurzel  ohne 
Logariti^an  ansamehen,  bei  Seite  gelassen  hat,  ist  hiernach  selbstrer» 
st&ndlich. 

Das  Lehrbach  verrftt  an  aUen  Stellen  den  taehtigai  Mathematiker  vnd 
kann  den  Fkichgenossen  au&  angelegentlichste  empfohlen  werden. 

£.  Jabmek. 


K.  Si  liwerins:.    100  Aufgaben  aus  der  niederen  Geometrie  nebet 
voIlBtändigen  Lösungen.    Mit  104  Abbildungen.    Zweite  verbesserte 

Autkge.     Freiburg  i.  B.  1899.  Herder.    168  8.    M.  2,00. 

Dt-r  IJesprecliuug  der  ersten  Aufbig*'  hat  Ref.  wenig  bin/nzufügen.  Wi»- 
voraubzaseheu  wai,  iiat  die  schöne  Sauuiiiong  grofseu  Aukiaug  gefunden. 

Die  neue  Auflage  untusdieUet  sich  Ton  der  «rstsai  duxeh  eine  U^e 
Sammlung  von  Übungen,  die  als  Anhang  beigegeben  worden  sind. 

E.  Jaesxi. 


E«  Budert.   OrandOagen  m  einer  Gtoomotrie  der  Kugel  nach  Orofs- 
manne  AuBdehnungslelire.    Abhandlung  zum  8.  Jahresbericht  der  OL 

städtischen  Realschule  zu  Leipzig.   1899.    44  8. 

Der  Verf.  entwii-kcU  in  der  vorliegenden  Programmarbeit  die  (leoraetrie 
des  ^härischen  Dreiecks  mit  Hüfe  der  Urafsmannschen  Methode.  Um 
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&m  immeriua  bescheidene  Resultat  zu  erlangen,  hat  der  Yert  einen  von 
dm  GrafsmannBchen  abweiclienden  Apparat  von  Benennungen  und  Be* 
^dehnnn^en  nötig,  der  auf  den  ersten  dreizehn  Seiten  mitgeteilt  und  be- 
gründet wird. 

ßef.  ist  der  Meinung,  dafs  es  im  Intwessp  drr  N'erbreituüg  der  (irals- 
m&nnscheu  Ideen  Uegt,  au  dem  waudurbareu  und  so  wohldurchdachten 
Anfliiii  der  AnsdehniingBlehre,  Torlftufig  wenigstens,  nidit  m  rtttteln  und 
•af  dflD  von  Grafsmann  selbst  geschaffenen  Fandamenten  wirUieh  neue 
Rtralttl»  m  entwickeln.  E.  Jahhke. 


J.  AlexandrolT.  Problemca  de  g^omötrie  ölämentaire  groupes  d'apr&s 
les  möthodee  k  employer  pour  leur  räaolution.  Traduit  da  rosie, 
rar  la  sixikne  ^tion  par  D.  Aitoff.  Paris  1899,  A.  Hennann.  164  p. 

Ihnlich  wie  in  dem  bekannten  Buch  von  J.  Petersen  sind  aneb  hier  die 
Aoigiben  nach  den  Methoden,  die  nt  ihrer  LOsnng  fahren,  geordnet  Wfthrend 

aber  jenes  nur  eine  verbältnismaftig  geriiige  Anzahl  von  Problemen  enthält, 
bietet  die  vorliegende  Sammlung  nahe  an  tausend  Aufgaben  und  Lehrsätze. 
Jedes  Kapitel  beginnt  mit  finer  Darlefrunn;  dr-r  Nfffliode  (geometrisoho  örtpr, 
Ähnlichkeit,  Umkehrung  dos  Problems,  Geometrie,  Translation,  Rotation, 
lüTersion,  Anwendung  der  Algebra  aui  die  Geometrie),  sodann  folgen  die 
Tollst&ndigen  Lösungen  einer  groüion  Reihe  typischer  Probleme,  und  hieran 
MUttÜMn  sich  zahMche  Übungsaufgaben.  Als  ein  lehrreiches  Beispiel,  wie 
(br  Yvtt  den  Scbfller  nun  LOsen  Ton  Aufgaben  anleiten  will,  mag  auf  die 
Aufgabe:  „Ein  Viereck  aus  den  Winkeln  und  Diagonalen  za  konstruieren** 
besonders  hingewiesen  werden. 

Ref  kann  die  Sammlung  der  Auftnerksamkeit  der  Fachgenossen  warm 
eupfehleii.  £.  Jajumie. 


B.  Herrmann.   Elementaniietliodische  Behandlung  der  Logarithmen 

und  ihrer  Anwendungen  für  Seminare,  Gymoasien,  Bealscholen, 
teohnieohe  Lehranstalten  und  aiim  Selbetimterriohto.   Gotha  1899, 

P.  Thienemann.    68  S.    M.  1,20. 

Vorliegende  Arbeit  ist  von  einem  Seminaristen  für  Seminaristen  ge- 
schrieben und  darf  als  ganz  brauchbar  bezeichnet  werden.  Wenn  der  Verf. 
flhrigens  Ton  ,^er  unendlichen  Basis  spricht  oder  an  anderer  SteUe  be- 
bsnplet:  „lüt  Ausnahme  der  dekadischen  Einheiten  sind  alle  irrational", 
so  sind  ^es  wohl  nur  schiefe  Ausdrücke,  die  in  einer  neuen  Auflage  zu 
Tomfiden  sein  wlliden.  E,  JAmnue. 


B.  Foth.  Anfangsgründe  der  Zahlen-  und  Haumgrörsen- Lehre. 
Ln  Auftrage  der  früheren  Kcjuiglich  Preufsischen  General-Inspektiou  der 
ijÜtterie  und  mit  Zustimmung  der  jetzigen  Königlich  PrenJhuGhsii 
Genenl'&iBpeklaon  der  FdSi-Artillerie  inm  Gebrauche  als  Leitfaden  bei 
dem  mathematischen  üntenichte  in  den  Begiments-Scbuliii  der  Artillerie, 
sowie  zur  Benutzung  beim  Selbstunterrichte.  Fünfte  Auflage.  HannoTer| 
Berlin  1899,  C.  Meyer  (Gustav  Phor>  800  8.  IL  3,00« 
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„Das  vorliegende  Lehrbuch  ist  in  erster  Linie  für  den  ünterricbt  ftn 
don  Repimontssehiilon,  also  für  Erwaeliseno  Ijcstimmt,  von  denen  der  gröfser« 
Teil  nur  fTfriniT»«  Vorkonntnisse  im  {»raktischen  Rechnen  mitbringt  und  doch 
in  der  Zoit  von  sechs  Monaten,  bei  wöchentlich  acht  Unterrk'htsstunden 
eine  sichere,  abgeschlossene  Grundlage  iu  der  Zahlen-  und  Raumgrölscn- 
lahre  erlaogen  soll/*  Diesem  Zweck  entsprechend  weicht  die  gewihlfe  Dar> 
stellnngsweise  Ton  der  in  den  Schulbüchern  üblidiai  nicht  nnerhebliefa  ab, 
insbesondere  muTste  vidfach  Knf  Strenge  in  der  Ableitung  yob  StAatn.  Ter- 
sichtet  werden. 

Bas  Buch  bestfht  ans  zwei  Teilen,  der  Zah1f>tilp)ire,  wo  die  Grun«i- 
rechnungen,  die  Verbültuisse  und  Proportionen,  die  tnirgerlichen  Ht'chnijnL''>- 
arten,  dio  Pottn/.fii  und  Wurzeln  behandelt  werden,  und  der  Geometrie,  wo 
die  i'lauimetrie  und  Stereometrie  (Erklärung  der  wichtigsten  Körperformen 
und  Beredinung  der  Körper)  gelehrt  wird. 

Auch  für  andere  als  Begimentsschulen  brauchbar  sind  die  nahlrftirii 
eingestreuten  Übungsaufgaben  des  ersten  und  des  sweitoi  Teils.  Gerade 
ihres  militärischen  Gewandes  halber  möchte  Ref.  die  Aufmerksamkeit  der 
Herausgeber  von  Auf"gabensammlnn<:»'pn  auf  sie  gelenkt  haben. 

Bemerkenswert  ist  auch  der  Anhang,  wo  das  Abstecken  von  Linien 
und  Winkeln  im  Gelände  behandelt  wird  und  einige  einfache  Aufgaben  der 
Vermessuugskuust  gelöst  werden.  £.  Jahnkc 


F.  0.  Ganfs.  FfinfttelUge  ToUatliidlge  logaritiunlsoh»  und  trigono- 
metrisohe  Tafeln.  Zum  Gebrauche  filr  Schule  und  Praxis.  60.  Aufl. 
Halle  a.  S.  1899,  E.  Strien.    166 -f  XXXIV  S.    M.  2,50. 

Vorliegende  Auflage  ist  gleichlautend  mit  der  22.  und  allen  folgenden 

Auf  lagen.  :nisgenommen  dio  Tafeln  XTT  (Dimensionen  des  Erdsphäroids)  und 
XI II  (Naturkonstanten),  wo  die  Ergebnisse  der  neuesten  Untersuchungen 
berücksichtigt  worden  sind.  £.  Jaukk£. 


F,  G.  Gauls.  Vierstellige  logBrithraiBCh-trigonometrische  Handfcafel 
für  Dezimal teilung  des  Quadranten*  Zweite  Auf  lage.  Halle  a.  3. 
1899,  E.  Strien.    7  8.   M.  0,80. 

Von  der  Erwägung  ausgehend,  dais  <lio  Oenanigkeit  vierstelliger  Loga- 
rithmen für  zahlreiche  logarithmische  Rechnungen  als  ausreichend  anzosehea 
ist,  hat  sieh  der  Terdiente  Verfasser  der  ftnfttelligen  Logaritimmitafel  eat^ 
seblossen,  ebenfslls  Mne  -vierstellige  Tafel  keranssngeben.  Die  innere  Ein* 
richtung  der  letzteren  entspricht  durchaus  de^enigen  der  ersteren,  insbeson- 
dere ist  auch  diese  behufs  Erleichterung  der  biterpolation  mit  mdglidiBt 
Tollständigen  Propnrlionaltrifelchen  rcrsohnn. 

Für  die  üufsere  Einnehtung  ist  vorzugsweise  der  Gesichtspunkt  mafs- 
gcbeud  gewesen,  das  so  überaus  lästige  Blättern  entbehrlich  /m  machen. 
Dies  wird  dadurch  erreicht,  dal's  man  die  sechs  Seiton  der  Tafel  der  Länge 
nach  yon  einander  trennt  nnd  nach  Art  der  Generalstabskarten  anf  LeinwsDd 
oder  P^pptafeln,  die  durch  Leinwandfiilse  mit  einander  verbunden  sind,  Uebi 
Die  Erlftnterongen  (Seite  7)  werden  anf  der  Rückseite  der  Leinwand  oder 
Fappe,  und  swar  auf  der  Bttckseite  der  ersten  Seite  einen  Fiats  finden  kOnaea. 
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Wegen  der  Dezimalteilung  des  Quadranten  wird  die  so  flbenuu  hand- 
liche Tafel  vorläufig  aE  den  Sdmlfln  nieht  Terwendbar  aem. 

K  Jahkkk. 


C.  Rohrbach.  Vierstellige  logarithmiBch -trigonometrische  Tat'elu 
nebst  einigen  physikalisoken  und  aatronomisolien  Tafeln«  für  deu 
Oelnrandi  an  hlflieren  Sohiüfln.  Zweite,  dnrchgesdiena  und  TOnnelute 
Anflaga.   Gotha  1899,  Thienemann.  86  8.  SL  0,60. 

Jüid  Sumöhtnng  der  Tafel  ist  dem  seit  Bremikers  sedissteUiger  Tafel 
(1853)  aUgraidn  eingebftrgerten  Mnster  naehgabüdet  mit  nur  einigen  leidit 

erkennbaren  AbweichuDgen,  unter  denen  die  Anf&gung  einer  Spalte  mit 
der  Überschrift  10  die  hauptsächlichste  ist;  sie  erleichtert  durch  Erhöhung 
d^r  Srinmetrie  die  Übersicht  und  vor  allfin  die  Intprpohition,  da  man  nicht 
genötigt  ist,  zur  Bildung  der  Biäerenz  m  die  folgende  Zeil«-  überzugehen." 

Die  neue  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  vorhergehenden  durch 
eine  Tafel  ftr  Igsin  und  lg  tg  der  ersten  5  Orade  mit  dem  Intenrall  von  0,01®, 
welche  die  gomometriscIiA  ^npttafel  (Intervall  0,1®)  nunmehr  yoUsttodig 
«giait,  wihrend  Ar  die  Frsönde  der  Hinntenteilnng  die  entspndiende 
fitere  Tafel  beibehalten  ist  Ebenfalls  neu  sind  einige  dreistellige  Loga- 
rithmentäfelchen  sowie  eine  kleine  Tafel  f&r  Potenzen  und  Wurzeln. 

Angehängt  ist  der  zweiten  Auflage  auch  eine  graphische  Darstellung 
des  Verlaufes  der  goniometrischen  Funktionen.  £.  Jaunke. 


H.  Raydt.  Lehrbach  der  Elementarmathematik,  Planimetrie,  Arith- 
metik, Trigonometrie  und  Stereometrie,  Pensuxu  bis  zur  Einjährig- 
Freiwilligen-Prüfang  fOr  hdhere  Scholen  and  xom  Selbststadinm.  Leipzig 
1899,  IL  Hease.   953  8.   IL  2,70. 

^  ist  mir  wohl  bewniU/*  heilht  es  in  der  Vorrede,  ,,dalii  das  vor- 
ÜigHide  Buch  vom  streng  wissensehaftuhien  Standpunkte  ans  in  einaelnen 
Punkten  anfechtbar  ist.  Man  darf  aber,  meine  ich,  in  der  Schalmathematik 
hierin  nicht  zu  ängstlich  sein  und  mufs  sich  hfiten,  aus  wissenschaftlichen 
Bedenken  dem  Schüler  unverstandlicli  zu  werden.  Man  soll  immer  im 
Aui?e  behalten,  dafs  unsere  Schulen  keine  Universitäten  sind,  und  dafs 
maihematisch-philtttophische  Grübeleien  die  Schüler  eher  verwirren,  als  ihnen 

Indem  aidi  Bafecent  dieaen  ÄnafUhrnngan  dnrdhaus  anachliefet,  kann 
«r  nicht  umhin,  den  Wunsch  atusospreohen,  dab  der  Vert  in  einer  iweiten 
Auflage  seinen  Standpunkt  noch  schärfer  zur  Geltimg  bringen  möchte.  Das 
Eadiiel  des  mathematischen  Unterrichts  besteht  im  Lösen  von  Aufgaben. 

Uieses  Ziel  kann  nicht  oft  genug  betont  werden;  nur  so  wird  es  möglich 
sein,  den  oben  gerügit  n  Kvhler  im  venn«  kI*  n  und  Fragen  aus  dem  Iintemcht 
aoszoscheiden,  die  sehr  wuiil  in  einen  LugikkaikÜl,  keineswegs  aber  in  den 
iDtthematischen  Anfangsunterricht  gehören. 

Bei  begnügt  sieh,  in  Besag  aof  Binzelheiten  des  Iiehrboehs  folgende 
Bnwkongen  ansoknllpfen: 

Verf.  hat,  wie  .schon  nele  vor  ihm,  bei  der  Inhaltsberedmung  die  irra- 
tionalen Zahlen  mit  Recht  ba  Seite  gelassen.   Die  Sreisbereohnnng  scheint 

ArthiT  dir  MaOMMik  «oS  P^iUl  m.  BdlM,  1.  18 
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auf  dcMi  ersten  Blick  etwan  zu  knapp  gehalten,  doch  ist  im  trigonoiaetiriflcbieil 
Teil  der  Bürechnung  von  n  ein  Paragraph  gewidmet. 

Was  die  einliUirenden  Abschnitte  in  die  Planimetrie  anbelangt,  so  hätte 
Ref.  gewfiiiMiliti  dafo  dtr  Verf.  die  S^lfiniuttel  dar  Drehung  und  den  Byin* 
metriebegriff  nicht  TonehmSht  bitte. 

DurohaoB  va  billigen  iei  die  Einführung  einer  groben  Zahl  von  Ahkür 
Zungen,  einer   Art  raathematischer   Stenographic,    welche   die  echlifUicbe 
Wiedergabc  von  Beweisen  und  Konstruktionen  erleichtert. 

Der  arithmetische  Teil  ist  gut  gelnogen,  doch  würde  man  in  einer 
zweiten  Auflage  auf  die  Paragraphen  über  Kubikwuizelaus^iehuug  gern  ?er- 
lichten. 

Ans  dem  trigonometrischen  Teil  ist  henronuheben  du  Fehlen  der 

Additionstheoreme,  eo  dafs  der  geometrische  Formelapparat  nur  ein  be- 
schränkter ist.  Hiermit  läfst  sich  der  Verf.  die  Gelegenheit  entgehen,  den 
Schülern  an  einem  bedeutenden  Boispii'^l  df^n  fnntlanientalen  Unterschied 
zwischen  Identitäten  und  Bedingungigleii:hungeu  klar  zu  machen.  Für  den 
TangenteDsatz  wiid  eiu  hübscher  Beweis  beigebracht,  der  dem  Hot.  unbe* 
kannt  war.  Der  Beweis  führt  nnmittelbar  nun  Ziel,  ohne  den  Weg  über 
den  Ganfsschen  Doppelsats  m  nehmen. 

Endlich,  die  Behandlung  des  stereometnschen  Teils  erscheint  dem  Be£ 
durchaus  angemessen.  Vielleicht  entschliefst  sich  der  Verf.  in  einer  n^nen 
Auflage  dazu,  die  Anschaulichkeit  der  f iguren  durch  den  Kontrast  starker 
und  schwacher  Linien  zu  erhöhen. 

Von  deu  angeführten  Mängelu  abgesehen,  kann  Hef.  das  Buch  den 
Fachgenoseon  wann  empfehlen.  E.  Jahkki. 


E.  Särchinger  und  V.  Estol.  Aufgabensammlung  für  den  Eechen- 
Unterricht  in  den  Unterklassen  der  Gymnasien,  Kealgymnasien 
und  Bealsckuien.  Erstes  lieft:  Die  4  Grundrechuungsarten  mit  gabzen, 
einfach  nnd  mehr&ch  benannten  Zahlen.  89  8.  Zweites  Heft:  Bmch- 
reohnnng.  102  8.  Brittes  Heft:  Bdilnfsreohnnng.  Prosentr,  Zins-  nid 
Diskontrechnnng.  70  8.  Zweite  Terbesserte  Auflage.  Leipiig  1899, 
B.  G.  Teubner. 

Der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  entnehmen  wir  folgende  Angaben: 
Bf'i  der  \t'nl>t^arbeitung  der  Sammlung  ist  neben  dem  eigentlichen  Zweck 
deü  iiechenuuterrichts  besonders  die  Forderuug  berücksichtigt  worden,  dals 
der  Unterricht  im  Zahlenrechnen  dem  Unterricht  in  der  Algebra  vor/u- 
arbnten  habe.  Ferner  ist  die  derimale  Behreibwfise  der  dentsehen  Mfiaien, 
Mafse  nnd  Gewichte  bereits  in  der  Seita  eingeführt  und  dementsprechend 
die  Dezimalbruchrechnung  der  Kechnung  mit  gemeinen  Brüchen  vonnge* 
stellt  worden.  Aufgaben  in  Form  von  einfachen  Gleichungen  finden  sich 
an  allen  passenden  Stellen  des  Buches,  ebenso  eingekleidete  Auffrab»n .  die 
sofort  zum  Ausatz  einer  solchen  Gleichung  führen,  so  dafs  auf  die, st  ^Vfise 
der  Schüler  zur  Benutzung  dieses  wichtigen  Hilfsmittels  der  Matheiuaiik  an- 
geleitet wird.  Nach  jedem  wichtigen  Abaehnitt  ist  ein  Paragraph  mit 
Wiederfaolungsbeigpielen  eingesdialtet,  die  sieh  zn  echrifflichen  Hansarbeiten 
eignen.  Ebensowenig  wie  in  der  ersten  Auflage  sind  Regeln  im  Wortlaut 
gegeben  oder  abgeleitet  worden,  doch  wird  dem  Schfller  das  Auffinden  der* 
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mIIwb  duck  kune  Hinwcita  uad  puMade  Fragen  erleicIiterL  Üb«nU 
findtti  neh  eine  grölwfe  Antthl  leiditer  Aufgaben,  die  aioh  fttr  das  Kopf- 
reehnen  eignen.  Die  «weite  Auflage  enfhilt  ungeÄhr  4000  EinzelaofgabeiL 
BMiur  al0  die  erste.  E.  Jahmkb. 


J.  Deter.    Mathematisches  Fonnelbuch  für  höhere  Unterrichtsan- 
stalten.   Nah  herau8gegeben  von  E.  Arndt   4.  Auflage.    Berlin  1899, 

M.  Rucken  stein.    58  S.    M.  0,90. 

Die  De t ersehe  Sammlnng  ist  im  Auftnige  der  Verlagsbuchhandlung 
von  dem  Herausgeber  einer  durchgreitendeu  Umarbeitung  unterzogen  worden. 
Es  ist  80  ein  Buch  entstanden ^  das  sich  durch  Übersichtliche  Anordnung 
nod  Yottsttndigkeit  in  den  Formeln  in  gleicher  Weise  auszeichnet  Den 
tJbttgang  ta  der  höheren  Mathematik  Termitteln  die  Kapitel  Ober  die  an- 
eodlicben  Reihen,  die  analytisihe  Oeoiiieiiie  dtr  Ebene  und  des  Baumes, 
sowie  die  Grundformeln  der  Differwtial-  und  Integralrechnung. 

Referent  kann  die  Sammlung  empfehlen.  £.  Jahmke. 


Glaser.   Stereometrie.    Mit  44  Figuren.   Leipzig  1899,  Göscheu.   126  S. 
IL  0^80. 

Der  Verf.  hietet  in  dem  Torüegenden  Weilnshen  «ne  durdi  meist 
Uaren  und  knappen  Ausdruck  ausgeseidinete  Darstellung  des  gewöhnlichen 
itareometrischen  Pensums.  Der  ente  Abschnitt  handelt  von  den  Punkten, 
genden  Linien  und  Ebenen  im  Räume.  Per  zweite  Abschnitt  bringt  die 
allgemeinen  Eis^fiTsrliaften  der  bekanntesten  Flächen  und  Kcirper.  Be- 
merkenswert i-^i  hier  das  Kapit<*l,  welches  dem  Drciknnt  und  dem  sphärischen 
Dreieck  gHwidmet  ist.  Beigegeben  sind  diesem  Kapital  »  iiif  grölsere  Zahl 
TOQ  Lehrsätzen  und  Aufgaben.  Der  dritte  Abbchuitt  endlich  bezieht  hielt 
auf  die  Bezeichnung  yon  Köipem  und  Flächen.  Besonders  ausführlich  wird 
lusr  das  Prismatoid  behandelt.  Es  wird  gezeigt,  dafs  die  Prismatoidfoimel 
sieht  blois  auf  die  eigentlichen  Prismatoide  beschrttnkt  ist 

Allrn  drei  Abschnitten  sind  eine  grofse  Zahl  TOtt  Aufgaben  angehftngt, 
welche  das  Werkchen  recht  branchbar  machen.  E.  Jahmkb. 


0.  Hessenher?.    Ebene  und  eph&risohe  Trigonometrie.    Mit  69  ein- 
und  zweifarbigen  Figuren.    Leip/ig  IHOO,  (Just  hen.    165  S.    M.  0,80. 

Der  Verf.  hat  seine  Aufgabe,  in  dem  engen  Ralimen  nicht  blofs  alle 
wichtigen  Formeln  mitzuteilen,  sondern  auch  die  Grundgedanken,  auf  welchen 
dieselben  beruhen,  klar  dannsteUen  und  den  Zusammenhang  derselben,  ihre 
Bedmtottg  und  Anwendbarkeit  henromheben,  TortreffUch  gelöst. 

Der  erste  Tdl,  die  ebene  Trigonometrie,  umfaGst  das  rechtwinklige 
und  schiefwinklige  Dreieck,  die  Additionstheoreme  der  trigonometrischen 
FuDkt  ionen,  die  Anwendung  der  Additionstheoreme  auf  das  schiefwinklige 
breierk  und  die  Berechnung  der  Vierecke.  In  Bezug  auf  den  in  §  16,  S.  53 
gt^ebfcßen  /.weiten  Heweis  der  Additionstheoreme  ist  zu  bemerken,  dals  dcr- 
islbe  keineswegsj  „in  Vergessenheit  geraten"  ist,  sondern  vielfach  an  Schulen 
gc«M  wird. 

18* 
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Der  sweite  Teil,  die  sphärische  Trigonometrie  ^  mn&Ist  das  recht- 
winklige und  schiefwinklige  sphnrijche  Dreieck.  Die  Darstellung  I&lst  die 
Analogie  zwischen  den  Entwicklungen  der  sphSnacben  und  ebenen  Tiigono- 
metrie  klar  hervortreten. 

Der  dritte  Teil  endlich  bringt  Berechnung  und  algebraische  Anwen- 
dung der  trigonometrischen  Funktionen,  und  zwar:  elementare  Berechnung 
denidben,  den  ICoiTreiohen  8atz,  unendliche  Beiheii  und  Rrodokfce  war  Der- 
steUnng  der  trigonometriaehen  Funktionen  und  die  ümfonmuig  logerithniscli 
nicht  berechenbarer  Ausdrücke  durch  HilfiswinkeL  Besonders  intcwonint 
ist  das  elfte  Kapitel  mit  der  Überschrift:  Der  Moivresche  Satz.  Üm  den 
Kern  desnelben  scharf  herausrusrhftlen,  führt  der  Verf.  den  Begriff  des  Vek- 
tors ein,  entwickelt  die  Ocsctzc,  nach  denen  mit  Vektoren  zu  rechnen  ist, 
und  weist  den  Äloi Vreschen  Satz  als  einen  Spezialfall  derselben  nacL 

Bef.  benutzt  diese  Gölegenhoit,  um  diejenigen,  welche  sich  über  das 
Rechnen  mit  Vektoren,  mit  besonderer  Anwendung  auf  die  Fonneln  der 
Trigonometrie,  weiterbilden  woUen,  auf  die  Aibeit  von  Hem  Caspary 
(Applicati  IIS  des  methodes  de  Grassmann;  vecteurs  dans  le  plan;  d^finitioai, 
proprietes.  Nouv.  Ann.  (3)  XVIII,  1899)  hinxuweisen. 

Ein  Anhang  enthält  Obungsbeispiele,  und  zwar  mehrere  wertvolle  Tafeln 
für  rechtwinklige  und  schief vrinklige,  ebene  wie  sphärische  Dreiecke,  sowie 
20  Textau^aben.  .E*  Jauskü. 

€•  BalnllOTtl.   Ooodisie.   Einflflirang  in  die  weeentUchsten  Angaben  der 
Erdmessung  und  der  Landesvermenung.   Ifit  66  AbbüdongeiL  Lripng 

1899,  Göschen.    179  8.    M.  0,80. 

Das  Büchelchen  ist  dazu  bestinmit,  in  weiteren  Kreisen  für  die  wissen- 
schaftlichen und  technischen  Aufgaben  der  Geodäsie  Interesse  zu  erwecken. 
Unter  Berücksichtigung  der  historischen  Entwicklung  giebt  der  Verfasser 
eine  übersichtliche  Darstellung  der  allgenieiiien  Aufgaben  und  Methoden 
der  Vermessungskunde.  Die  Schrift  zerfällt  in  fünf  Abschnitte.  L  Die 
Gnmdaufgaben  der  Erdmeesung  und  der  geodItiBchea  Bestimmungsmetheden, 
n.  Die  wichtigsten  geodfttiseben  Instrumente  tmd  ihr  Qebranoh.  ffl.  Die 
exakten  GradmesBOngstriangulierungen  rar  Bestimmung  der  Erddimensioneo* 
IV.  Die  Landesvermessung.    V.  Die  spezielle  Untersuchung  der  Erdfigur 

nie  klar  und  anregend  geschriebene  Schrift  wird  sicherlich  manchem 
Anregung  geben,  die  Fortschritte  des  deutschen  Landesvermessungswesens 
und  die  Ergebnisse  der  Erdmessung  zu  verlolgen.  £.  Jahkkk. 


£•  BnporMI*   Premiere  prinoipaa  de  gdomdtrie  modema  k  l*neege 

des  ^l^ves  do  mathdmatiqaee  spöcialos  et  des  oandidate  i  la 
lioenoe  et  ä  ragrögation.    Paris  189 U,  Gauthier- Vühyrs.   160  p.   3  fr 

Das  Werk  ist  zwar  in  erster  Linie  für  die  Schüler  der  classes  de 
mathematiques  speciales  bestimmt  Doch  wird  es  jedem  von  Nutzen  sein, 
der  in  die  Methoden  der  modernen  Geometrie  eingelührt  /,u  werden  wünscht 
Um  dem  Studierenden  Gelegenheit  zu  geben,  die  auseinandergesetzten  He* 
thoden  sofort  selber  war  Anwendung  sn  bringen,  hat  der  Yerfansr  fiat 
grofse  Zebl  der  Tersehiedensten  Aufgaben  behandelt,  die  meist  den  eoocoos 
dar  letiten  Jahre  entnommen  sind. 
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So  ivird  all  eine  AnwaidiiBg  der  homographisdieii  Tranifoniiatioit  die 
blgvde  Aufgabe  behandelt:  Etani  domifo  nne  oonique  T,  seit  M  nn  point 
irintnire,  et  soient  P  et  Q  les  points  de  contact  dei  tangentes  meD^  de 

M  h  T.  Le  cercle  circonscrit  au  triangie  MPQ  coupe  T  en  deux  autres 
points  P'  ei  Q\  t^ls  que  le  pole  M'  de  P'V  par  rapport  a  T  soit  snr  le 
cercle  (»asidere.  Nohh  allons  montrer  que  les  points  3f  et  iVf',  et  les 
dem  fojers  reels  [q\x  ies  deax  fuyers  imagmaires)  de  T  süot  quatre  poiut« 
(j'an  meme  cerde.  (Probleme  propose  en  1891  au  Concours  d'admission  a 
l'^ede  Nonnala.)  Als  «ne  Ajnrendimg  der  qnadratiedieB  Tranafbnnation 
dknt  die  Ad^^mm:  Trouver  le  lieu  dv  quatriWe  point  eommun  a  deux 
pmboles  cireonscrites  a  im  triangie  donne  et  dont  lei  azes  font  entre  eux 
on  angle  donoe.  (Problkue  prapoej  en  1874,  au  Ooooowi  d'adminion  a 
f£eol6  Poijtechnique.) 

Wie  schon  der  Titel  verrlU,  erhebt  das  SVcrk  nicht  den  ADSpruch  auf 
VoUst&ndigkeit.  Es  uintttlEt  ö  Kupitel.  In  Kapitel  I  betont  der  Verfasser 
dea  an^ytischen  Charakter  der  modernen  Geometrie  ^  welcher  durch  die 
SaflUinaig  dee  Imagiwiren  bedingt  ist,  und  giebt  einige  dnftthrende  Be- 
aurirangen  über  die  Verwandteehaften  der  ^Figuren.  Kapitel  II  und  III 
sind  der  Theorie  der  homographischen  und  correlativen  Transformation  in 
der  Ebeae  wie  im  Baume  gewidmet.  In  Kapitel  IV  und  V  werden  die 
Hauptfi{Tpnsrbaft*»n  der  Kej?elschnitte  und  FÜM-hen  Ordnung  untersucht. 
Im  letzten  Kapitel  (VI)  findet  man  Anwendungen  der  huinopraphischen  und 
korrelativen  Transfonnationen,  eine  geometrische  Untersuchung  der  Inversion 
nad  der  anallagmatischen  ebenen  Kmrven  und  interessante  Entwickelungen 
Aber  die  ebenen  quadmÜBehen  Tkansfonnationen.  Der  Verfasser  giebt  sum 
eme  rem  geomeWsclie  Darlegung  der  Lieschen  Traasformation, 
uikhe  die  Qeraden  und  die  Kugeln  mit  einander  Yerknilpit 

Angehängt  ist  eine  wertvolle  Sammlung  von  70  Übungsaufgaben  und 
Lehrsätzen.  Uiitfr  dif  s-fii  Infind^n  sich  ei!i»>  R^^hf  iener  hübschen  Sntrf, 
welche  die  moderne  Dreiecksgeometi-ie  dem  Verfasser  verdankt  ßeterent 
begnflgt  sich  aus  den  Exercices  den  folgenden  Satz  hervorzuheben:  Etant 
dfloniun  hexagone  123456  inacrit  \k  une  oonique,  les  points  5,  6,  (15,  26), 
(16,  85),  (35,  46),  (36,  45)  sont  snr  une  mdme  oonique. 

Zum  ScUuGi  möolrte  BeCnrent  nocb  su  Kapitel  V  eine  Bemericung 
machen.  Hier  behandalt  der  Verfasser  als  Anwendung  der  vorangehenden 
Entwii  kJungen  das  Problem,  den  achten  Durchschnittspunkt  dreirr  Oher- 
flichen  zweiter  Ordnung  zu  finden.  In  Bezue  ^uf  die  citiertp  Liltcrntnr 
iit  TO  bemerken,  dafs  eine  einfache  Konstruktion  des  achten  Hchnitt- 
puoktes,  d.  h.  eine  Konstrukuon,  wo  nur  der  Schnittpunkt  einer  Ebene  mit 
«Bir  Geraden  und  die  dundi  einen  Punkt  und  eine  Gerade  bsstininite 
Bboe  bsontrt  wird,  vom  Htmi  F.  Oaspary  (Journal  1  d.  reine  und  aagsw. 
Mstfa.  XGIX,  198—180)  gegeben  wurden  ist  B.  Janm 


H.  Borkhardt.    Funktionentheoretisohe  Vorlesungen.    Zweiter  Teil. 

Elliptische  Funktionen.  Leipzig  1899,  Veit  k  Ck)mp.  XVI  und  373  S. 
gr.  8* 

Das  in  der  Übers«brift  genannte  Werk  ist  mit  grofbsr  Saehkenntnis 
gndnieben  und  trägt  vor  aUem  den  neueren  Tlieorien  ausgiebig  Beehnung. 


Digitized  by  Google 


198 


Benofionen. 


Es  aeicfanet  sich  durch  AUgemeinlieit  tind  Eleganz  der  Methoden  aus.  D«r 
behandelte  Stoflf  ist  ein  sehr  umfangreicher.  Die  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Funktionen  mrd  auf  doppeltem  Wege  abgeleitet,  zuna«:"hst  auf 
rJrundlaife  der  \Veiorstrafs:schen,  dnnn  der  -lacobischcn  Funktionen.  Di© 
Integraltheorie  ist  nach  verschiedenen  Richtun<7eii  hin  entwickelt.  Es 
werden  .  die  allgemeinen  elliptischen  Integrale  aui  den  entsprechenden 
Biemannsclien  FlScben  ontenueht,  die  Reduktion  des  Integrales  1.  Gattung 
auf  die  Terschiedeoen  Normalfcnnen  gegeben  und  das  TTmkehrproblem  in 
allgemeiner  Gestalt  entwickelt.  Die  ^eorie  der  Hodulsubstitulaonen  fttlirt 
sur  linearen  Transformation  der  Tersdhiedenen  eingefBhrten  Funktionen, 
sowiP  zur  Theorie  der  Modul fu nkti oncn ,  von  denen  in  erster  Linie  der 
Moflr,!  des  Nornialintegrales  erster  (iattung  und  die  Invariante  J  behandelt 
vvcrdcu.  Hieran  schliefst  sich  in  naturgemöfser  Weise  das  spezielle  Tcilungs- 
und  Transformationsproblem.  Der  allgemeinen  Teilung  und  Transformation 
nebst  komplexer  Hultifdikation  ist  ein  eigener  Absidmitt  gewidmet. 

Neben  diesen  soeben  angedeuteten  Theorien  finden  sicli  aW  noch 
andere  mehr  speaelle  Gegens^ide  behandelt  vor,  wie  Abbildungsaui^^abea, 
Ausartungen  der  elliptisdien,  Transcendenten,  sowie  Bealitätsveihftltaisse 
und  nuraeri<;ehe  Berechnungen  derselben.  Anwendungen  auf  Geometrie, 
Mechanik  und  die  Pieardsehen  Ditfercntialgleiehungen  schliefscn  das  Werk. 

Schon  diese  flüchtigen  Heuiorkungen  zeigen,  win  umfangreich  der  be- 
handelte Stoff  ist.  Erwügt  mua,  dafs  derselbe  aui  610  Seiten  verteilt  ist, 
80  ist  klar,  dafs  die  einseinen  Theorien  nicht  gleichm&Tsig  eingehend  be- 
handelt sein  können.  Der  Herr  Verfasser  bringt  mehrfach  nur  einige  all- 
gemeine S&tie,  die  zur  Orientierung  dienen  sollen,  ohne  aber  einen  Abscblufs 
herbeisuführen.  Da  Litteraturangaben  fehlen  und  die  Darstellung  eine 
kur^e,  nicht  immer  einfache  ist,  SO  macht  sich  dieser  Umstand  bisNvoilen 
recht  störend  bemerkbar.    M.  Kaauöe. 

Job,  Lengaaer.  (HometHiobe  WahxioheliiliolikoitBtpKolilein««  Pro- 
gramm des  Kgl.  alten  Gymnasiums  zu  Wflrsbozg  Ar  das  Sohnl^jahr 
1898—1899.   Wflrsbnrg  1899,  ünWeraitilts^BuchdruckereL    62  & 

Das  erste,  alles  bis  dahin  auf  dem  Gebiete  der  geometrischen  Wahr» 
scheinlichkeit  Geleistete  zusammenfassende  Buch  war  das  von  E.  Cznher: 
Geometrische  WahrscheinliebkeitPTi  nnd  Mittflwerte  (Leipzig  1884).  Referent 
hat  es  im  30.  Bande  der  Zeitschrift  t.  Math.  u.  Phys.,  Hist.  -  litt^r.  Abtlg. 
S.  24 — 27  angezeigt  imd  die  UelPL'eiibf  it  benutzt,  ein  noch  nicht  veröffent- 
lichtes Vorlesungsbeispiel  von  Gauls  uiitzuteilen.  In  dem  Czuberschen 
Buche  ist  die  Behandlung  beinahe  rcgchnäfsig  so,  dalSi  das  Eintreflen  ge- 
wisser Ereignisse  mit  dem  Flichemfaume  gewisser  Figuren  verglichen  wird, 
und  dafs  also  die  Wahrscheinlichkeiten  im  Varhiltnisse  jener  Flächenitume 
stehen.  Nor  ausnahmsweise  hei  dem  IX.  Probleme,  die  Herstellharkeit  eines 
Dreiecks  aus  3  gegebenen  Seitenlangen  betreffend,  sim^  Korperinhalte  von 
Tetraeilern  die  Vergieichsgebilde.  An  diese  Aufgabe  anknüpfend,  hat  Herr 
Lengauer  iu  seinem  lesenswerten  Programme  durchweg  den  Übergang  von 
der  Ebene  zum  Räume  vollzogen  und  regelmüfsig  gewisse  KÖrperrämue  als 
Sinnbilder  von  Wahrseheinlichkeiten  benuftsi  Die  erste  in  dieser  Wsiw 
behsadelte  Aufgabe  ist  die  Ton  der  Herstellbarkeit  eines  Dreiecks  aus  droi 
•gegebenen  SeiteUf  die  letrte  die  von  der  Herstellbarkeit  eines  Dieiecks  auf 
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etnor  Seite,  dessen  Gegenwinkel  und  dem  Winkel  swischen  swei  Medianen 
ab  «iUkflrlich  gegebenen  Stocken.  M.  Gahtob. 


B»  Kiemeyer.  me  Zatalmkniut  IL  TeiL  Das  Becbnen  mit  gansen 
Zahlen.  1.  Fortsetsimg.  Dortmund  1899,  im  Selbstverlag  des  Ver^ 
faasers.   81  S. 

In  den  beiden  firOheren  Heften,  welche  Bd.  44  d«r  Zeitschr.  f.  Math.  a. 
Phys.  Histor.  Litter.  Abtlg.  S.  122 — 123  angezeigt  wurden,  hat  der  Ver- 
fasser ein  drittes  Heft  über  das  Brnrhrechnen  in  A\i=sieht  gestallt.  Er  hat 
fich  inzwischen  anders  besonnen  und  eine  Fortsetzung  des  /.weitpn  Teiles 
?om  Rechnen  mit  ganzen  Zahlen  eingeschoben,  ja  sogar  diese  Fortsetzung 
als  erste  bezeichnet,  so  dais  noch  mehrere  folgen  können.  Gleichwie  früher 
Übt  Herr  Niemeyer  eine  groTse  Belesenheit  und  eine  Neigung  zu  phfloso- 
lilusclien  ErOrterongen  erkennen,  welche  das  geschiehtlicfa  Gegebene  aemlich 
frei  ergänzen.  Die  TOrhandenen  römisdien  Rechenbretter  z.  B.,  an  doi-eti 
Alter  Altertmnskenner  von  Fach  nie  gezweifelt  haben,  sollen  dem  12.  oder 
13  Jahrhimdert  angehören  (S.  41).  r>aR  Linienrechnen  in  Deutschland  war 
Theorie,  nicht  Praxis  (S.  65).  Die  Eiiunaleinstafel  des  Nikoma.  hus  ist 
nur  fälschlich  für  eine  solche  gehalten  worden  (S,  78).  Wir  füichten,  Herr 
Niemejrer  habe  sich  in  solchen  Äufserungen  mehr  als  gut  von  seiner  Phan- 
tasie Mten  lassen.  Gegen  eine  Stelle  (S.  45)  mflssen  wir  geradem  Yer- 
wikrang  einlegen,  la  unserer  Gesch.  Mathem.  I^),  632  steht  keineswegs, 
der  chinesische  Buanpan  stamme  erst  aus  dem  13.  Jahrhundert,  sondern 
nur,  dafs  die  sogenannten  wissenschaftlichen  Ziffern  nicht  vor  1240  nach- 
weisbar sind.  Im  übrigen  wird  ein  vorsichtiger  Leser  auch  in  dem  neuen 
Heft«  Wissenswertes  finden,  welches  Sphriftstftllem  entnommen  ist,  von 
welchen  wir  wenigstens  keinen  Gebrauch  gemacht  hatten,  bevor  wir  sie 
Idar  angefahrt  fanden.    M.  Cantor. 

Fliti  Kotten   BemMdcnngMi  ra  F.  Xleln^  und  A.  Bommefftkld^ 

Buch:  Über  die  Theorie  des  ]&«ImIs.    Berlin  1899,  Mayer  und 

Müller.    26  8.    gr.  S^.    M.  1,00. 

Das  Buch  von  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld:  „Übet  die  Theorie  des 

Kreisels",  von  welchem  bisher  Twei  Lieferungen  erschienen  sind,  gehörf  ?n 
den  interessantesten  Erscheinnrin-en  der  neueren  mathematischen  Litteratur. 
Es  besehäfHpt  sich  fast  aussehhefsiich  mit  der  'Dieorie  den  symmetrischen 
Kreisels.  Die  Bewegung  des  unsymmetrischeu  Kieiselü  wird  nur  nebenher 
Mttndelt  AvflBer  der  aemHch  ToUstilndig  erledigten  Theorie  des  kriLfte^ 
Kreisels  werden  nur  der  Hefssehe  Fall  sowie  die  von  Staude  he- 
inchteten  permanenten  Drehungen  um  eine  vertikal  aufgerichtete  Axe  des 
K^kpen  eingehend  besprochen.  Dagegen  wird  der  integrable  Fall,  mit 
welchem  die  Namen  dfr  Frau  von  Kowalevski  und  des  TTeirn  F.  Kötter 
^flg  verknüpft  sind,  nur  vonUiprc'^hend  <^'estreift.  Bei  dieser  Gelegenheit 
werden  über  die  Bestrebungen  einer  Reihe  von  Matliematikeni  Urteile  aus- 
gesprochen, die  der  Verf.  nicht  für  richtig  hüll,  und  die  auf  ihr  richtiges 
Haft  inrttcksDiaiureii  Zweck  seiner  Sduift  ist 

Der  Yeif.  erweist  sicfa  auch  hier  als  ein  Meister  der  Darstellung.  Die 
SMii  ksjm  jedem  empCohlen  werden,  der  von  dem  derzeitigen  Stand 
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der  Theori«  des  Kroimls  MhnflU  em  Uarw  und  Bduite  BOd  ge- 
winnen will. 

Besonders  interessant  sind  die  Stellen,  wo  der  Verf.  auf  die  vielfaches 
Beziehungen  des  Werkes  m  <\en  TTntersuchüngen  von  Herrn  F.  Caspary 
hinweist.  ,^eider  scheinen  die  Untersuchungen  von  Caspary  den  Verfassern 
unbekannt  geblieben  zu  sein;  denn  trotz  mancher  Übereinstimmimg  und  Be- 
ziehung werden  dieselben  an  keiner  Stelle  des  Werkes  von  Klein  und 
Sommerfeld  dtiert  So  hat  t.  B.  Oaspary  das  bekumte  J&cobiidie 
Theorem  Uber  die  Zneammeiuetmng  der  Kreiaelbewegnng  ans  swd  Poi&sot- 
Bewegungen  mit  QQfe  der  Formeln  fOr  die  Zusanunensetzung  der  PSnoietar 
komponierter  Bewegungen  abgeleitet.  Mit  diesem  Beweise  stimmt  nun  in 
allen  wesentlichen  Zügen  der  zweite  der  beiden  Beweise  ül^erein ,  welche 
die  Herren  Klein  und  Sommerfeld  für  das  besagte  Theorem     i  n." 

H»  Poinear^  Thteto  du  potontlel  newtontoa.  Le^ona  proüBssjes  l 

la  Sortxmne  pendant  le  premier  semestre  1894 — 1895.  Tl^dig^s  par 
B.  Leroy  et  G.  Vincent.    Carr^  et  Naud  1899,  Paris.   366  p.   14  fr. 

In  neuerer  Zeit  ist  die  Schwierigkeit,  sich  über  die  neuesten  Frart» 
schritte  einer  Theorie  zu  orientieren,  sti^tig  gewachsen.  Es  hat  sich  daher, 
besonders  in  Frankreich,  die  Praxis  immer  weiter  verbreitet,  dafs  die  be- 
deutenden Mathematiker  ihre  oft  in  viele  und  schwer  Tsugängliche  Zeit- 
schriften zerstreuten  Abhandlungen  zu  einem  Buch  verarbeitet  herausgeben. 
Diese  Ftazis  wird  besonders  diuikbar  empfimdeB  bei  der  in  der  Gesdbiehts 
der  mathematisehen  Wissensehaften  faak  einsig  dastehenden  sdiftpferisehen 
Produktivität  H,  Poincares.  Im  vorlie^nden  Falle  haben  es  swei  ssuier 
SchtÜer  übernommen,  die  von  ihrem  Lehrer  an  der  Sorbonne  gehattenes 
Vorlesungen  über  Potentialtheorie  herauszugeben. 

Pas  Werk  zcrtällt  in  neun  Kapitel:  die  drei  ersten  enthalten  die  all- 
gemeinen Eigensehaften  des  Potentials  und  die  Theorie  der  Kugelfunktionen 
nebst  Anwendungen,  die  übrigen  handeln  von  dem  Dirichletschen  Problem, 
dessen  LOsnng  dnieb  den  Verf^er  in  gnmdlegenden  üntersnchnngen  weitei^ 
gefUirt  worden  ist. 

Insbesondere  bringt  Kapitel  V  die  Lösung  des  Dirichletsehen  Problems 
für  den  Fall  des  Kreisels  und  der  Kugel.  Nachdem  sodann  im  nächsten 
Kapitel  die  Doppelbelegungen  eingehend  untersucht  worden  «ind,  setzt 
der  Verf.  in  Kapitel  VIT  seine  „balayage'"- Methode  auseinander,  welche  auf 
dem  Satze  beruht,  dafs  mau  die  Wirkung  von  Mafsen  auf  einen  äufseren 
Punkt  dnroh  diejenige  einer  einü&chen  Oberfl&chenbelegung  ersetzen  kann- 
YennOge  dieser  Methode  sucht  der  Yerfaiser  su  einem  sbrengen  und  sU- 
gemeinen  Beweis  des  Dirichleteohen  Prinxips  su  gelangen,  ffienmf  (Ka> 
pitel  Vm)  wird  die  Neumannsche  Methode  snr  Lösung  des  Dirichlet* 
sehen  Prinzips  dargelegt.  Zwar  steht  diese,  vom  Standpunkte  der  AUge- 
meinheit,  d  r  P(ii  n  t  a  reschen  Methode  nach,  doch  bietet  sie  den  Vorteil, 
die  Existenz  dci  )  eti  etTenden  Funktion  dadaroh  naohznweisen,  dafs  sie  die- 
selbe wirklich  zu  kunstruieren  gestattet. 

Im  Istitni  Kapitel  endlich  sucht  der  Verf.  der  Neu  mann  sehen  Methode 
die  grOlstmOgliehe  Ansdehnung  zu  geben.   (Vgl.  nachitehendee  Befeml) 

  B.  Jaam. 
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L  I«n.  IMtnOk  d#r  MentfaKlwotto.  Allgwwfaia  Thwnie  dis 
Foftentiftls  nad  te  PotMkthüAukiioiMB  im  Brani«.  BmUb  1899,  F. 
DAmmler.   XIV  -}-  415  &   IL  9^. 

Das  Torliegmid»  Ldurlmdi  der  Potentialthflorie  bestellt  ans  swei  Ab- 

lehnitteix,  die  von  nesentlich  verschied enen  Gesichtspunkten  aus  bearbeitet 
worden  sind.  Der  erste  (Teil  I  bis  HI)  soll  zur  Einf&hmng  in  die  Poten* 
tialiheorif»  dienen ,  der  7.weitp  (Toil  TY  imd  \)  reicht  bis  zu  den  Fragen, 
welche  geept  wartig  dir  M;ith(  iiiatik^r  aui  diesem  Gebiete  beschäftigen,  üm 
beide  Zwocke  zu  vereimgeu,  hal  sich  der  Verf.  so  geholfen,  dafs  er  einige 
Untersuchungen  in  Teil  I  bis  IH,  welche  für  die  enäte  Einführung  in  die 
Theorie  nicht  TomiSten  sind,  in  Üeinerem  Druck  beigefügt  oder  in  beson« 
Inran  Amnerkongen  un  Sdilnsse  des  Bnclies  gegeben  hal 

Nachdem  im  ersten  Abschnitt  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Potentiale,  die  Theorie  der  Kngdfiuiktionen  und  die  Grundlagen  der  Theorie 
der  Pot<»Titialfanktionen  auseinandergesetzt  sind,  beschäftigt  sich  der  Verf. 
im  zweiton  Abschnitt  mit  df^r  Integration  der  Laplac eschen  Differential- 
gleichung und  mit  den  bif^ber  allgemeinsten  Lösongen  des  elektrostatischen 
Dsd  hydrodynamischen  Problems. 

Um  e^e  Voistelliuig  von  dem  Iidialt  dieses  Abschnittes  xa  geben, 
goiflgt  es,  die  Arbeiten  zu  nennen,  auf  welehen  sich  die  üntersnchnngra 
diSNlbfln  anfbaaen.  Es  sind  die  folgenden:  G.  Neumann:  Über  die  Methode 
dee  «rithmetiscben  Mittels  (Leipz.  6er.  1870);  H.  Poincare:  La  methodc 
de  Neumann  et  probleme  rle  Dirichiet  (Acta  matb.  1895);  H.  A. 
Schwarz:  Über  einen  Grenzübergang  durch  ein  alternierendes  Verfahren 
(Vierte Ij ah rsschrift  der  naturforsch.  Ges.,  Zürich  1870);  A.  Ljapounoff: 
Sur  certaines  quesüons  qui  se  rattaebent  au  probleme  de  Dirichlet  (Journ. 
dl  natL  1898). 

IHgene  üntcnachnngen  bringt  der  Verf.  in  Teil  TV  bei.  Poincar^ 
Ittt  nämlicb  die  Neumannsdie  Methode  für  eine  beliebig  geschlossene, 
stetig  gekrfimmte,  einfach  zusammenhttiigende  Fläche  a  und  für  Bandwerte 

f  bewie'^cn,  die  mit  allen  Ableitungen  auf  o>  «tefifr  sind,  aber  untnr  folgenden 
beiden  Voraussetzungen:  l)  Es  raufs  die  Existenz  der  gesuchten  Funktion 
bereits  auf  irgend  eine  andere  Weise  gesichert,  sein.  2)  Es  müssen  Trans- 
foRnationen  existieren,  welche  den  Innonrauiu  der  Fläche  oi  in  den  Innen- 
inun  einer  Kugel,  den  Anfsemraiun  von  n  in  den  Anfsenraum  dieser  Kugel 
wwmdeln.  Der  Verf.  leigt,  dab  in  einem  al^emeinen  FkU  die  Neu- 
■tansdie  Methode  unabhängig  von  der  ersten  Poincare  sehen  Voraus- 
Ktznng  gilt,  und  dafs  sich  gerade  in  diesem  Fall  die  in  der  zweiten 
Poincare  sehen  Voraassetsang  geforderten  Transformationen  wirklich  an- 
geben lassen.  £.  Jaknke. 


P.  Xiith.    Theorie  and  Anwendung  der  Wementarteitor.  Leipsig. 

Teubner,  1899.    XVI  -}-  236  S. 

Ich  möchte  zunächst  kurz  angeben,  von  welchen  Gesicbt^spunkten  aus 
man  an  die  Beurteilung  des  Buches  gehen  könnte.  Ich  halte  den  Stoff,  den 
Henr  Muth  sich  zur  Behandlung  gewählt  hat,  für  einen  ziemlich  spröden; 
<l  leigt  sich  das,  wie  mir  scheint,  vor  allem  darin,  daCs  es  sich  im  wesent- 
fite  am  eine  Frage  bandelt;  ungefähr  drei  Viertel  des  Bnehes  (B.  1 — 159, 
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S.  173 — 187)  bpsfhilftigen  sich  entweder  unmittelbar,  oder  ▼orbereiteiid,  oder 
folgernd  mit  der  Ableitung  der  charakteristischen  Bedinpunpen  ftir  die 
Äquivalenz  bilinearer  Formen.  Hierbei  stehen  natürlich  im  Mittelpunkt  des 
Interesses  die  beiden  Theoreme,  deren  erstes,  1868  von  Weierstrafs  ge- 
fimdeii«8,  die  Frage  fttr  ordinftre  Fonnenscbaren  beantwortet,  und  deren 
zweites,  1890  Ton  Kronecker  verOffentüditeB,  neh  auf  smgulire  FonneB' 
fldiaien  bezieht.  Bei  aller  Bewunderung,  die  man  den  (Mginalbeweisen 
/ollen  mufs,  ist  doch  nicht  zu  verkennen,  dafs  die  in  ihnen  eingeschlagenen 
Bahnen  nicht  die  direktesten  und  übersichtlichsten  sind.  Daher  haben  sich 
ja  auch  viele  Forscher  mit  der  Neuableitung  jener  Resultat«  beschäftigt; 
und  Herrn  Frobenius  ist  es  gelungen,  in  elegantester  Art,  auf  rationalem 
Wege  das  Weierstrafssche  Ergebnis  zu  beweisen.  Für  das  Kronecker- 
selie  Theorem  ist  ein  tthnlicher  Absdilub  nodi  nidit  erreicht;  flir  aeine  De- 
duktion rauTa  noch  der  nicht  sehr  überaichtliche  und  recht  mühaame  Weg 
beibehalten  werden,  den  der  Autor  uns  gab.  Und  deshalb  darf  man  woU 
die  Frage  aufwerfe  rt,  ob  jetzt  schon  die  geeignete  Zeit  für  eine  solche  Mono- 
graphie gekommen  war 

Die  beiden  angefüiirten  Bedenken  könnte  mau  gegen  die  Berechtigung 
einea  Bucbea  Aber  Elementarteüer  geltoid  machen.  Idk  möchte  von  ihnen 
abaehen  und  micli  anf  den  Boden  der  TorUegenden  Publikation  atellea.  Über 
Beinen  Inhalt  habe  ich  schon  Andeutungen  gegeben;  ea  aoUw  hier  einige 
genauere  Angaben  darüber  folgen. 

Nachdem  in  §  1  die  Definition  und  die  allgemeinen  Eigens«  hnftrn  der 
Element-art^eiler  gegeben  sind,  wird  in  §  2  ein  wichtiges  HilfVinitt-l  für  die 
weiteren  Untersuchungen,  das  von  Herrn  Frobenius  eingeführte  symbolische 
Rechnen  mit  bilinearen  Formen,  behandelt.  Die  nächsten  drei  Paragraphen 
beachiftigen  aieh  mit  der  Äquivalens  von  Sjstemen  ganaaaUiger  Elemente; 
aolcher  Systeme,  deren  Elemente  ganze  Funktionen  einer  Verinderlichen  aind; 
und  solcher  Systeme,  deren  Elemente  binäre  Formen  gleichen  Grrades  aind. 
Durch  diese  letzten  T'rttnrsnchungen  ist  di'p  A f(uivalen/,frage  für  Formen- 
scharen erledigt  und  «ier  heriihmte  Weierstrafs '^'hf  Satz  wird  auf  dem 
von  Herrn  Frobenius  eingeschlagenen  Wege  gewonnen.  Derselbe  Satz 
wird  in  §  6  ein  zweites  Mal  auf  dem  von  Weierstrafs  selbst  beschrittenen 
Wege  hergeleitet  Daran  adiliebt  aich  in  §  7  der  Nachweia,  dab  Foimen- 
Bcharen  bestehen,  deren  Determinanten  Torgeacfaiiebene  Elementarteüer  be- 
aitien;  und  hierauf  gründet  sieb  dann  eine  Klassifikation  von  bilinearen 
Formenscharen,  die  von  n  variablen  Paaren  abbringen.  Fftr  »=1,2,3,4 
werden  die  Normalf onuen  «angeführt.  Alles  Bisherige  be/.og  sich  auf  ordi- 
näre, d.  h.  auf  solche  Füniienscharen ,  deren  Determinante  nicht  idiiitisch 
verschwindet;  jetzt  im  §  8  folgt  die  Kroneckers<^e  Behandlung  der  Re- 
duktion einer  singulären  Schar  von  bilinearen  Eormen,  und  ea  treten  sn  den 
Weieratrafsschen  Invarianten,  nämlich  den  Elementarteüwn,  für  aingülire 
Formen  noch  die  Kroneckerschen  Invarianten,  d.h.  gewisse  Zahlen,  welche 
die  Grade  von  bestehenden  Relationen  angeben.  —  Hiermit  ist  zunächst 
die  allgemeine  Theorie  beendet,  und  die  abgeleiteten  Sätze  werden  nuiv  für 
die  Untersuchung  besonderer  Foniien  benutzt.  In  §  9  handelt  es  sich  um 
symmekische  und  alternierende,  in  §  10  um  kongruente,  in  §  11  um  ähn- 
liche und  duale  Formen.  Bei  altei  dieaen  werden  Begriff  und  Bedingungen 
der  Aquivalenx  ftatgeateUt^  und  daa  Elawifiiiarunga-Friniip  wird  verwendet 
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Der  Übei^ang  von  symiMfriieliMi  Inlinearen  su  quadratisehen  Formoi  ist 
BatflrHdi  and  nahaliegeiid.  Es  folgen  nun  Anwendungen,  deren  Vortrag 
dmdt  die  Wiederaufnahme  der  Theorie  in  §  15  unterbrochen  wird;  dieser 
Paragraph  legt  die  Stickelbergerschen  Resultate  über  lineare  Elementar- 

iyWcr  dar  ün^l  Schlüsse  wird  kurz  die  Erweiterung  der  eingef&hrten 
Beeriffp  pemäfs  Hensrl «^cher  Untersuchiingpn  bei  Systemen  aus  ganzen 
<)«ier  gebrocbenf»n  Punkiiuiien  eines  Körpers  angegebt'n.  Die  Anwendungen 
beziehen  sich  in  §  12  auf  die  lineare  Transformation  der  bilinearen  Formen 
in  ndi  selbst,  in  §  13  avf  orthogonale  und  cyUisehe  Fonnen,  in  §  Ii 
saf  definite  Formen;  diese  Anwetklnngen  sind  algebraiseher  Katar.  In  §  16 
wird  eine  analytische  Anwendung  hesproehen,  nämlich  die  Tntf>gration  eines 
Systems  linearer  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten;  in 
§  17  endlii  h  folgt  al?  ^^ometrische  Anwendung  die  Klassifikation  der  KoiU- 
oeationen  in  einem  Haume  beliebig  hohor  Dimpnsion. 

Schon  aus  diesen  Angaben  ersieht  man .  dafs  d^r  Verfasser  alles  für 
sein  Thema  Wesentliche  beigebracht  hat  Dieser  Eindruck  wird  noch  er- 
blAt  dordh  die  LektOre  der  Einleitung  des  Bnohes  and  bei  der  Durdisicht 
der  reiddieh  gegebenen  Littraatnraachweise.  Gleidiwohl  dringt  ridi  hier 
die  Rage  auf,  ob  nicht  eine  gewisse,  übrigens  wohl  erklärliche  und  durch* 
ans  nicht  unberechtigte  Einseitigkeit  die  Arbeiten  des  Heim  Frobenins 
anderen  Forschini [r*^n  cfi^priTlb'»!-  -/n  stark  bcTor/»iL't  hiibp.  Meiner  Meinung 
nach  biitten  »^irh  manche  anderen  schönen  Untersuchungen  und  Beweise,  z.  B. 
solche  von  (lundelfinger.  Hensel,  Klein  u.  s.  f.,  in  dem  Muthschen 
Werke  ganz  gut  ausgenommen. 

Die  Disposition  des  Bndies  ist  sachgemifs  und  also  gut.  Die  Dar* 
steUang  nach  der  Bichtnng  auf  FjAosion  und  Elarkeit  leigt  sich  als  dureh- 
aiu  anö^cennenswert  An  manchen  SteUen  wire  vielleicht  eine  etwas  gröfsere 
finite  angebracht  gewesen;  so  hitte  unter  anderem  die  fieiMroduktion  der 
Kroneckpr<5<'hHn  Herleitungf^n  einige  Zwischenbetraohtungen  und  Zwischen- 
rechnungen recht  wohl  vertragen;  und  das  Verständnis  dürfte  dabei  ge- 
wonnen haben. 

Leider  ist  das  Studium  des  Werkes  durch  eine  Reihe  von  Aufserlich- 
ksiten  gestOri  Dahin  gehören  die  in  flberstrOmender  Fülle  Toarkommenden 
Dmekfehler.    Hsofig  treten  sie  sinnstSrend  auf  (8.  54  „steigend**  statt 

..fallend";  S.  78  „ungleich"  statt  gleich");  mitunter  sind  sie  aus  dem  Ori- 
ginalaufisatze  tfbemommen  (S.  102,  Z.  3  v.  u.  „!)"  statt  „C**;  S.  103,  Z.  15 
V.  0  „y  — ^'  statt  — )'"V  Dahin  gehört  eine  Ändenmg  in  der  Bedeutung 
von  Buchstaben;  am  schluunisteu  ist  dies  mit  Ct,  die  von  S.  70  ab  plöt?- 
hch  andere  fJröfsen  bezeichnen  als  vorher  und  auch  später  nachher  von 
8.  141  ab;  aber  auch  Wendungen  „setzt  man  k= — (S.  1 10)  mftCsten 
Tennieden  werden.  Bei  EQckrerweisen  wire  die  Seitenangabe  erwflnsoht; 
8. 170  „Theorem  XX**  xu  cilaeren  reicht  fttar  schnelle  Orientierung  nicht  aus. 
Dahin  gebort  endlich  auch  der  gar  zu  sorglose  Stil;  „Elementarteil er  hat  das 
Sjltem  keine"  S.  105,  S.  132  und  Alinlic  hes  wird  manchen  Leser  peinlich  berühren. 

Fast  mochte  ich  mich  entschuldigen  solche  Klrinigkeiten  den  grofsen 
Verdiensten  des  Werkes  entgegenzusetzen.  Aber  einmal  können  diese  durch 
jene  nicht  geschmiilert  werden,  und  femer  darf  der  Leser  docli  auch  ver- 
langen, däfs  sein  ästhetisches  Gefühl  einige  Berücksichtigung  üude. 

B.  Nbtto. 
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L  AttligabMi  und  Lelunitie. 

Aufgaben  über  Fafspunktkurven. 

1.  Werden  aus  eiiiem  festen  Punkte  0  Lote  goftUt  anf  die  Tangente 
t  und  die  Normale  «  eines  Punktei  M  der  gegebenen  Kurve  C,  bo  be- 
fobreibpii  der»  ti  Fnf^punkte  T,  beziehungsweise  JS\  währen'l  M  die  Kurve  C 
durchläuft,  neuv  Kurven  Cj-,  Cjf.  Die  erste  heilist  «iu-  Fulspunktkurve  von 
C  in  Bezug  auf  U  n  Pol  0;  ist  dann  diB  FuDspunktkurve  der  Evolute 
von  C  in  Bezug  auf  den  nämlichen  Pol. 

Man  kann  die  Entstehung  der  Kurven  noch  in  andanr  Weise  auffasMii 
Dem  Beehteek  OTMN  kann  em  Eni*  K  nmM^mbn  wirdan;  die  dar 
Punktgesamthttt  C  entspiwslieiiden  KniM  bfldni  naiuk  KraisUlacilMl  int 
O  als  Zpntnmi.  C/-  ist  das  Eneugnis  des  Kreisbfischels  K  mit  d«i 
Strahlenbflschel  OJ",  das  Erzeugnis  desselben  Kreisbüschels  mit  dem 
Öbt^enbüschel  O  N\  die  Zvosrdniuig  TOn  Kvnaio  und  Strahlen  ist  durch 
die  Kurve  C  bestimmt. 

Diese  Auffassung  erweist  sich  als  der  analytischen  Behandlung  fötrderliek 
Ist 

^•(^  y)-o 

die  Gleichung  von  bezogen  anf  ein  reebtwinUiges  Sjatem  mit  dm  ür* 
ipnuig  ö\  sind     jr  die  Koofdinaten  tob  Jf,  ao  iat 

+     — af{~yil=-0 

die  Oletohong  des  Kxeiaea 

die  Gleichung  de«  Strahls  OT, 

die  GlMohng  des  SMUs  Oy,  IfitUn  irt  die  Kvre  Cr  dwth  dal 
OleifllnngasTaleai 
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F{x,  y)  — 0, 


di«  Kurve  Cj/  durch  da«  Gloichun^jstam 

f)  — 0, 


bestimmt.    Ihre  Qleichungen  ergeben  sich  durch  Klimiuation  von  y. 
Bei  parainetriBcher  Darrtellung  dar  Kurve  C: 

iit  Cr  dnrdi  das  Okkliungapaar 
Cm  dweh  da«  Gleloliiiiigipaar 

fekemufliclmet,  wann  darin  x,  ff,  dx,  djf  ans  den  Kurvengleicbimgen  eni- 
nommen  werden. 

Es  sollen  nns  den  Kegelschüittslinien  und  aus  der  Cykloide  abpeloitet« 
Fufspuiiktkur\  eil  na^li  dieser  Methode  bestimmt  und  als  tienierkynswüite 
i3«i5piele  höhaier  Kurveu  diskuÜert  werden.  Der  Kreils  ist  dabt;i  nur  der 
VoUftlndigkeit  wegen  mit  herangezogen. 

A.  Der  Kreis.         O  liegt  in  ebMm  beliebigen  Punkte  der  Ebene. 

B.  Die  Parabel.      0  im  Scheitel  der  Parabel. 

C.  Die  £llipee.       0  im  Mittelpunkte  der  Ellipse. 

D.  Die  Hyperbel,    0  im  Mittelpunkte  der  Hyperbel. 

£.  Die  Cjkloide.    0  im  Anfangspunkte  eines  vollstilndigen  üogens  (in 
einem  Rückkehrpunkt^). 
Die   Diskussion  hat  sich  auf  die  Eigenschaften  der  Kurven  zu  er« 
ftneken;  ui8bemdere  ist  die  Quadvatnr  au  bewerkstelligen.    E.  Cxdbbr. 


2«  Soient  Im  denz  progressions  par  difftrenes^  k  termet  entier^ 

(AO  10,'«,'  

On  groupe  les  tenuM  de  la  progresäon  (A)  en  prenant  successivement 
1,  Oj',  a,',  •  •  •  tannesi  Seit  la  somme  des  tonee  composant  le  if 
grenze. 
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Vecmiiolite  Mitteilmigea. 


Reciproquement,   on  groupe  les  tennes   de   la   progression  (A')  en 

prenant  successivement  1,  a^,  Oy,  •  •  •  teimes.  Soit  Sm  1a  somme  des  ter- 
mes  composant  ie  n'  groupe. 

Calciüer  la  diff(dreiioe     —  s«'.  C.  A.  Laisavt. 


3.  8oit  ABC  un  triangle;  Ä\  B'.  C'  sont  les  points  ou  une  droite 
cotipe  BC^  CA,  Aß.   Demoutrer  qu'oa  ne  peut  avoir  AA'  =  B B'  =  CC\ 

E.  Lemoime. 


4.  Bin  Qiudzmt  ÄSOD^  dessen  Seiten  die  Länge  a  haben,  hat  dis 
Seiten  und  DO  yertaknl,  AD  und  SC  horizontal,  AB  als  obere  Seite. 
Ein  schwerer  Punkt  gleitet  reibungslos  mit  der  AnfiEingsgesebwindigkeit  Neil 
von  A  auf  AB  bis  zu  einem  Punkte  P  / wischen  A  und  B,  von  P  mit  der  er- 
langten EndfTeschwindigkeit  ohne  Verlust  an  (Jesch windigkeit  auf  der  Geraden  PC 
weiter.  Wo  ist  P  zu  wählen,  damit  die  Zeit  für  den  gebrochenen  Weg 
APC  ein  Minimum  werde?  Wie  verhält  sich  diese  Minimakeit  zu  dtr 
Zeit  des  Abg]«itens  auf  der  Diagonale  AO?  B.  Lampb. 


5.  Von  einem  Punktet  P  einer  Ellipse  lassen  sich  drei  Normalen  an 
sie  üeheUf  deren  Fuispunkte  nicht  in  P  fallen.  Das  Produkt  derselben  ist: 


» 


wenn      6  die  Halbaxen  der  Ellipse,  Ii  ihr  Krümmungsradius  in  P  ist 

EL  Lampb, 


6.  Ein  homogener  materieller  KOrper  von  gegebenem  Volumen  j  l^n 
hat  die  Fosm  eines  Kreui^linden,  auf  dessen  eine  Baaisflicbs  eine  Halb* 

kugel  gesetzt  ist.    Wie  mufs  sich  der  Basisradius  zur  Höhe  des  CylindeiS 

verhalten,  damit  die  nach  dem  Newton  scheu  Gravitationsgesetze  auf  einen 
Masseupunkt  im  Zentrum  der  freien  TlasisHUche  ausgeübte  Anziehung  mög- 
lichst ^ofs  sei?  Wie  verhält  su  Ii  diese  Maximaiattraktion  zu  derjenigen 
einer  Kugel  vom  liadius  M  auä  derselben  Masse  auf  den  nämlichen  mate- 
riellen Punkt  uk  ihrer  Oberflidie?  E.  Lauts. 


7.  Etant  done  un  triangle  ABC,  je  trace  les  3  cereles  qiü  ont  les 
somets  pour  centres  et  qui  se  toucheut  deus  a  deus  aus  points  A\  B",  C 
de  eontaot  du  cerde  insorit  aveo  les  ootss.  B  y  a  deus  dreoai&ences  qni 
touidkent  oes  trois  cerdes,  scnent  A  et  A'  les  oentres  de  oes  deus  droonie- 
rences.  Trouver: 
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1"  les  njooB  da  068  oercles  tangents, 

T  les  distances  de  Sl  et  de  A'  aus  trois  cot^ 

3"'  les  distances  ASl^  ASl\ 
i  '  la  distance  ilSl'. 

5"  Montror  que  Sl  et  Sl'  peuvent  ä'obtenir  comme  il  suit:  Je  prends  sur 
b  hsatefor  partant  de  A  dea  poants  Ap-,a,  Ä'p-a  tels  qua  AAp^a 
V  2  (p  —  a),  i^-a  ^taat  an  dehors  da  triaagle  et  ü',— «  ^laat  1« 
ainftrique  de  Ap^a  P^r  rapoit  a  A,    A'Ap^t,  coatient  A'A'p—^ 

conti  ent  Sl'. 

6  Montrer  que  SlSi'  pass«-  par  le  centre  du  cercle  in«!  rit  a  ABC  et  par 

ie  point  de  concours  de  AA,  B  B\  (J(/  (poiut  de  Ii  er  gönne). 
7"  Doner  le  siiubole  geometrugvaiique  de  la  constructiou  simultauee  des  pointa 
Sl'  dednite  da  6». 

8^  Eerira  tnuMiatcment,  aa  moyan  de  la  Transfoimation  contiaua,  tous 

les  resultats  precedents  ai  au  liau  da  considerer  les  cercles  A(p  —  a), 
ß (p  —  b),  C(jp  —  <;)  da  r^na^  oa  oonsidka  las  cercles  A{p),  B(j)  —  c)^ 
—  b).  £.  LaMOoiB. 


8.  Demontrer  la  formale 

£a*(a  —  b)  (a  —  e)  (2p  —  Zh)  (2p  —  8ü)     165*  (R  —  2r)»; 

en  deduire  immediatement  saus  aucmi  calcul 


a"  («  +    (»  +  c)  («  —  *  +  2  c)  («  —  c  + 

-|_  fti  (6  _  c)  (6  +  a)  (6  +  c  +  2 a)  (fe  —  «  —  2c) 

+  <»(6  —  c)  (c  -f  o)  (—  c  +  a  4-       (c  -f  6  -j-  2a)  —  166^^  +  2r^)«. 


6,  e  sont  lea  Mb  aot&  d'uB  triaagla  dont  6',  i^,  r,      soat  la  aorface, 

le  rayon  du  cercle  circonscrit,  le  rayon  du  cercle  inscrit,  le  rajroa  du  Carola 
cücoaaont  tangant  a  £C  et  au  prolongeiiieiit  des  deos  autres  cotes. 

S.  Lbuoins. 


d.  Bein  geometrisch  zu  bestimmen,  von  welcher  Ordnungszahl 
liai(riB«  —  m)  unendlich  Uein  iat  St.  Joixbb. 


10»  Dia  Summe  dar  unandiidien  Baiba 
zu  bestimmen.  St.  Joll.ks. 
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11.  Gegel>en  in  der  Ebene  zwei  dreifach  Perspektive  Dreiecke.  Man 
konstruiere  zu  dem  «»inen  in  Beziehung  auf  die  Seiten  des  andern  die  Lot- 
punkte,  wie  sie  von  Herrn  Cwojdzinski  in  seiner  Arbeit  8.  175  dieses 
Doppelheftes  definiert  worden  sind.  Aul'  diese  Weise  ergeben  sich  zwei 
neue  Dreiecke.  Es  sind  deren  Beziehungen  unter  einander  und  gegen  dit 
laisprttDglklieii  Drnedn  lu  uatenmohan.  E.  Jahmd. 


2.  AnfinifttiL 

1.  Di«  unter  den  Namen  MPlftekerBdies  Konoid",  „Gflindzoid^  {^^7" 
ley),  „kubischer  Fächer*'  (Schell)  bekannte  geradlinige  Fliehe  dritten  Grades 
ist  der  G^enstand  vieler  geometriaeher  üntersuohiingeiL  gewesen.  Herr 

d'Ocagn*»  triebt  in  der  Einleitung  seiner  Abh  inflluntr  auf  S.  159  dieses 
Heftes  nur  einzelne  Autoren  an,  die  über  diese  Fläche  geschrieben  haben, 
macht  auch  die  betreffenden  Schriften  nicht  namhaft.  Ist  jemand  im  Besitz« 
einer  möglichst  vollständigen  Bibliographie  dieser  Fläche?      £.  Lampe. 


3.  Projiziert  man  eine  anf  dem  Mantel  eines  Kreiskegels  durch  eini 
einfach  geschlossene  Linie  begrenzte  Figur  F  auf  die  Basisebene  des  Kreis- 
kegels, so  ist  der  Inhalt  der  Projektion  pUnch  lern  Produkt*»  aus  dem  In- 
halt« der  Pignr  F  und  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  einer  Erzeugeaueii 
des  Kegels  gegen  die  Basis.  Spezielle  Fülle  dieses  aus  dem  gleichlauteudeo 
Satze  über  die  Projektion  einer  ebenen  Figur  zu  erschliefseudeu  bekannten  Satses 
aiad  in  jüngster  Zeit  als  neue  Entdeekungen  au^gegeb«!  worden.  Wo  ist 
deraelhe  inerat  au^gesproohen?  E.  Lampe. 


Bezüglich  des  Abdruckes  der  Lösmngon  und  Antworten  verweiaen  wir 
auf  die  am  Anfang  dieses  Doppelheftes  betindlicbe  „EinfÜhruug". 

Die  Bed. 
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Sur  la  rösolntion  de  certaines  6qnations  k  deux  variables 
k  l&ide  de  fonctions  rationnelles  et  sur  uu  tlieoreiue  de 

IL  NoBtlier; 

Par  M.  J^MILE  PICARD  ä  Bwu. 

1.  Dans  diverses  qaeettons  se  riittat-hant  a  la  tb^orie  des  fonctions 
algebriques  de  deux  variables,  il  y  aurait  iuteröt  ä  savoir  resoudre  le 
Probleme  suivant.  Soit  donne  un  poljnöme  /  (x,  y,  g)  en  x,  y,  8,  et 
lonuoQs  1  eqoation 

£ffe-U  possible  de  satisfaire  identiquement  h  cette  eqnation  en  prenani 
pour  y  et  jer  des  fractions  ratioimellM  de  x'i  Ge  probl^me  temble  offrir 
qndqiiM  difficolt^s;  en  me  s^Mrant  d'y  reveiiir,  je  veux  presenter 
Molement  ici  quelques  remarques  ä  son  Btget  Toat  d'abord  ü  nad- 
wtdka  pas  m  gMral  de  solutkm;  U  sa£Gra,  pour  t*tax  comraincre,  de 
eoBfidtfrer  nn  eu  pattienlier  raffiBamment  ^tondn.  Soit  r^nation 

f*  —  a(x)  y"*  -f  b{x)  (m  >  2) 

oü  a  ei  h  sont  des  polynomes  arbitraire.-^  en  r.  On  pent  voir,  conime 
il  smt,  qu'il  n  est  pas  possible  de  satisfaire  a  t  f  tte  equatiou  *'n  {nenant 
pour  y  et  z  des  firactions  rationneUee  de  x.  äuppoBOiia  en  eÜet  que 
la  chose  aoit  poMiblfi^  et  poioiis 

(1)  ,~Vb.Z,  y  =  }^l-Y, 
OQ  aora 

(2)  —  r«  + 1. 

B^apite  kl  ^natioiiB  (1),  F  «t  ^  aont  das  fonetloiiB  lalooimeUfla  de 

(3)  X,  Vbi,), 

mais,  d'apite  one  proposition  ^mentaire,  on  pent  irouver  deux  paxar- 
ntees  (  et  9  li^  par  noe  relation  alg^xique  ixr^uctible 

W  17)  — O 

teile  que  les  quantites  (3)  soient  fonctions  rationnelles  de  i  et  nj.  Var 
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jSmu  FtoAS»; 


Suite  les  courbes  (2)  et  (4)  se  eorrespondeut  ratioimellement,  de  teile 
Sorte  que  Z  et  Y  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ^  et  ij.  Or  si  leB 
poljndmeB  a{x)  et  b{x)  sont  arbitraires,  il  est  dair  qjaa  ceci  ne  sen 
pM  pOB«ible>  et  rimpossibiiit^  annonc^  est  ainsi  miie  en  ^Tidence. 

2.  n  arrivera  eyidemment  que  le  probl^me  sera  pOBsible  dans  cer- 
tainB  Gas  particuliers;  etudions  plus  en  detail  an  caa  trte  simple  qni 
montrera  la  oomplezit^  du  problhne.  Je  anppoBe  que  la  ralation  m 
r^uiae  k 

f  9^  F  ^taat  des  polyndmes  du  troisi^me  d^gi^  reBpeetiTement  en  ei 
en  y.  Trois  aolutions  appuaisBent  imm^diaiement  en  pienant  #bO 
et  y  egaX  k  une  racine  de  r^nation  F(j/)  =  0.  Supposons  qa'il  eziste 
d'aatawB  Solutions  y  ei  e  rationnelles  en  d?;  on  a 

De  la  on  d^uit  que  rint^grale  de  pmni^  esptee 

se  transfome,  en  prenaat  pour  y  une  fonction  lationneile  de  x,  en 

rintegrale 

B(x)  etant  rationnelle  en  x,  Gomme  cette  laterale  doit  dtre  aussi  de 
premi^  esp^i  il  faut  que  J^(x)  se  r^duise  &  une  oonstante^  et  par 
snite  les  fonetions  rationnelles  if  de  x  i^pondant  a  1»  question  doirent 
satiafiuie  a  la  rolation 

(5)  -£l.  =  c-^ 

C  ^tant  une  constante  non  nulle.  Reciproquement  d'ailleurs,  si  une 
fonction  rationnelle  y  de  x  satisfait  ä  une  teile  relation,  uxi  auia 

dx 

et  par  suite  s  aera  ratioimelie  en  x.  L'equatimi  (5)  se  rcmmxtrc  dam 
la  tiieorie  de  la  transformation  des  tmctions  cUiptiques;  ü  est  evident, 
d'apres  cette  eqnation,  quo  si  ies  deux  polynömes  dn  troisienie  degre 
f{x)  et  sont  arbitraires,  il  ne  sera  pas  possible  de  d^terminer 

une  fonction  rationnelle  |f  de  ;i;  (ne  se  r^uisant  pas  ä  une  constanle) 
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ittii&tBuit  aox  eonfUtions  Tatdnes.   De  plus,  en  BuiTuit  1»  throne  de 

b  tmisfonuation,  on  auni  tons  les  poiynömee  associ^  f(x)  et  F(p) 
ayant  la  propriete  eherchee.  Un  caa  tres  simple  sera  eelui  oü  les  deux 
polyuömes  sout  identiques;  soit 

De  oe  qni  prMda,  on  conclut  qvk*on  poum  tronYer  ose  infisit^  de 
fooctions  ntioimelles  y  de  j:,  teUes  que  r^nation 

dmmen  poiir  g  des  fonetions  »tiosnelles  de  x,  En  dÄignant  par  p  («) 
b  fonction  elliptiqne  (avec  les  notationa  de  Weiers traas)  conreBpondant 
an  poljudine  f(x),  poaonfl 

ni  etant  im  eutier  arbitnürej  y  est  uue  fouctiou  rationnelle  de  o;  re- 
pondant  ä  la  qaeeüoiL 

3*  Eeprenona  F^natioii  eonaid^F^  aa  no.  1  dana  le  cas  oft  m  2: 

(6)  i^^a(x)y'-^b{x), 

et  supposons  que  ni  a  ni  6  ne  soient  nuls.  On  pourra  ici  satisfaire 
ä  cette  equation  en  prenant  ponr  z  et  if  des  fonctious  ratioimellfs  de 
X.  Nons  l'etablirous  siraplement  en  montrant  qu'on  peut  determmei 
deax  poijudmes  m  et  i;  teLs  que 

a{x)  •  u*  +  b{x)  • 

Boit  nn  earr^  parfait  Supposons,  pour  fixer  les  idees,  que  a(x)  et  b(x) 
«oient  de  degre  pair  2m,  et  d^ai^ons  par  /t  le  degr^  de  u  et  v.  L  ex 
pression  prece'dente  esL  un  polyaöme  de  de^re  2m  -j-  on  obtien- 
dra  M  -f  fi  eonditions  en  ecrivant  qu  il  so  reduit  ä  un  carre  parfait. 
Or  dans  les  deux  polynöiiies  u  et  v,  il  y  a  2/i  -f"  1  coefficicnts  indeter- 
m'mes,  en  supposant  qu'on  des  coetticienta  alt  one  valeur  numenque 
arbitraire;  si  donc 

2fi-{-l>m'{-fion  n>m  —  1, 

OB  ponna  trouTer  lea  polynömes  «et  0. 

Le  int,  qve  Vor  pent  trouver  dea  firactioiui  miioiuiellea  ir  et  y  de 
I  satufiuaaat  ä  la  relation  (6),  reTient  an  fond  ä  nne  propoaition  de 
M.  Ncether  qui  eet  fondamentale  dana  la  Üi^rie  des  vDr&oea  onicar- 
nlc8.  L'iUnstre  geometre  d1irIaxigenaooii8ider£(Kath.  AnnaloDk,  tomelll) 
des  Botfiieea  poss^dant  on  ftiscean  lin^uie  de  conrbea  unicurstUes. 
DwiB  le  eaa  oft  il  u'y  a  qu'uiie  setde  courbe  mobile  de  rencontre  du 
fiuMsoaa  Unfaire 

14* 
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avec  la  surfiM»  envisag^  il  ^tablit  d'abord  que  la  suifaoe  correspond 
birationnellemeiit  8oit  k  nnft  suiface  d'ordie  n  avee  dtoite  mid- 

iiple  d'ordre  n  —  1,  soit  ä  nne  sniface  d*arin  n  avec  dioite  miiitiple 
d'ordre  n  —  2.  Dazu  oe  demier  cas,  qni  Beul  pi^aente  qndlqnes  diffi> 
cnltes,  M.  Kcetber  oonsid^re  paiticiiliftrement  le  cas  oü  la  Beetion  de 
la  soifaoe  par  nn  plan  arbitraire  contanant  la  droite  multiple  d'ordn 
n  —  2  e»t  nne  conique  ind^compoaabley  et  ü.  ^blit  qu*alon  la  sur&oe 
est  anicnnaley  en  diercbant  aar  la  snr&ce  une  conrbe  uiMeank  de 
cette  conique.  Or,  k  notre  pöint  de  Tne,  nons  poiiTona,  en  pkfant 
conTenablement  la  droite  multiple,  et  faisant  BOT  M  nne  trsnafonnatioii 
lin^aiie  imm^diate,  mettre  T^nation  de  la  snrfooe  aons  la  fonne  (6), 
et  le  Probleme  de  M.  Noether  rerient  k  la  r&olntion  de  F^nation  (6) 
dana  les  conditiona  indiqneea;  on  en  d^uit  imm^diatement  qne  la  8iu> 
&ce  est  onicnnale. 

Paris^  10  decembre  190U. 
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Vortrag,  gelulten  Bof  dm  inteniRticaalen  Mathenuitlknr-KfHBgnb 

m  Paxif  1900, 

Yon  D.  HiiiBEBT  in  Göttingra. 

Aui  den  Naciinchtfn  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 
Math.-phjB.  Klasse.    1900.   Heft  3.    Mit  Zusätzen  des  Verfassers. 

(FortsetBong.) 

Wir  haben  bisher  lediglich  Fragen  Aber  die  GrmdUtgm  mathe- 
matueher  Wimenszweige  beracksichtigi  In  der  That  ist  die  Beechaf- 
tigong  mit  den  Grundlagen  einer  WisBenflchaft  Ton  besonderem  Reiz,  nnd 
ei  wild  die  Prfifang  dieser  Grundlagen  stots  zu  den  Toniehnisten  Auf- 
gaben d«s  Forschers  gehören.  „Das  Endziel'',  so  bat  Weiers trafs 
einmal  gesagt  ^  „welches  man  sieis  im  Auge  behalten  mnls,  besteht 
dnin,  da(s  man  über  die  Fundamente  der  Wissenschaft  ein  sicberes 
Urteil  zu  erlangpn  siiehe*'  .  . .  „Um  überhaupt  in  die  Wissenschaften 
einzudringpn ,  ist  tivili«  h  die  Beschäftijj^uiijj;  uiit  einzelnen  Problemen 
onerlürslich."  In  der  That  bedarf  es  zur  erfolgreichen  Behandiung  der 
GruD(ilag*'n  einer  Wisseu.Hchaft  des  eindringenden  Verständnisses  ihrer 
speziellen  Theorien;  nur  der  Baumeister  ist  im  stände,  die  Fnndamente 
für  ein  Gebäude  sicher  anzulegen,  der  die  Bestimumn^  des  (lebäudes 
selbst  im  einzelnen  griindlich  kennt.  So  wenden  wir  uns  nunnielir  zu 
speziellen  Problemen  einzelner  Wissenszweige  der  Mathematik  und  be- 
rücksichtigen dabei  zunächst  die  Arithmetik  and  die  Algebra. 

7.  ^mtlonalltiLt  imd  TraBflsendenz  beBtimmtor  Zahlen. 

Herrn  ites  arithmetische  Sätze  Uber  die  Exponentialftmlction  nnd 
ilue  Weiterftthrung  durch  Lindemann  sind  der  Bewunderung  aller 

nsthematischer  Generationen  sicher.    Aber  zugleich  erwachst  uns  die 

Aüfgaltp,  auf  dem  betretenen  Wege  fortzuschreiten,  wie  dies  bereits 
A  Hurwitz  in  zwei  interessanten  Abhandlungen  „Über  arithmetische 
l^igem»chaften  gewisser  transzendenter  Fouktioneu'' gethan  hat.  Ich 

1)  Msthematiiche  Aanalen.  Bd.  82  imd  38. 


Digitized  by  Google 


214 


D.  Hilsot: 


mdchte  daher  eine  Klasse  von  Problemen  kennzeiclmeu,  die  nipmer 
Meinimg  nach  als  die  üächstliegenden  hier  in  Angriff  zu  nehiueu  sind. 
Wonn  wir  Ton  speziellen,  in  der  Analysis  wichtigen  transy^nid^nten 
lümktioneii  erkennen,  dais  sie  für  gewisse  algebraisrhe  Argumente 
algebraische  Werte  annehmen,  so  erscheint  uns  diese  Thatsache  stets 
als  beflonden  merkwürdig  und  der  eingehenden  Untersuchung  würdig. 
Wir  erwarten  eben  von  tranflaendenten  Funktionen,  daCs  sie  für  alge- 
braieche  Argumente  im  allgemeinen  auch  transzendente  Werte  in- 
nehmen,  und  obgleich  uns  wohl  bekannt  ist,  dafs  es  thatsächlich  ganze 
tnnoEendente  Funktionen  giebt,  die  fQr  alle  algebraisehen  Aigomenie 
sogar  rationale  Werte  besitMn^  so  werden  wir  es  doch  ftr  höchst 
wahrscheinlieh  halten,  dals  z.  B.  die  ExponentiaUunktion  s'",  die  offen- 
bar für  aUe  rationalen  Argnmente  £  stets  algebraische  Werte  hat» 
andererseits  ffir  alle  inrationalen  algebraischen  Argumente  ß  stets  trans- 
zendente Zahlenwerte  annimmi  Wir  kdnnen  dieser  Anssage  auch  eine 
geometrische  EinUeidang  geben,  wie  folgt.  Wem  glekk- 
st^ienMigm  Dreiedt  das  VerhäUnis  vom  Basiswmkd  mm  WiiM  m  der 
Sfitee  aUffefyraischy  aber  nidit  roHonal  tH  so  ist  das  VerhiSinis  ewisckm 
Basis  und  Schenkel  sfet^^  fmmzendettt  Trotz  der  Einfachheit  dieser 
Anssage  und  der  ÄkulicLiktMt  mit  den  von  Hermite  und  Lindenicinu 
gelösten  Problemen  halte  ich  doch  den  Beweis  dieses  Satzes  für  äufserst 
schwierig,  ebenso  wie  etwa  den  Nachweis  dafür,  daß  dir  Potetiz  a"*  für 
eine  idynbtaiache  Basis  a  und  einen  ahjcbraisch  irraiionahn  ExixmvnUn 

ß,  M,B^  die  Zahl  I^'  -  oder  =  i'-*',  stets  eine  transzendente  oder  auc4 
nur  eine  irrationale  Zahl  daarsteüL  £s  ist  gewifs,  dafs  die  LöEnmg  dieser 
und  ähnlicher  Probleme  uns  zu  ganz  neuen  Methoden  and  zu- neuen 
Einblicken  in  das  Wesen  spezieller  irrationider  und  transModenter 
Zahlen  führen  mala. 

S.  PrimBahleoprohleme. 

In  der  Thorie  der  Verteilnng  der  Primzahlen  sind  in  neuerer 
Zeit  durch  Hadamard,  de  la  ValHe-Poussin,  y.  Mangoldt  und 
andere  wesentliche  Fortschritte  gemacht  worden.  Zur  vollständigen 
Lösung  der  Probleme,  die  uns  die  Rieiuainische  Abhandlung  „Über 
die  Anzahl  dti  rrunzahlen  unter  einer  gegebenen  Gröfse"  gestellt  hat, 
ist  es  jedoch  noch  nötig,  die  Richtigkeit  der  äufserst  wichtigen  Be- 
hauptung von  liiemann  nachzumistHj  dafs  die  NuUsteUen  der  Funktim 
l^{s),  die  durch  die  Reihe 

£(*)-iH-?  +  ?  +  P  +  --- 

dargestellt  wird,  sänMih  den  redien  Bestandteil  j  haben  —  wenn  mau 
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Ton  den  bekannten  negativ  gaamahligeii  NnUstellen  absieht.  Sobald 
diew  NachweiB  gelungen  ist,  so  wflrde  die  weitere  Angabe  «lariii  be- 
Maif  die  Biemannscbe  unendliche  Beihe  ftlr  die  Anzabl  der  Frim- 
»hkn  genaner  sa  prüfen  und  insbesondere  mt  aUadieukn,  ob  die 
difermt  notsAm  der  AmM  der  PrimMoklen  wUerludh  eher  Orafae  x 
md  dm  hUeffroBofforUknms  ffon  x  in  der  That  von  niehi  höherer  ais 
der  jtm  Ordnung  in  x  unendlieh  wird^),  und  fener,  ob  dann  die  Ton 
dsB  eisten  komplexen  Nnllstellen  der  Funktion  ^{s)  abhingenden 
Glieder  der  Riemannseken  Formel  wirklick  die  stellenweise  Verdidi- 
timg  äer  Primzahlen  bedingen,  welche  man  bei  den  Zählungen  der 
Primzahleu  bemerkt  hat. 

Nach  einer  erschöpfenden  Diskussion  der  K  i emannschen  Prirn- 
zahlfatoniiel  wini  man  vielleicht  dereinst  in  die  Lage  kommen,  an  die 
strenge  Beantwortung  des  Problems  von  Goldbach*)  zu  gehen,  ob 
jede  gerade  Zahl  als  Summe  zweier  Primzahlen  darstellbar  ist,  femer 
an  die  bekannte  Frage,  ob  es  unendlich  viele  iVimzahieupaare  mit  der 
Differenz  2  giebt  oder  s^ar  an  das  allgemeinere  Problem^  ob  die  lineare 
diopbaaiiscbe  Gleichmig 

ax  -\-  bff  '\-  c  1^  0 

mit  gegebenen  gvunbligen  paarweise  teilerfremden  Koeffizienten  a,  h, 
c  ilets  in  Frinuahlen  x,  y  losbar  isi 

Aber  Ton  nickt  geringerem  Interesse  nnd  Tielleickt  von  nock 
gröüwrer  Tragweite  eneheint  mir  die  An^be,  die  ßr  die  VerieOmg 
dar  raHomden  Primgähien  gewonnenen  BeauUaie  auf  die  Theorie  der 
Verteilung  der  Primideale  in  einem  gegebenen  ZaMkorper  k  gu  überfrag 
—  eine  Aufgabe,  die  auf  das  iStudium  der  dem  Zahlkörper  zugehörigen 
Funktion 

hmanslSnft,  wo  die  Summe  über  alle  IdeaJe  j  des  gegebenen  Zahl- 
kÖrpers  k  zu  erstrecken  ist  und  n(j)  die  Nonn  des  Ideala  j  bedeutet. 


lek  nenne  nock  drei  spesiellere  Probleme  ans  der  Zahlentkeorie, 
iSodieb  eines  tiber  die  Reziprositätsgesetzey  eines  über  diopkantiscke 

Gleichungen   xmd  ein  drittes  aus  dem  Gebiete  der  quadratiscken 

Formen. 

1)  Vgl  eise  denmftohft  in  den  Math.  Ann.  ericheinende  Arbeit  von  H.  Kooh 
IUmt  disMii  Oegflnitaiid. 

t)  Vgl.  P.  Stftckel:  Über  Goldbsch's  empirisches  Theorem.  Nachriehten 
dtt  K.  Gm.  d.  WiM.  in  GOtängeii  1896  imd  Landau,  ebenda  1900. 


Digitized  by  Google 


216 


9.  BevaiB  dw  aUgenwinitfn  Bwl^ilttt^gMeties  im  baUoliIgeii 

Für  einen  bdiebiffen  ZähXkorper  soU  das  Bemprogitätageaete  der 
Iten  Feientresie  bewiesen  weräen,  wann  I  eine  ungerade  Piruniahl  be- 
dttoMtf  und  fenuff  wenn  {  eine  Potenz  toh  2  oder  eine  Potenz  einer 

ungeraden  Primzahl  ist.  Die  Aufisitellang  des  Gesetzes,  sowie  die  wesent- 
lichen Hilfsmittel  zum  Beweise  desselben  werden  sich,  wie  ich  glaube, 
ergeben,  weun  man  die  von  mir  entwickelte  Theorie  des  Körpers  der 
lien  Einlieitswurzelii')  und  meine  Theorie-)  des  relativ -quadratischen 
Körpers  in  gehöriger  Weise  verailgemeiuert. 

10.  £nt8o]ieidiuig  der  LaabarlLeit  einer  diophantisolLen  Oleicluuig. 

Eine  diopbantiflehe  Gleichung  mit  irgend  welchen  ünbekanoten 
und  mit  ganzen  rationalen  Zahlenkoefifizienten  aei  Totgelegt:  man  soll 
ein  Verfahren  ang^ien,  nadi  wdchem  mcft  miUdst  einer  endlidien  Angahl 
wm  Operationen  entsäieiden  lüfsl,  ob  die  Glekhmff  in  gansen  rationalen 
ZMm  ISAar  isL 

IL  OiudratlBelia  Forman  mit  Mtobigen  algebralBolieii 

ZaUenkoeffliienton. 

Unsere  jetzige  Eenntnia  der  Theorie  der  qnadratiacben  Zahl* 
kSrper')  setzt  nna  in  den  Stand,  die  Theorie  der  qnadraiMun  Forwun 
mU  bMbig  viden  Variaibdn  und  bdiebi^en  alffebraisdim  Zahlen- 
hoeffmenkn  erfolgreidl  tu  Angriff  m  nehmen.  Damit  gelangen  wir 
insbeeondere  zn  der  interessanten  Aufgabe,  eine  vorgelegte  quadratische 
Gleichung  beliebig  vieler  Variabeln  mit  algebraischen  Zalüenkoefü- 
zienten  in  solchen  ganzen  oder  gebrochenen  Zahlen  zu  lösen^  die  in 
dem  durch  die  Koeffizienten  bestimmten  algebraischen  Rationalitäts- 
bereiche gelegen  sind. 

1)  Beridtt  der  Deutschen  Hathaiiiatiker-yexeinigung  über  die  Theorie  der 
■IgehzaiMlMn  ZahlkOxper  4,  1897.  POnfter  Teil 

2)  MathematiBdlie  Annalcin  51  und  Nachrichten  der  K.  Ges.  d.  Wigg.  so 
GOttingen  1808   Ygl  ferner  die  dram&chst  eTsdieinende  InaagnraldiisertatiQm  von 

G.  Eückle  Göttiagen  1901. 

3)  Hilbert:  Über  den  Dirichletschea  biquadratischen  Zahlenkörper,  Mathe- 
matische Annalen  45;  Über  die  Theorie  der  relativ -quadratischen  Zahlkörper, 
Berioht»  der  Dentsehen  Mathewatikwr « Vewinigung  1897  und  UatheiiMtische 
Awiilwi  fil;  Über  die  Theorie  der  reUtiV'Abersehen  KOrper,  Nadmditeii 
der  K.  Gea.  d.  Wui.  sa  GOttmgen  1898;  Grundlagen  der  Geometrie,  Festsclirift 
zur  Enthülhingr  des  Geafs-Weber^Donkmals  in  Gi^ttingen,  Leipsig  1899, 
Kapitel  Vm  §  8».   
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Den  Übergang  zur  Algebn  und  FunktioneDtheorie  mSge  das 

folgende  wichtige  Problem  bilden. 

12.  Ansdehnnn^  des  KroneckerBcIieQ  Satzes  über  Abelsobe  Körper  auf 
einea  beliebigen  algebraisoben  Eatlonalltätsbereiob. 

VoD  Kronecker  rührt  der  Satz  her,  dafs  jeder  Abelsche  Zahl- 
körper  im  Bereich  der  rationalen  Zahlen  durch  Zoeammensetzung  aus 
ESrpem  tob  EinheitsworKehi  enisteht  Dieser  fundamentale  Satz  ans 
der  Theorie  der  gannahligen  Oleichnng^n  «nÜhSlt  swei  Aussagen, 
nimhch 

erstens  wird  dnroh  denselben  die  Frage  nach  der  Anzahl  und 
Existenz  deijenigen  Gleichungen  beantwortet^  die  einen  Torgeschriebenen 
Gnd,  eine  Toigesehriebene  Abelsche  Gruppe  and  eine  Torgeschriebene 
Diskriminante  in  Besnig  auf  den  Bereich  der  rationalen  Zahlen  be- 
silieti,  nnd 

zweitens  wird  behauptet,  dafs  die  Wurzeln  solcher  Gleichungen 
einen  Bereich  algebraischer  Zahlen  bilden,  der  genau  mit  demjenigen 
Bereiche  übereinstimmt,  den  man  erhält,  wenn  mau  in  der  Exponential- 
fonktion  e"'  für  das  Argument  e  der  Heihe  nach  alle  rationalen 
Zahlenwerte  einträgt. 

Die  erste  Aussage  betrifft  die  Frage  der  Bestimmung  gewisser 
alftebraischer  Zahlen  durch  ihre  Gruppe  und  ihre  Verzweigung;  diese 
Frage  entspricht  also  dem  bekannten  jE^blem  der  Bestimmung  alge- 
braischer Funktionen  zu  gegebener  Riemannscher  Flache.  Die  zweite 
Aussage  liefert  die  verlangten  Zahlen  durch  ein  transzendentes  Mittel, 
mbidich  durch  die  Exponentialfimktion 

Da  nächst  dem  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  der  Bereich  der 
imaginären  quadratischen  Zahlkdrper  der  einfachste  ist,  so  entsteht  die 
Aufgabe,  den  Eroneckerschen  Satz  auf  diesen  Fall  anszadehnen. 
Kronecker  selbst  bat  die  Behauptung  ausgesprochen,  dafs  die  Abel- 
Nbai  Gleichongen  im  Bereiche  eines  quadratischen  Kdrpers  durch  die 
^huisformationsgleichungen  der  elliptischen  Funktionen  mit  singularen 
Modobi  gegeben  werden,  so  dafs  hieniach  die  elliptische  Fimktion  die 
Bolle  der  Exponentialftmktion  im  Torigen  Falle  ttbemimmt  Der  Be- 
*eis  der  Kroneckerschen  Vermutung  ist  bisher  nicht  erbracht 
wwden;  doch  glaube  ich,  dafs  derselbe  auf  Gnmd  der  von  H.  Weber*) 
catwickelten  Theorie  der  komplexen  Multiplikation  unter  ilin/uziehung 
^tt  Ton  mir  aufgestellten  rein  arithmetischen  Sätze  über  Klasseukörper 
ohne  erhebliche  Schwierigkeit  gelingen  muTs. 

1)  EUiptiicke  Fimktioiieii  und  algebnisdie  ZaUeiif  Bnmniehwaig  IMl. 
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Von  der  hdchaten  Bedeutung  endlich  erscheint  mir  die  Aus- 
dehnnng  des  Kroneckerschen  Satzes  auf  den  Fall,  dafs  an  Stelle  des 
Ben-iche.s  der  rationalen  Zahlen  oder  drs  imaginären  quadratisf^ten 
ZaJilenbereiches  ein  beliebiger  algebraischer  ZaMhörjwr  als  Bationaiitätt- 
hereick  m  Grunde  gchjfft  wird;  ich  halte  diea  Problem  für  eines 
d«r  tiefgehendsten  nnd  weittragendsten  Probleme  der  Zahlen- 
nnd  Fnnktionentheorie. 

Das  Ftoblem  anreist  sich  yon  mannig&chen  Seiten  ans  als 
gingjlich.    Den  wichtigsten  Schlfissel  sur  Ldsmiig  des  arithmetischeii 
Teilee  dieses  P^blemes  erblicke  ich  in  dem  aUgemeinea  Besiprozitats- 
gesetse  der  2  ten  Potenzreste  innerhalb  eines  beliebig  vorgelegten  Zahl* 
koipm. 

Was  den  fonktionentheoretischen  Teil  des  Problems  betrifit|  so 
wild  sieh  der  Forseher  anf  diesem  so  anxiehenden  Gebiete  durch  die 
merkwilxdigen  Analogien  leiten  lassen,  die  swischen  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  einer  Verinderliohen  und  der  Theorie  der 
algebraischen  Zahloi  bemexkbar  sind.  Das  Anslogon  nur  Poteaz- 
reOienentwickelung  einer  algebraischen  Fonktion  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Zahlen  hat  HenseP)  aufgestellt  und  untersucht  und  das 
Analogen  för  den  Riemann-Rochschen  Satz  hat  Landsberg')  be- 
handelt. Auch  die  Analogie  zwischen  dem  Begrift"  des  Geschlechts 
einer  Hiemann  sehen  Fläche  und  dem  Begritt'  der  Klaasenanzahl  ein^ 
Zahlkörpers  fallt  ins  Auge.  Betrachten  wir,  um  nur  den  einfachsten 
Fall  zu  berühren,  eine  Riemannscho  Fläche  vom  Geschlecht  p  =  \ 
und  andererseits  einen  Zahlkörper  von  der  Klassenanzahl  h  ^  2^  so 
entspricht  dem  Nachweise  der  Existenz  eines  überall  endlichen  Inte- 
grals auf  der  Riem  an  n  sehen  Fläche  der  Na(  luvcis  der  Existenz  einer 
ganzen  Zahl  cc  im  Zahlkörjx  r,  du  von  solcher  Art  ist,  dais  die  Zahl 
ya  einen  relativ  unTerzweigten  quadratischen  Korper  in  Bezug  auf 
den  Grundkorper  darstellt.  In  der  Theorie  der  alt^'^'r.iischen  Funktionen 
dient  bekanntlich  zum  Nachweise  jenes  Riemannschen  Existenzsatzes 
die  Methode  der  Randwertaufgabe;  auch  in  der  Theorie  der  Zahlköqier 
bietet  der  Nachweis  der  Existenz  jener  Zahl  a  gerade  die  meiste 
Schwierigkeit.  Dieser  Nachweis  gelingt  mit  wesentlicher  Hilfe  des 
Satzes,  dafs  es  im  Zahlkörper  stets  Primideale  mit  Torgeschriebenen 
Resicharakteren  giebt;  die  letztere  Thatsache  ist  also  das  zahlen- 
theoretische Analogen  anm  Randwertproblem. 

1)  Jahresberichte  der  Deulächeu  MaÜiematiker -Vereinigung  Vi,  sowie  eine 
demoBdiit  in  den  HathenatiMsheB  Aimalen  endieiiieiide  Arbeit:  „Über  die  Eut- 
wiekelmig  der  algebnischen  Zahlen  in  Potemreilien**. 

t)  Uathematuohe  AnnikB  90.  1898. 
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Die  Qleielmng  das  Abelscheu  Theorems  in  der  Theorie  der  al- 
gebnifleheii  Funktionen  sagt  bekannilich  die  notwendige  und  hin- 
niehende  Bedingung  dafllr  ans^  dafs  die  betreiFenden  Punkte  der 

Rieman  nschen  Fläche  die  Nullstellen  einer  algebraischen  zur  Fläche 

gehörigen  Funktion  sind;  das  genaue  Analogen  des  A  heischen 
Theorems  ist  in  der  Theorie  des  Zahlkörpers  von  der  Klassenanzahl 
A  =  2  die  Gleichung  des  quadratischen  Eeziprozitätsgesetzes 

(!)  =  + 

▼elehe  aussagt,  dafs  das  Ideal  j  dann  und  nur  dann  ein  Haaptideal 

des  Zahlkörpers  ist.  wenn  jene  Zahl  a  in  Bezug  auf  das  Ideal  j  einen 
positiven  quadratischen  Restrharakter  besitzt. 

Wie  wir  sphen,  treten  in  (lein  eben  gekennzeiclmeten  Problem  die 
drei  grundlegendeu  Disziplinen  der  Mathematik,  nämlich  Zahlentheorie, 
Al{Tehni  und  Funktionentheorie,  in  die  innigste  gegenseitige  Be- 
rühniDg,  und  ich  bin  sicher,  dafs  insbesondere  die  Theorie  der  analy- 
tischen Funktionen  mehrerer  Variabeln  eine  wesentliche  Bereicherung 
eif^hren  würde,  wenn  es  gelänge,  diejenigen  Funktiotien  aufzufimlen 
wirf  zu  (Ihkniierm,  die  für  einen  beliebigen  algebraischen  Zaldlörper  die 
tiU^echetide  Bollr  spidenf  wie  die  Exponent iaifunktion  für  den  Körper 
der  rationalen  Zahlen  und  die  eU^^tische  Modulfmktion  für  de»  unagi- 
norm  quadnUisdim  Zahlkörper. 


Wir  kommen  nnn  zur  Algebra;  ich  nenne  im  folgenden  ein 
Problem  ans  der  Gleichnngatheorie  und  einesy  auf  welchee  mich  die 
Theorie  der  algebraischen  Invarianten  geführt  hat 

II.  IhaiSgUohkoit  der  IiSsinig  der  aUfaneinen  ftlelehiuig  7  tan  Ondea 
mlttelat  IPnnktionen  Ton  nur  2  Aignmenteii. 

Die  Nomographie^)  hat  die  Aufgabe,  Gleichungen  mittelst  ge- 
^euhiieter  Kanrenflcharm  zu  losen,  die  von  einem  willkürlichen  Parar 
meter  abhängen.  Man  rieht  sofort,  dai's  jede  Wurzel  einer  Gleichung, 
deren  Koeffizienten  nur  von  zwei  Parametern  abhängen,  d.  h.  jede 
Fonktion  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  auf  mannigfache 


1)  Vgl  Hilbert:  Über  die  Theorie  der  relativ- Aberschen  Zahlkörper,  Nach- 
riehten  d«r  K.  Qet.  d.  Witt,  au  CMtÜngea  1898. 

t)  II.  d^Ocagne:  Tkait^  do  Nomographie,  Farii  1899. 
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D.  Hilbxkt: 


Weim  duich  dieses  der  Komographie  za  Grande  liegende  Prinsip  dir- 
steUbur  ist  Ferner  sind  dudi  dieses  Prinzip  slldn  obne  HinzimsIiiiM 
lieweglieher  Elenmite  oflbnbar  andi  eine  grolke  KlaHwe  Ton  FHuktioiMii 

Ton  drei  und  mehr  Verfinderlicben  darstellbar,  namlicli  alle  diejenigen 
Funktionen,  die  man  dadurch  erzeugen  kann,  dafs  man  zunächst  eine 
Funktion  von  zwei  Argumenten  bildet,  dann  jedes  dieser  Arg^iiruente 
wieder  gleich  1  uuktionen  von  zwei  Argumenten  einsetzt,  an  deren 
Btelle  wiederum  Funktionen  von  zwei  Argumenten  treten  n.  s.  f.  wo- 

eiue  behel)!f^'<'  endliche  Anzahl  von  Einscharhti  Ii  nisten  der  Funktionen 
vwp'wr  Argumente  gestattet  ist.  So  gebort  heispit'lsweise  jedf»  rationale 
Funktion  von  beliebig  vielen  Argumenten  zur  Klasse  dieser  durch 
nomographische  Tafeln  konstruierbaren  Funktionen;  denn  sie  kann 
durch  die  Prozesse  der  Addition,  Snbtraktion,  Holtiplikation  und  Di- 
vision erzeugt  werden,  und  jeder  dieser  Prozesse  repräsentiert  eine 
Funktion  von  nur  zwei  Argumenten.  Man  sieht  leicht  ein,  dafs  aaeh 
die  Wurzeln  aller  Gleichungen,  die  in  einem  natOrlichen  BatiooAlitüi- 
bereiche  durch  Wnizelziehen  «ofldsbar  sind,  za  der  genannten  KIuw 
TOn  Funktionen  gehOren;  denn  hier  kommt  za  den  vier  elementuen 
Bechnongsoperationen  nor  noch  der  Prozels  des  Woizelziehens  hinni, 
der  ja  lediglich  eine  Funktion  eines  Argumentes  repriisentiert  Der- 
gleichen sind  die  aUgemeinen  Gleichungen  5tem  und  6ten  Gmüm 
durch  geeignete  nomographische  Ta£^  auflSshor;  denn  diese  kStmes 
durch  solche  Tschirnhausentnmsformationeny  die  ikrerseits  nur  Atu- 
ziehen  ron  Wurzeln  verlangen,  in  eine  Form  gebracht  werden»  deren 
Koeffizienten  nur  von  zwei  Parametern  abhängig  sind. 

Wahrscheinlieh  ist  nun  die  Wurzel  der  Oleicbnng  7  ten  Grades 
eine  solche  FunlvtHiu  ihrer  Koefüzienteu,  die  nicht  zu  der  Ljenaiuitcn 
Klasse  von  Funl':t!r>Den  trehört,  d.  h.  die  sich  nicht  durch  eine  endliohe 
Anzahl  von  Eiiisi  liarhtt'luugen  von  Funktionen  zweier  Argumente  er 
zeugen  lälst.  Um  dieses  einzusehen^  wäre  der  Nachweis  dafür  nötig, 
dafs  die  GUkimng  7im  Grades 

nicht  mit  Hilfe  beliebiger  stetiger  Funktionen  von  nur  zwei  Argumenta 
liubar  isi,  Dafs  es  Überhaupt  analytische  Funktionen  von  drei  Argo- 
menten  x,  g  giebt,  die  nicht  durch  endlich-malige  Verkettung  von 
Funktionen  von  nur  zwei  Argumenten  erhalten  werden  können»  davott 
habe  ich  mich,  wie  ich  noch  bemerken  möchte,  durch  eine  stnog« 
Überlegung  ttberzengt 

Durch  Hinzunahme  beweglicher  Elemente  gestattet  die  Nomogiaphie 
auch  die  Konstruktion  von  Funktionen  mit  mehr  als  zwei  AignmenteD 
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—  wie  dies  kOnlieh  II  d'O'cagne*)  huttiehÜicli  der  Gkicliimg  Ttea 
GfwiM  geieigt  hat 

14  Nuhw«l6  der  Bndliolikelt  gewisMr  voller  FvnktloiieiiByBteme. 

In  der  Theorie  der  algebraischen  Invarianten  verdienen,  wie  mir 
schemt,  din  Fragen  nach  der  Endlichkeit  voller  FormeusYstemc  ein 
hesonderes  Interesse.  Es  ist  neuerdings  L.  Maurer^)  gelungen,  die 
TOü  P.  Gordan  und  mir  bewiesenen  EndlichkeitsBätze  der  lnyarianteii> 
ÜMorie  auf  den  Fall  auszudehiieiii  dafs  nicht,  wie  in  der  gewöhnlichen 
Invariantentheorie,  die  allgemeine  projektive  Gruppe,  sondern  eine  be- 
liebige Untergruppe  der  Definition  der  Invarianten  zu  Grunde  gelegt 
wird.  Einen  weeenÜichen  Schritt  in  dieser  Richtung  hatte  bereits 
Torher  iu  Hnrwitz*)  geihan,  indem  es  ihm  dorch  ein  sinnreldies 
Terfiihren  gelang,  den  Nachweis  der  Endlichkeit  der  orthogonalen  In- 
Tinanten  einer  beliebigen  Grundform  allgemein  zu  ftthren. 

Die  Beschiftigmig  mit  der  Frage  nach  der  Endlichkeit  der  In- 
nrianten  hat  mich  auf  ein  einfMshes  Problem  geführt,  welches  jene 
Fxage  mich  der  Endlichkeit  der  Invarianten  als  besonderen  Fall  in 
ach  enthSlty  nnd  zn  dessen  Ldsung  wahrscheinlich  eine  erheblich 
föanre  Ansbildung  der  Theorie  der  Elimination  und  der  Kro- 
neck er  sehen  algebraischen  Mudulsjsteme  nötig  ist,  als  sie  bisher  ge- 
lungen ist. 

Es  seien  eine  Anzahl  w  von  ganzen  rationalen  Funktionen  Xg, 
Ij,  .. der  n  Variabelu  u\,  jc,,  •  •  •>  ^  vorgelegt: 


(8) 

Jede  ganze  rationale  Verbindung  von  X^,  .  . X,,^  wird  offenbar  durch 
Einträgung  dieser  Ausdrücke  notwendig  stets  eine  ganze  rationale 
Fimlction  von  x^,  . . x^.  Es  kann  jedoch  sehr  wohl  gebrochene  ra- 
tionale Funktion^  von  . .  X,„  geben,  die  nach  Ausführung  jener 
Substitution  (S)  zu  ganzm  Fimktionen  in  x^,  . . ^„  werden.  Eine 
solche  rationale  Funktion  von  X^,  . . X^,  die  nach  AnsfUhrang 

1)  Sur  la  r^solataon  nomogxaphiqae  de  T^qoation  da  septi^e  degrä.  Comptea 

rendaa,  Paris  19Ü0. 

2)  Vgl.  iSitzuBgaberichte  der  K.  Akademie  der  Wias.  zu  München  IHii»  uud 
«aa  daaBÜduit  in  den  nxathematiachen  Annalen  erscheinende  Axbeii 

t)  tW  die  Enettgoog  der  Invansiktea  dorch  Integcatioai.  Ksdir.  der 
K>  Q«i.  d«r  Win.  stt  Qottiiigeii  1897. 
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der  Substitution  (S)  ganz  in.  Xi,  . . wird,  möehte  ich  eine  rMw' 
game  Funktion  von  X^,  . . nennexL  Jede  ganze  Funktion  Toa 
Xj,  ...  ist  o£fenbar  auch  relatiTganz;  femer  ist  die  Summe,  die 
Differenz  und  das  Pjrodnkt  relatiTganzer  Funktionen  stets  wiedemm 

Das  entstellende  Fh>blem  ist  nnn:  zo  entBCheiden,  ob  es  stets  mög- 
lich ist^  em  eiKKtißftes  System  mm  rdaHtf^angm  IkmkUcnm  wit 

...f  mfmtfmde»,  dwth  die  sid^  jede  andere  rdaiwgmue  Ikinktkm 
wm  2|,  . . 2^  Mft  ganser  raücntder  Weise  gusammeneeUen  läfst.  Wir 
können  das  Problem  noch  ein&cher  formnlieren,  wenn  wir  den  Begriff 
des  etudlidim  Iniegrit&sbemdtes  einf&hren.  TJnter  einem  endlidien 
Integritfttsbereiche  möchte  ich  ein  solches  System  von  Funktionen 
Terstehen,  ans  welchem  sich  eine  endliche  Anzahl  von  Funktionen 
answihlen  lälst,  mit  deren  Hilfe  aUe  übrigen  Funktionen  des  Sjstems 
in  ganzer  rstionaler  Weise  ausdrückbar  sind.  Unser  Problem  lidt 
dann  danuf  hinauf  zu  zeigen,  dals  die  sämtlichen  lelativganzen  Funk- 
tionen eines  beliebigen  BaÜfmnlitiltsberächeB  stets  einen  endlichen 
Integritätsbereich  bilden. 

Es  liegt  auch  nahe,  das  Problem  eahlmtJie/^etisch  zu  verfeitiem, 
indem  man  die  Koeffizienten  der  gegebeneu  Funktionen  .  .  als 
ganze  rationale  Zahlen  annimmt  und  unter  den  relutivganzeu  Funktionen 
von  X^,  .  .  .,  X„  nur  solche  rationale  Funktionen  dieser  Argumente 
versteht,  die  nach  Ausführung  jeuer  Substitution  (S)  ganze  rationale 
Funktionen  tou  x^,  .  ,  mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten 

werden. 

Ein  beHonderer  einfacher  Fall  dieses  verfeinerten  l^roblema  ist  der 
Idlgiiüüe;  iu'geben  seien  m  ganze  rationale  Funktionen  Xj,  ....  X,, 
der  einen  Veränderlichen  x  mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  und 
ferner  eine  Primzahl  p.  Man  betrachte  das  System  derjenigen  ganzen 
rationalen  Funktionen  von  x,  welche  sich  in  der  Gestalt 

darstellen  lassen,  wo  G  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Argumente 
X|,  ,,,fX^  nnd  vifgeoiA  eine  Potenz  der  Primzahl  p  ist  Frühere 
Untersuchungen  von  mir^)  zeigen  dann  unmittelbar,  dals  alle  solchen 
Ausdrficke  bei  bestimmten  Exponenten  h  einen  endlichen  Integntats- 
bereich  bilden;  die  Frage  ist  aber  hier,  ob  das  Gleiche  auch  IQr  alle 
Exponenten  h  zugleich  gilt,  d.  L  ob  sich  eine  endliche  Anzahl  von 
solchen  Ansdrflcken  auswählen  Ifi&t,  durch  die  jeder  andere  Ansdnick 

i)  MaCheinatifleke  Amislen  M,  4B5. 


Digltized  by  Google 


ICftfheBKliiclie  Pkol)leiii6. 


223 


Ton  jfliier  Gestalt  für  iigend  einsa  Ezponeiitfliii  h  gus  mid  ntionaL 
teteUbar  ist   ^ 

Ans  den  Grenzgebieten  swiechen  Algebra  und  Qeometrie  möchte 
ieh  swei  Probleme  nennen:  dae  eine  betrifft  den  geometrischen  Ab- 
tfhlungakalkfil  md  das  sweite  die  Topologie  algebraischer  Kuren  imd 

15.  Strenge  Begrftndiuig      Sehuberts  AbsfthliiogekalkftL 

Das  Ph>bl0m  besteht  darin,  diejenigen  geomeiriaeiim  JnuMm  strenge 
md  mier  genauer  FeMdhmg  der  Qreneen  ihrer  Qiäii^teU  su  beweisen, 
die  msbesondere  Schuber t^)  auf  Grund  des  sogenamUen  Frins^  der 

sptiidlefi  Lage  oder  der  Erhaltung  der  Anzahl  mittelst  des  von  ihm 
ausgel»ldeteft  AhiäJdungshaJhülR  bestimmt  hat.  Wenn  auch  die  heutige 
Algebra  die  Durchführbarkeit  der  Eliminationsprozesse  im  l^rinzip 
gewährleistet,  bo  ist  zum  Beweise  der  Sätze  der  abzählenden  Geometrie 
erheblich  mehr  erf'orderlicli,  näuüich  die  Durchführuni?  der  Elimination 
bei  besonders  u'i  tin  iiiton  Gleichungeu  in  der  V\  ei.se,  dals  der  (irad 
der  Endgleichongeii  und  die  Vieü'aciiheit  ihrer  Lösungen  sich  Toraus- 
wbeu  lallst 

16.  Problem  der  Topologie  algebraischer  Kurven  nnd  Flächen. 

jDie  Maximalzahl  der  geschlossenen  und  getrennt  liegenden  Züge, 
welche  eine  ebene  algebraische  Knrre  titer  Ordnung  haben  kann,  ist 
Ton  Harnack')  bestimmt  worden;  es  entsteht  die  weitere  Frage  nach 
der  gegenseitigen  Lage  der  Korrenzfige  in  der  Ebena.  Was  die  Kuren 
6iv  Qrdnnng  angeht,  so  habe  ich  mich  —  Mlich  anf  einem  recht 
mutändlicfaim  Wege  —  daron  fiberzengt,  dals  die  11  Züge,  die  sie  nach 
Hsmaek  haben  haon,  kemesftUs  simtlich  anfterhalb  ron  einander 
fstknfni  dfiiüsn,  sondem  daÜs  ein  Zug  existieren  mds,  in  dessen 
bDeram  ein  Zng  nnd  in  dessen  Änlserem  nenn  Zflge  rerlanfen  oder  nm- 
gMirt  JBme  gr&ndHdie  Vnkrsudnmg  der  gegenseitigen  Lage  bei  der 
ifoxHMlfloMf  von  getrmnten  Zügen  scheint  mir  ebenso  sehr  von  Interesse 
9ä  sein,  wie  die  cnt.^yrechende  Unter Sfjichung  über  die  Anzahl ^  Gestalt 
•k?  Lage  der  Mäntel  einer  alffchriiisckm  Fläche  im  liaume  —  ist  doch 
bisher  noch  nicht  einmal  bekannt,  wieviel  Mäntel  eine  Fläche  4ter 
Ordnung  des  dreidimeuaionalen  üaumes  im  Maximum  wirklich  besitzt ^) 

I)  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie.  Leipzig  1879. 
t)  Malbemaluche  Aanalen  !•. 

S)  Ygi  Bobn:  Fttdhsa  vierter  Ordnung,  FniMcliriftfln  der  Fflistlxoh  Jablo- 
mkiKlifla  OeNllMshaft,  Ldpiig  1886. 
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Im  Anjschluij  an  dieses  xem  algebraische  Problem  möchte  ich 
eine  Frage  aufwerfen,  die  sich,  wie  mir  scheint^  mittelst  der  nämlich«i 
Methode  der  kontinuierlichen  Koeffizientenänderung  in  Angriff  nehmen 
lä£atf  und  deren  Beantwortu2ig  für  die  Topologie  der  durch  DiiTerenti«!' 
gleichmigen  definierten  Kiurenaeluffen  to&  eatqpredieiider  Bedeatnng 
ist  —  n&mlich  die  Frage  nach  der  MaximohaM  und  Lage  der  Foin- 
ear^SK^nen  Qretwejßilm  (eifdes  Umües)  für  eine  IHffereiUialgleidmiig 
erster  Ordnung  und  ersten  Grades  Ton  der  Fonn: 

dy_  r 

-WO  X,  Y  ganze  rationale  Funktionen  nten  Gradea  in  x,  y  sind,  oder  in 
homogener  Schreihweise 

wo  Xj  1\  Z  ganze  rationale  homogene  Funktionen  u  ten  Grades  von 
y,  e  bedeuten  und  diese  als  Funktionen  des  Parameters  <  zu  be- 
stimmen sind. 

17.  DarfteUung  definiter  Formen  durch  Qnadrate. 

Definit  heifst  eine  solche  ganze  rutKaiale  Funktion  oder  Fortti  be- 
liebig vieler  Veränderiiclieu  mit  redlt  ii  Koeffizienten,  die  für  kerne 
reeüpn  Werte  dieser  Vpränderüchen  iit  Lrativ  ausfällt.  Das  Svsteui  aller 
deümten  i^unktionen  verhält  sich  invariant  gegenüber  den  Operationen 
der  Addition  und  der  Multiplikation;  aber  auch  der  Quotient  zweier 
definiten  Funktionen  ist  —  sofern  er  eine  ganze  Funktion  der  Verande^ 
lirhen  wird  —  eine  definite  Form.  Das  Quadrat  einer  jeden  behebigen 
Form  ist  offenbar  stets  eine  definite  Form;  da  aber,  wie  ich. gezeigt 
habe^),  nicht  jede  definite  Form  dorch  Addition  ans  Formenquadiaten 
zuaammeiigeaeiKt  werden  kann,  eo  entsteht  die  Frage  —  die  ich  fir 
den  Fall  temSrer  Foimen  in  bejahendem  Sinne  entachieden  habe*)  —t 
ob  nu^  jede  tkfinUe  Form  als  Quotient  von  Sunmen  von  Formm- 
guaäraien  dargesIdU  werden  kann.  Zugleich  ist  es  für  gewisse  FngsD 
hinsichtlich  der  Möglichkeit  gewisser  geometrischer  KonstmktioiisB 
wOnschenswert^  au  winen,  ob  die  Koeffizienten  der  bei  der  DsrateUang 
zu  Terwendeuden  Formen  stets  in  demjenigen  BationalitStsberaiche  an- 
genommen  werden  dOrfen,  der  durch  die  Koefdzienten  der  dargestsUtoi 
Form  gegeben  ist.*) 

I)  MaUieinatiselie  Azmalen  98. 

9)  Acta  matbematica  17. 

a)  Vgl.  Hilbert:  Qrandkge  der  Geometrie,  Leiptig  1$99,  Kap.  TO,  ini- 
bevondeze  |  «8.   
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Ich  nenne  noch  eine  geometziiohe  An%^be. 

■ 

18.  Auibau  des  Eaumes  aiLB  kon^aeQte&  foiyadern. 

Warn  nun  n»eh  daigenigen  Qntppan  von  Bewegongen  in  der 
Ebene  ft«g^  f&r  die  ein  Fandamentalhereich  exiitiert,  eo  fällt  hehumt- 
üch  die  Antwort  eehr  Tenehieden  soi,  je  naehdem  die  betrachtete  Ebene  die 
Rientanneche  (elliptifcbe),  Enklidiidie  oder  Lobatiehefshijeehe 
(hjperboliache)  ist  Im  BUle  der  eUiptiechen  Ebene  giebt  ei  eine 
endliehe  Aniahl  weeentlich  ▼ereehiedencr  Arten  Ton  Fundamental- 
bereiohen,  and  ea  reicht  eine  endliche  Ansahl  Ton  Exemplaren  kon- 
gruenter Bereiche  znr  lückenlosen  Überdeckung  der  ganzen  £bene  aas: 
die  Grappe  besteht  eben  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Be- 
wegungeiL  lia  l  alle  der  hyperbolischen  Ebene  giebt  es  eine  unend- 
liche Anzahl  wesentlich  verschiedener  Arten  von  Fundamentalbereichen, 
nämlich  die  bekwinten  Po inrai  ('sehen  Polygone;  zur  lückenlosen 
Iberdeckung  der  Ebene  ist  eine  ummiUrf'r  .Vnzahl  von  Exemplaren 
kongruenter  Bereiche  notwendig.  Der  Fall  der  Euklidischen  Ebene 
steht  in  der  Mitte;  denn  in  diesem  Falle  ppebt  es  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  wesentlich  verschiedenen  Arten  von  Bewegnngsgruppen 
mit  Fondamentalbereich;  aber  znr  lückenlosen  Überdeckung  der  ganzen 
£beDe  ist  eine  utmdüdie  Anzahl  Ton  Exemplaren  kongruenter  Be- 
nidie  notirendig. 

Genan  die  entsprechenden  Thatsachen  gelten  aneh  im  dreidimen- 
aonelen  fianme.  Die  Thatsache  der  Endlichkeit  der  Bewegongegnippen 
im  eDiptiachen  Ranme  ist  eine  mukittribare  Folge  eines  fbidamentalen 
SttaM  Ton  C.  Jordan*),  wonach  die  Anzahl  der  wesenÜieh  Ycr- 
whiedmen  Arten  von  endUdbe»  Gmppen  linearer  Snbstitationen  mit 
•  Veiinderiichen  eine  gewisse  endlicfaey  von  n  abhangige  Qnnie  nicht 
Abenchreitet  Die  Bewegungsgruppen  mit  Fondamentalbereich  im  hy- 
poboliscben  Räume  sind  von  Fricke  und  Klein  in  den  Vorlesungen 
Uber  die  Theorie  der  automurplien  Funktionen^)  untersucht  worden, 
und  endlich  haben  Fedorow'),  Schuenflies*)  und  neuerdings  Rohn^) 
den  Beweis  (lafiir  erbracht,  Jals  es  im  Euklidischen  Räume  nur  eine 
endUche  Zahl  wesentlich  verschiedener  Arten  von  Bewegongegnippen 


1  Tonrnal  for  Mathematik  S4  (1878)  und  Atti  della  Beale  Acoademia  di 

2j  Leipzig  lb97.    Vgl.  inabesondere  Abacimitt  I,  Kap.  2 — 8. 
3;  Symmetrie  der  regehnSXsigen  Systeme  von  Fignren  1890. 
4)  KiTvtalkjsteme  ond  KzystaUBtroktor,  Leipzig  189t. 
(}  Hathenatiselte  Aanalen  M. 
Anllv  te  IbtbMulili  maA  ttpSk.  tU.  Mt.  I.  U 
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mit  Fundamentalbereich  giebt.  Während  nun  die  den  elliptischen  and 
hyperbolisckeiL  Raum  betreffenden  Resultate  and  Beweismethoden  un- 
mittelbar auch  fOr  den  n-dimensionalen  Raum  Geltung  haben,  so 
adieint  die  VeraUgemeinening  des  den  Euklidischen  Raum  betreffendeo 
Satses  erhebliche  Schwierigkeiten  zu  bieten^  nnd  es  ist  daher  die  Unter- 
suchung der  Frage  wltoechemiwert,  ob  es  auch  im  n-dimensionakn  Eu" 
klidisehen  JSaume  nur  eine  endliche  AmaM  wesentlich  vendueäener 
Arkn  aon  Setoegimgsgnigpen  mii  Fimdamentailbereidi  gi^. 

Ein  Fattdamentalbereieh  einer  jeden  Bewegungsgruppe 
mit  den  kongmenteiiy  ans  der  Gruppe  entspringenden  Bereichen  liefert 
oflenhar  eine  lückenlose  Überdeckong  des  Baumes.  Es  erhebt  sich  die 
Frage,  ob  femer  auch  sMe  Potjfeder  existieren,  die  nicht  als  i^UndSs- 
mentoJ^erete^  von  Beteegungsgruppen  auftreten,  und  mOM  derer  dennoek 
dmh  geeignete  Aneinanderlagerung  kongruenter  ExemfUare  eine  lückenlose 
ErßUhmg  des  ganzen  Baumes  möglidt  ist  Ich  weise  auf  die  hiermit 
in  Zusammenhang  stehende,  fQr  die  Zahlentheorie  wichtige  und  Tielleicht 
auch  der  Physik  und  Chemie  einmal  Nutzen  bringeml*'  1  mge  iiin,  wie 
man  unendlich  viele  Körper  von  der  gleichen  vorgeschriebeneu  Gestalt, 
etwa  Kugeln  mit  gegebenem  Iladius  oder  reguläre  Tetraeder  mit  ge- 
gebener Kante  (bez.  in  vorgeschriebener  Stellung),  im  Kaume  am  dich- 
testen einbetten,  d.  h.  so  lagern  kann,  dafs  das  Verhältnis  des  erfüllten 
Baumes  zum  nicht  eri'iiUteu  Räume  möglichst  grols  ausfällt 


Überblicken  wir  die  Entwiokehmg  der  Theorie  der  Funktionen 
im  letzten  Jalirhimdert,  so  bemerken  wir  vor  allem  die  fundamentale 
Rolle  derjenigen  Klasse  von  Funktionen,  die  wir  heute  als  ana- 
lytische Funktionen  bezeichnen  —  eine  Klasse  von  Funktionen,  die 
wohl  dauernd  im  Mittelpunkt  des  mathematischeu  Interesses  stehen 
Wird. 

Wir  können  natii  sfiir  verschiedenen  I  lesichkspujikteii  aus  der 
Fülle  aller  denkbaren  Funktionen  umfassende  Klassen  herausheben,  die 
einer  besonders  eingehenden  Untersuchung  würdig  sind.  Betrachten 
wir  beispielsweise  die  Klasse  derjenigen  Funktionen,  dif  sich  durch 
[/eicöhnlidu'  oder  partielle  ah/chraiscJie  Differentialgleichungen  charak- 
terisinen  lassen.  In  dieser  Klasse  von  Funktionen  kommen,  wie  wir 
sofort  bemerken,  gerade  solche  Funktionen  nicht  YOt,  die  aus  der 
Zahlentheorie  stammen  und  deren  Erforschung  für  uns  YOn  höchster 
Wichtigkeit  ist.  Beispielsweise  genügt  die  schon  frühw  erwähnte 
Funktion  ^{s)  keiner  algebnuschen  Differentialgleichung^  wie  man 
leicht  mit  Hilfe  der  bekannten  Relation  zwischen  i(s)  und  ^1  — s) 
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erkennen  kann,  wenn  man  d«n  T<m  Holder^)  b«wieMii«i  Sats  benotet, 
Mi  die  Fonktioii  r(x)  keine  algebraiaehe  Difibrantialgleielrang  be- 
friedigt Ferner  genfigt  die  dnrch  die  nnendliche  Beibe 

— «  +  ^  +  |r*H-|?H  

definierte  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  s  nnd  die  zu  jener 
Funktion  ^fs)  in  enger  Beziehuui?  steht,  wahrscheinlich  keiner  par- 
tieUen  algebraischen  Diüerentialgleichuug;  bei  der  Untersuchung  dieser 
i'rage  wird  man  die  Funktion&lgieichung  zu  benutzen  haben: 

Wenn  wir  andeieraeitB^  was  ans  arithmetiacben  und  gieometriacben 
Gründen  nabe  liegt^  die  Ebme  aller  derjenigen  Fonktionen  betracbien, 
iMMe  stetig  und  ufihegrmMt  diffemtHieHHtr  srnd,  so  würden  wir  bei 

daren  Untersuchung  auf  das  gefügig«'  Werkzeug  der  Potenzreihe  und 

auf  den  Umstand  verzichten  müssen,  dafs  die  Funktion  durch  die 
Wertezuordnimg  in  jedem  bebebig  khiinen  Gebiet  völlig  bestimmt  ist. 
Während  also  die  vorige  Abgrenzung  des  Fuuktionsgebietes  zu  eng 
war,  erscheint  uns  diese  als  zu  weit. 

Der  Begriff  der  analytischen  Funktion  dagegen  nimmt  in  aicb 
den  ganzen  Beiebtnm  der  für  die  Wissenschaft  wichtigsten  Funktionen 
aof,  mog^  sie  aus  der  Zahlentbeorie,  aus  der  Theorie  der  Differential- 
gleiehangen  oder  der  algebraischen  Funktionalgleichungen,  mög^n  sie 
ans  der  Geometrie  oder  der  mathematischen  Physik  stammen;  und  so 
filirt  mit  Re^t  die  analytische  Fonktion  im  Reiche  der  Funktionen 
die  unbedingte  HetiBchttft 


19.  Sind  diä  LöäungüE  regulärer  VariatioEäprobleüiö  äUtä  notwendig 

analytisch? 

iSne  der  begzifflicb  merkwürdigsten  Thatsachen  in  den  Elementen 
do*  Theorie  der  analytischen  Funktionen  erblicke  ich  darin,  dafs  es 
pvtieOe  Diffefentialgleicbtmgen  giebt,  deren  Integrale  sämtlich  not- 
wendig analytische  Funktionen  der  mubhängigen  Yariabeln  sind,  die 
alio,  kurz  gesagt^  nnr  analytischer  Lösungen  fähig  sind.  Die  be- 
kanntesten partiellen  Differentialgleichungen  dieser  Art  sind  die 
Fotentialgleichung 


1)  MethematisdM  Annalen  SS. 

16« 
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und  gewiss«^  von  Picard^)  untersuchte  lineare  Differentialgleichungeji, 
femer  die  Dilterentialgleichung 

die  partielle  DiÖerentialgleichung  der  MinimaLfläche  und  andere.  Die 
Mehrzahl  dieser  partiellen  Differentialgleichungen  haben  als  Merkmal 
mit  einander  gemein^  dais  sie  die  Lagrangeschen  Differential- 
gleichungen gßwiMer  VamÜonsprobleme  sind  und  zwar  solcher  Va- 
riationsprobleme: 

jfF{p,  g,     Xy  ff)  dxdtf  —  Mmimnm         [l»  — 1|»  F^]' 

bei  denen  für  aUe  in  Frage  kommenden  Argumente  die  Ungleichung 

dp*  dq*  v^pdql 

gilt,  während  F  selbst  eine  analytische  Funktion  ist.  Wir  wollen  ein 
solches  Variationsproblem  ein  reguläres  Variationsproblem  nennen. 
Die  regiilären  Variationsprobleme  sind  es  vornehmlich,  die  in  der  Geo- 
metrie,  Mechanik  und  mathematischen  Physik  eine  Rolle  spielen^  und 
es  Uegt  die  Frage  nahe,  ob  alle  Losüngen  regolaier  Vahationsprobleme 
stets  notwendig  analytische  Funktionen  sein  müssen,  d.  h.  ob  jede 
Lagrangesche  partieUe  Di/ferentialgleichung  eines  regulären  Variations- 
problems  die  JBtgenaekaß  hat,  dafs  sie  nur  analytische  Integrale  tuläfst 
—  selbst,  wenn  man,  wie  bei  dem  Dirichletschen  Potent ialprobleme, 
der  Funktion  irgend  welche  sfeetigs,  aber  nickt  analytische  Randwerte 
an&wingtk 

lek  bemerke  noch,  dals  es  beispielsweise  Fliehen  von  tugaäver 
konstanter  Ganfsscher  Erfimmnng  g^bt,  die  durch  stetige  ond  ibit- 
gesetst  diffiBrantüerbaie,  aber  nicht  snalytische  Funktionen  dargestellt 
werden,  iriUizend  wahiseheinlich  jede  Fläche  Ton  posiiker  konstanter 
Oanfsscher  KrOmmnng  stets  notwendig  eine  analyttscke  Fliehe  sein 
mnls.  Bekanntlich  stehen  ja  auch  die  Flidien  positiTsr  konstanter 
Exümmnng  in  engster  Verbindung  mit  dem  rogoliren  Yariationsprobkni, 
dnich  eine  geschlossene  Ranmkmrve  eine  Fliehe  kleinsten  Fliehen- 
Inhaltes  m  legen,  die  mit  einer  ftsten  Fliehe  durch  die  nnmlifliff 
BanmkiirTe  ein  gegebenes  Volumen  abschlielst 

20.  Allgemeinas  Eandwertprobiem. 

Ein  wichtiges  Pkoblem,  welches  mit  dem  eben  genannten  in  engem 
Znsammenhange  steht,-  ist  die  Frage  nach  der  Ezisteiis  Ton  Lösmigeii 

l)  Joomal  de  T^le  Poljtechniqae  1890. 
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vm  partieüen  DitiVr« utialu^leir^hmigen  mit  vorgeRohriebeiien  Randwerten. 
Die  scharfsinnigen  Methoden  von  H.  A.  Schwarz,  C.  Neumann  und 
Pomcare  haben  dieses  Problem  für  die  Differentialgleichung  des  Po« 
tentials  im  wesentlichen  gelöst;  doch  erscheinen  diese  Methoden  im 
iUglBineinen  nicht  unmittelbar  der  Ausdehnung  fähig  aaf  den  Falli  in 
dem  am  Rande  die  Diö'erentialquotientea  oder  Beziehungen  zwiiduiL 
diewn  und  den  Werten  der  Funktion  vorgeschrieben  nnd,  oder  wenn. 
«  flidi  niehi  vm  Potentialflachen  handelt,  eondem  etwa  nach  Fl&chen 
kkiosten  FLScheninhalts  oder  nach  Fladien  mit  konstanter  poeitiver 
Gaufsacher  Erfimmnng  gefragt  wird,  die  dnreh  eine  Torgeleg^te  Banm- 
knm  hindurch  knÜBn  oder  Aber  eine  gegebene  Ringflache  zu  spannen 
nmL  Ich  hin  Hherzeng^,  dab  es  mSglich  sein  wird,  diese  Eidstens- 
bfwoBe  durch  einen  allgemeinen  Ghmdgedanken  an  führen,  auf  den 
das  Diriehletsche  Frinaip  hinweist,  und  der  nns  dann  Tielleicht  in 
d^  Stand  setzen  wird,  der  Frage  naher  m  treten,  oh  nicht  jedes  reguläre 
Variationsprobletn  eine  Lösung  besitzt,  sobald  hinsichtlicJi  der  gegebenen 
Grenzhedingungcn  gewisse  AnnaJimen  —  etwa  die  Stetigkeit  und  stück- 
weise öftere  Differentiierbarkeit  der  für  die  Kaiidbedingungen  mafs- 
gebenden  Funktionen  —  erfitUt  sind  und  nöt^enfaüs  der  Begriff  der 
Lmng  eine  sinngemäfse  ErweUerung  &rfährt^) 

2L  fieweia  der  Existenz  linearer  Differentialglelchiuigeii  mit 
▼oigeeehrieheiier  Monedromiegrappe, 

Aas  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  einer 
QiBbhängigen  Yeiinderlichen  b  möchte  ich  anf  ein  wichtiges  Problem 

hinweisen;  welches  wohl  bereits  Riemann  im  Sinne  gehabt  hat,  und 
welches  darin  besteht,  zu  zeigen,  daJk  es  stets  eine  lineare  Diffcrcntial- 
gkirhung  der  Fuchsschen  Klasse  mit  gegebenen  singuläreti  Stellen  und 
einer  gegebenen  Monodromicgruppe  gnU.  Die  Aufgabe  verlangt  also  die 
Aoffindong  von  n  Funktionen  der  Variabein  z,  die  sich  überall  in  der 
komplexen  r- Ebene  regulär  verhalten,  aufser  etwa  in  den  geg>'li<'nen 
Siiigulären  Stellen:  in  diesen  dürfen  sie  nur  von  endlich  hoher  Ordnung 
unendlich  werden,  und  beim  Umlauf  der  V'ariabeln  z  um  dieselben  er- 
fahren sie  die  gegebenen  linearen  Substitutionen.  Die  Existenz  solcher 
Differentialgleichungen  ist  durch  Konstantenzählong  wahrscheinlich  ge- 
macht worden,  doch  gelang  der  strenge  Beweis  bisher  nur  in  dem 
besonderen  Falle,  wo  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichongen  der 
gigebeneD  Snbstitationen  sämtlich  vom  absolnten  Betrage  1  sind. 

1)  Vgl.  meinen  Vortrag  ü)'er  das  Diriehletsche  Priiudp.  Jahresbeiicht  der 
Dtutichen  Matheioatiker -Vereinigung  Vm  1900,  S.  184. 
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Dieien  Beweis  liat  L.  Selilefliiiger')  auf  Gnmd  der  Poincar^idieii 
Theorie  der  Fuelifleclieii  t-F^Dmkiionen  erbreehi  Es  wfiide  offenbar 
die  Theorie  der  linearen  DiffareniialgleLchiingen  ein  weeentlich  ab- 
geechlosseneree  Bild  zeigen,  wenn  die  allgemeine  Erledigung  des  he- 
zeiohneten  Ftoblems  gelänge. 

Sft.  ÜBifomislerimg  analTtischer  Beziehungen  mittelst  aatomorpker 

Funktionen. 

Wie  Poincar^  znent  bewiesen  hat,  gelingt  die  Unifbrmifiienmg 
einer  beliebigen  algebraischen  Beaiehnng  swisdien  zwei  Variabein 
stets  durch  aniomorphe  Funktionen  einer  Yariabehi,  d*  h.  wenn  eine 
beliebige  algebraische  Gleichung  swischen  zwei  Variabefai  Torgelegt  iat^ 
Bo  lassen  sieh  l&r  dieselben  stets  solche  eindeutigen  antomoiphen 
Funktionen  einer  Yariabeln  finden,  nach  deren  Einsetanng  die  alge- 
braische Gleichung  identisch  in  dieser  Yariabeln  erf&llt  ist   Die  Yer- 
aUgemeinerung  dieses  fundamentalen  Satzes  aof  nicht  algebraische^ 
sondern  beliebige  analytische  Beziebungen  zwischen  zwei  Yariabeln  hat 
Poincar^*)  ebenÜBlls  mit  Erfolg  in  Angriff  genommen  und  swar  aof 
einem  TQllig  anderen  Wege^  sls  derjenige  war,  der  ihn  bei  dem  an&ngs 
genannten  speziellen  Pjrobleme  zum  Ziele  ftthrte.    Aus  Poincar^s 
Beweis  Ahr  die  Möglichkeit  der  TJniformisienmg  einer  beliebigen  ana- 
lytischen Beziehung  zwischen  zwei  Yariabeln  geht  jedoch  noch  nicht 
hervor,  ob  es  möglich  ist,  die  eindeutigen  Funktionen  der  neuen  Va- 
riabelü  so   7ai   wählen,    dafs,    während   diese   Variable   das  reffuläre 
Gebiet  jener  Funktionen  durchläuft,  auch  wirklich  die  Gesamtheit  aller 
regulären  Stellen  des  vorgelegten  analytischen  Gebildes  zur  Darstellung 
gelangt.    Vielmehr  scheinen  in  Poincares  Untersuchungen,  abgesehen 
von  den  Verzweigimgspunkten ,  noch  gewisse  andere,  im  allgemeinen 
unendlifh  viele  diskrete  Stellen  des  vorgelegten  analy tischen  rrebildes 
ausgeuommen  /.u  sein,  zu  denen  raan  nur  gelangt,  indem  mau  tht-  neue 
Variable  gewi'^st  ii  (Tren/stt  llrn  der  l  iinktiouen  nähert.    Eine  Kläruw 
und    Lvsuwj    (inner    Si  jui  leriyki'it    scheint    mir    in    Anbetracht  de, 
fundamentaleti  Bedeutung  der  Foincar eschen  Fragestellung  imfsersk 
wünschenswert. 

Tm  Anschlufs  an  dieses  Problem  bietet  sich  das  Problem  der 
Uniformisierung  einer  algebraischen  oder  beliebigen  analytischen  Be- 
ziehung zwischen  drei  oder  mehr  komplexen  Veränderlichen  —  ein 

1)  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Bd.  8,  Teil  8, 

Nr.  See. 

9)  BnUetin  de  la  Socitft^  llathAnatique  de  Fnnee  XI,  189S. 
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FioUam,  das  bekaontlidi  in  saUmeben  besondoraii  FftUen  lösbar  ut| 
und  Ar  nelche«  die  neaaren  üntamicliimgeiii  Ton  Picard  Uber  alge- 
Imuefai)  Funktional  Ton  zwei  Variabeln  ak  willkommene  end  bedentr 
nme  yorarbeiien  in  Anepmoh  so  nebmen  eind. 

23.  Weiterf&krang  der  Metkoden  der  Variatioikareokniuig. 

BlAor  kabe  ick  im  allgemeinen  mÖgUchet  beitiinmtii  and  apcaieOe 
Phibleme  genannt,  In  der  Iki^gnng,  dab  ee  gerade  die  beetimmten 
and  spetiellen  Probleme  sind,  die  nns  am  meisten  anzieben  nnd  Yon 

denen  oft  der  nachhaltige  EinfloTs  auf  die  G^esamtwisaenschaft  aus- 
geht. Dennoch  möchte  ich  mit  einem  allgemeinen  Probleme  schlierigen, 
ua.iuiich  mit  dem  Hinweise  auf  eine  Disziplin,  die  bereits  mehrmäls 
m  meinem  Vortrage  Erwähnung  fand  - —  eine  i>iözipiui,  die  trotz  der 
erheblichen  Föriit-nmg,  die  sie  in  neuerer  Zeit  durch  Weierstrafs  er- 
fahren hat,  dennoch  nicht  die  allgemeine  Schätzung  gemelst ,  die  ihr 
meiner  jfVnsicht  nach  zukommt  —  ich  meine  die  Variatiojisredmtofij^) 
Die  wringe  Verbreitung  dieser  Disziplin  ist  rielleicht  zum  Teil  durch 
den  bisherigen  Mangel  an  neueren  zuverlässigen  Lehrbüchern  ver- 
sdinldet.  Um  so  TerdienstvoUer  ist  es  daher,  dais  A.  Kneser*)  in 
«nem  jüngst  erschienenen  Werke  die  Variationsrecbniing  nach  den 
neueren  G^icbtspunkten  und  mit  Berüeksicktigmig  der  modernen 
Forderungen  der  Strenge  bearbeitet  hat 

Die  VariationsTBcbniuig  im  weitesten  Sinne  ist  die  Lehre  vom 
Viiiiezen  der  Funktionen  nnd  erscbeint  ans  als  solcbe  wie  eine  denk- 
Dotwcndige  Fortseteung  der  Differential-  nnd  Integrabecbnnng.  So 
an^efiAt,  bilden  beispielsweise  die  Poincar decken  ünteisadiungen 
flb€T  das  Dreikdiperproblem  ein  B^piiel  der  Yariationsrecbnnng,  insofern 
ditin  Poincar^  ans  bekannten  Babnkmrren  von  gewisser  Besdiafibnkeit 
dmdi  das  Brinaip  des  Variierens  nene  Baknknrren  yon.  ftbnlicber  Be- 
idudfeDkeit  ableitet 


1)  LeluMdier  sind  Hoigao-LindelOf:  J^i^ooM  du  oaleol  des  variatioiui", 
Pttktesi  und  A.Kneier:  »Jiehrbiieh  derVariationireoliiiimg*',  Bnmiaehweiff  IMO. 
3)  Bramncbweig  1900.    Zur  Chaxaktwisierong  dei  küialtes  dietea  Werkes 

»ei  bemerkt,  dafs  A.  Kneser  bei  den  einfachBten  Problemen  auch  fOr  den  Fall, 
d»fi  eine  IntegrationBprenzp  veränderlich  i«^t,  hinreichende  Bedingungen  d(»<^  Ex- 
tremoms  ableitet  und  die  Enveloppe  eii  *  r  bar  von  Karren,  die  den  Ditferential- 
gleichnngen  des  Problems  genügen,  benutzt,  um  die  Notwendigkeit  der  Jacobi- 
lehea  Bedingungen  des  Extremums  nachzaweisen.  Ferner  sei  hwrorgehoben,  dals 
A.  Kneter  in  seinem  Lehrbeche  die  Weiert  träfe  sehe  ^eorie  auch  auf  die 
Alge  nach  dem  Extremnm  solcher  OrOfsen  anwendet,  die  durch  Differential- 
^Udiungen  defiaiert  nnd. 
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Den  am  Anfange  meines  Vortrags  gemarkten  aiigemciueu  Be- 
merkuBgeu  über  Vahatiousrechuimg  füge  ich  hier  eine  kurze  Begründung 
hinzu. 

Das  einfachste  Problem  der  eigentlichen  Variationsrechnung  besteht 
bekanntlich  darin,  eine  Funktion  y  der  Veränderlichen  x  derart  za 
finden,  daCs  das  bestimmte  Integral 

einen  Minimalwett  erhUt  im  Vergleich  m  denjenigen  Werten,  di«  dw 
Integral  annimmt,  wenn  wir  statt  tf  andere  Fonktionen  von  x  mit 
den  nämlichen  gegebenen  An&ngs-  nnd  Endwerten  m  das  hestmimte 

Integral  einsetzen.  Das  Verschwinden  der  ersten  Variation  im  fiblidun 
Sinne 

dJ^O 

liefert  für  die  gesuchte  Funktion  y  die  hekannte  Differentialgleichiuig 
zweiter  Ordnung 

(1)  ^-F,-0         [F^-g,  F,-i^. 

Um  nnn  des  Naheren  die  notwendigen  und  hmrsichenden  &iterien  ftr 
das  Eintreten  des  Tsrlangten  Müiimnms  zn  imtersachen,  betrachten  wir 
das  hdegrüH 

und  frcujm,  wie  darin  p  als  Funktion  von  x,  y,  zu  nehmen  ist,  damit 
der  Wert  dieses  IntexjraU  J*  von  dem  Integrationstvege ,  d.  h.  von  der 
Wahl  der  FunkUon  y  der  VarüMn  x  maibkätiffig  wmL  Das  Integral  J* 
hat  die  Form 

a 

WO  A  vmA  B  nicht  enthalten,  und  das  Verschwinden  der  ersten 
Variation 

in  dem  Sinne,  den  die  nene  Ersgestellong  erfordert,  lieüart  die 
Qleidmng 

dA   1    cB  Ä 

^7 


Digitized  by  Google 


Mathematische  Probleme.  233 

d.  1l  wir  flarhaltai  fOr  die  FmdEtioiL  p  der  beiden  YeiSiiderlicheii  x,  y 
die  pirtieUe  DiffnentialgleiQliiiiig  enter  Ordnimg 

Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1)  und  die 
eben  gefundene  partielle  Differentialgieichiing  (1*)  stehen  zu  einander 
in  ei^rster  Beziehung.  Diese  Bemehnng  wild  ans  nnmittelber  deutlich 
durch  die  folgende  einfitushe  Umformnng: 

dj*  -/  [F,dy  -f-  F,dp  -I-  (ßtfs  -  dp)    H-    -  p)  dF,  1  dx 

-flF.dy  -f  dy.F,  +  (y^  -  p)  dF,]  dx 

m 

Wir  entnehmeu  iiiiinlich  hieraus  folgende  Thatsachen:  wenn  wir 
uns  iigend  eine  cinfcuhe  Schar  von  Integralkurven  der  gewöhnlichen 
DifiTerentialgleichune  zweiter  Ordnung  (1)  verschaffen  und  dann  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  erster  Ordnung 

MIden,  die  diese  LitegrsUninren  ebenfUls  als  LSsnngen  loBUbt,  so  ist 
fisti  die  Funktion  p{Xy  y)  ein  Integral  der  partiellen  Differential» 
gleichung  erster  Ordnung  (1*);  und  umgekehrt,  wenn  p{Xj  y)  irgend 
eine  L<>8ung  der  partiellen  Dijfferentialgleichung  erster  Ordnung  (1*) 
bedeutet,  so  sind  die  sämtluheu  nicht  siujrul;ireu  Integrale  der  ge- 
wöhnlichen DifferentwilLrltiickung  erster  Ordnung  (2  )  zugleich  Integrale 
der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1);  oder  kurz  ausgedrückt: 
wenn  =  P  y)  eine  Integralgleichung  erster  Ordnung  der  Differential- 
gleichung zweiter  Hrdnung  (1)  ist,  so  stellt  p  Cr,  ?/)  ein  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  fl*)  dar  und  umgekehrt;  die  Integral- 
kurren  ^wt  gewöhnlichen  DiÖereiitiaigleichung  zweiter  Ordnung  (1)  sind 
also  zTi gleich  die  Charakteristiken  der  partiellen  DiÜerentialgleichung 
erster  Ordnung  ('1*1 

In  dem  vorliegenden  Falle  finden  wir  das  nämliche  Resultat  auch 
mittelst  einer  einfachen  Rechnung;  diese  liefert  uns  nämlich  die  in 
Bede  stehenden  Differentialgleichungen  (1),  bez.  (l*^)  in  der  Gestalt 

(1)  tt»^F,,u  +  y-^f*r  +       -     -  0, 

(^•)  (l>*  +  Pl^y)  fpp  +  pF,,  +  F,,  -     -  0, 
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WO  die  untaran  Indicet  in  leiehtrentindlich«  SokreibweiM  die  paiv 
tiellflii  Ableiinngen  nach  x,  p,  bedentaiL  ffinw  leoelitel  die 
Biehtigkeit  der  behaupteten  Beziehung  ein. 

Die  Torhin  an^estellie  und  soeben  bewieaene  enge  DeriA—g 
aswimhen  der  gewöhnlichen  Differentialj^eidrang  sweiter  Ordnung  (1) 
nnd  dar  partiellen  Differantialgleiehung  «rater  Ordnang  (1*)  ist,  wie 
mir  aeheinty  fdr  die  Yariationsrechnang  ron  grundlegender  Bedeutung. 
Denn  wegen  der  ünabhingigkeit  des  Integrales  «T*  vom  Integrationa- 
wege  folgt  nmimeihr 

0»)  f{F(p)  +  (^-p)F,(p)]ds-fF^fy, 

a  a 

wenn  wir  das  Integral  linker  Hand  anf  irgend  einem  Wege  y  und  das 

Integral  rechter  Hand  anf  einer  Int^^raUcurre  y  der  Differential- 
gleichnng  _  ^ 

jfen omnKii  denken.  Mit  Hil£e  der  Gleichimg  (3)  gelangen  wir  zu  der 
WeierBtraisBchen  Formel 

(4)  }l  (y.)  dx  -}f(^.)  dx  =}e  (y.,  p)  dx, 

a  »  a 

WO  E  den  Ton  den  4  Aigomenten  yl,  p,y,  x  abhängigen  Weieratrafs- 
sehen  Anadrack 

^ (.i/^.  p)  =  ^(3/.)  -  F(p)  -  (y.  - p)  K ip) 

bezeichnet.    Da  es  hiemach  lediglich  darauf  ankommt,  die  in  Bede 

stehende  Integralkurre  y  in  der  «y-£bene  auf  eindeutige  und  stetige 
Weise  mit  Werten  einer  entspreehenden  Integralfonktion  p  y)  an 
nmgebeiOy  so  führen  die  eben  angedeuteten  Entwickelnngen  unmittelbar 
—  ohne  HeiMiziehung  der  zweiten  Yamtion,  sondern  allein  durch  An- 
wtodung  dea  PolarenproMases  anf  die  Differentialgleichung  (1)  —  sur 
Aufttellung  der  Jacob ischen  Bedingung  und  sur  Beantwortung  der 
BVage,  inwiefern  diese  Jaeo bische  Bedingung  im  Yeiein  mit  der 
Weiers  träfe  sehen  Bedingung  ^>0  fOr  daa  Eintreten  eines  Minimums 
notwendig  und  hinreichend  ist 

Die  angedeuteten  Entwickelnngen  lassen  sich,  ohne  dab  eine 
weitere  Bechnung  nötig  wäre,  auf  den  Fall'  zweier  oder  mehr  geauchter 
Funktionen,  sowie  auf  den  F^  einea  Doppel-  oder  mebifitchen  Integrala 
Ubertragen.  So  liefert  beispiebweise  im  Fall  des  fiber  ein  gegebenes 
Gebiet  a  zu  erstreckenden  Doppelint^grals 

J^fF(äs,Mf,Mix,y)äio         [«'-Ii»  ''"l^] 
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dai  im  üblichen  Sinne  zu  yerstehende  Verschwinden  der  ersten  Ya- 

natioa 

fOr  die  gesuchte  Funktion  z  Ton  y  die  bekannte  Difierentialgleichung 
zweiter  Ordnung  ^ 

AndeieiseitB  betrachten  wir  (ia$  /n^^ol 

iimf  frageHy  wie  ian»  p  tmd  q  als  Fitnkiiünen  wm  x,  y,  m  m  tuMnm 
smdt  damit  der  Wert  dieses  Integrals  wm  der  WaM  der  dmk  die  ge- 
yebme  ffesddossene  Sammkurve  gelegten  Flädie,  d,  h.  wm  der  WM  der 
fMMofi  §  der  Variabdn  x,  f  unMäuffig  wird*  Das  Integral  J*  bat 
^  Form 

J»  ^f{ÄM,  +  Be^  —  C]  dm, 

and  das  Verschwinden  der  ersten  Variation 

in  dem  Sinne,  den  die  neue  Fragestellung  erfordert»  liefert  die  Gleichung 

dx  "T"  ay  "'"df 

d.  b.  wir  erhalten  fQr  die  Funktionen  p  und  q  der  drei  VeriAbeln 
jf^  I  die  Diffeirentialgleichimg  erster  Ordnimg 

'W^'dy^  ai 

FOgen  wir  sn  dieoer  Differentialgleiehimg  noch  die  ane  den  Oleichnngen 

resultierende  partielle  Uiüerentiaigleichung 
(1*)  Py  +  <1P»  =•  5«  +  P?. 

hinKQ,  so  stehen  die  partielle  Diffsrentialgleichang  siretter  Ordnung  (I) 
für  die  Funktion  $  der  zwn  Vennderlichen  y  und  das  siimdtBiie 
System  der  zwei  partieUen  Difierentialgleiehiingen  enter  Ordnung  (I*)r 
ftr  die  swei  Funktionen  p  und  g  der  drei  Verittderlichen  «  zn 
einander  genau  in  der  analogen  Beziehung,  wie  Torhin  im  Falle  eines 
eio&chen  Integrals  die  Differential|^ichungen  (1)  und  ^*). 

Wegen  der  ünabhSngigkeit  des  Integrals  J*  Ton  der  Wahl  der 
Integntionsflaehe  s  folgt: 

/        2)  +  (^*  — />)  F,{pi  3)  +  (^y  -ff)         3)1  dio^SF{z,,J,)da), 
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D.  HlLBKKT ; 


wenn  wir  das  Integral  recliter  Hand  auf  «nar  Intognlfliehe  s  der 

partiellen  Dififerentialgleichungen 

genommen  deiÜEexii  und  mit  Hilib  dieser  Formel  gelangen  wir  dann 
sofbrt  za  der  Formel 

(IV)         fF{0x,  Zy)dio  —fF{Zr,  Zy)dQ3  =fE(z^,  0,,  p,  q)d(o, 

die  für  die  Variation  der  Doppelintegrale  die  nimliche  Rolle  spielt, 
wie  die  Toxliin  angegebene  Fonnel  (4)  für  die  ein&chen  Integraler  nnd 
mit  deren  Hüfe  wir  wiederam  die  Frage  beantworten  können,  inwiefern 

die  Jacobische  Bedingung  im  Verein  mit  der  Weieratralsachen  Be- 
dingung £  >  0  für  das  Eintreten  eines  Minimums  notwendig  und  hin- 
reichend ist. 

Mit  dieser  EuUvn  kplung  verwandt  ist  die  Modifikation,  La  welcher, 
von  anderen  Gesichts]) unkten  ausgehend,  A.  Kneser*)  die  Weier- 
straisßche  Theorie  dargestellt  hat.  Während  nämlich  Weierstrafs 
zur  AMeitung  hinreichender  Bedin^ngen  des  Extremums  die  durch 
einen  testen  Punkt  gehenden  Intpgrfllkurven  der  Gleichung  (1)  benutzt, 
macht  A.  Kneser  von  einer  beliebigen  emfachen  Schar  solcher  Kiirveu 
Gfbrmich  und  konstruiert  711  jpder  solchen  Schar  emt'  ffir  sie  charak- 
teristische Lofiiiing  derjenigen  partiellen  Differentialgleichung,  weiche 
alt  Veialigemeiiierung  der  Jacobi-Hamiltonschen  anzusehen  ist 


Die  genannten  PkDbleme  sind  nnr  Pkoben  von  Problemen;  sie  ge- 
nfigen jedoeh,  nm  nns  Tor  Augen  za  fthren,  wie  Teich,  wie  mannig&ch 
nnd  wie  ansgedelmt  die  mathematische  Wiraenschaft  schon  hente  ist, 
nnd  es  drängt  sich  nns  die  Frage  auf,  oh  der  Mathematik  einst  bevor- 
steht, was  anderen  Wissenschaften  längst  widerfahren  ist,  nämlich  dafs 
sie  in  einzelne  Teil  Wissenschaften  zerfällt,  deren  Vertreter  kaum  noch 
einander  verstehen  und  deren  Zusammenhang  daher  immer  loser  wird. 
Ich  glaube  und  wünsche  dies  nicht;  die  mathematische  Wissenschaft 
ist  meiner  Ansicht  nach  ein  unteilbares  Ganze,  ein  Organismus,  dessen 
Lebensfähigkeit  durch  den  Zusammenhang  ppiner  Teile  bedingt  wird. 
Denn  hei  aller  Verschiedenheit  des  mathematischen  Wissensstoffes  im 
einzelnen,  gewahren  wir  doch  sehr  deutlich  die  Gleichheit  der  logischen 
Hilfsmittel,  die  Verwandtschaft  der  Ideenbiidungen  in  der  ganzen 

1)  VgU  »ein  vorhin  genanntes  Lehrbuch  der  Vahationiirechnang  §  14,  §  15 
§  ly,  §  20. 


Digltized  by  Google 


Ibithematische  Ftobleme. 


237 


Hadieiiuitik  imd  die  nhlreiehen  Analogien  in  iluren  Terachiedenen 
Winoiigebieten.  Aach  bemerken  wir:  je  weiter  eine  mathematiadie 
Tkeorie  etugebildet  wird,  deeto  hannoniflcher  nnd  einheitUclier  geeteltet 
Buk  ihr  AnfbeOy  nnd  nngeahnte  Besiehnngen  Ewieehen  biiber  getrennten 
Winennweigea  werden  entdeckt.  So  kommt  es,  dafs  mit  der  Ane- 
dekmuig  der  Mathematik  ihr  einheitlicher  Charakter  nicht  Terloren  geht, 
•ondern  desto  deutlicher  offenbar  wird. 

Aber  —  so  fragen  wir  —  wird  es  bei  der  Ausdehnung  des  mathe- 
matischen Wissens  für  den  einzehien  Forscher  nicht  schliefslich  un- 
mögUch,  alle  Teile  dieses  Wissens  zu  umfassen?  Ich  möchte  als  Ant- 
wort darauf  hinweisen,  wie  sehr  es  im  Wesen  der  mathematischen 
Wissenschaft  liegt,  dais  jeder  wirkh'che  Fortschritt  8t*ns  Hand  in  Hand 
geht  mit  der  Auffindung  schärferer  Hilfsmittel  und  einfacherer  Methoden, 
die  zugleich  das  Verständnis  früherer  Theorien  erleichtem  und  um- 
ständhche  ältere  Entwickelungen  beseitigen,  und  dafs  es  daher  denoi 
einzeben  Forscher,  indem  er  sich  diese  schärferen  Hilfsmittel  und  ein* 
fächeren  Methoden  zu  eigen  macht,  leichter  gelingt,  sich  in  den  TeF> 
lebiedenen  Wissenszweigen  der  Mathematik  zu  orientieren,  ala  diea  f8r 
iigend  eine  andere  WiBsenschaft  der  Fall  iat 

Der  einheitlicbe  Charakter  der  Mathematik  liegt  im  inneren  Weaen 
diflMT  Wiasenachaft  hegrOndet;  denn  die  Mathematik  ist  die  Ghimdlage 
aU»  eiaktan  nntaurwiaaenachaftliehen  Erkennena.  Damit  aie  dieee  hohe 
BMÜronrnng  Tol]konunen  erHÜle,  mOgen  ihr  im  neuen  Jahrhundert 
gaoiale  Heiater  enrtehen  nnd  zahbeiche  in  edlem  Eifer  erglQhende 
JUngerl 
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über  die  Helligkeit  der  Sehorgane  bei  Menschen  und  Tieren, 
insbesondere  bei  den  Enoclienfisclien. 

Von  Alexander  Gleichen  in  Berlin. 

I.  Allgemeiner  Amdruek  für  die  HtUigkeit,  mit  der  ein  Auge  siM. 

In  der  lig.  1  sei  PAA'  1^'  die  optische  Achse  eines  menschhehen 
Auges.  In  A  und  A'  befinden  sich  die  sogenannten  Eintritts-  und 
Austrittspupillen  (die  {EP)  und  die  {AP)).  Beide  sind  Bilder  der  Iris, 
die  sich  innerhalb  des  optischen  Systems  des  Auges  bei  K  befindet  uiMi 


Fig.  1. 


dieses  System  gewissermaben  in  swei  Teile  Jf  und  teilt  Der 
Teil  M  wird  durch  die  Hornhaut  und  das  Eammerwasser,  der  Teil  Jf 
durch  die  Linse  gebildet^  die  jedoch  (in  Richtung  zur  Ketchant)  nicht  as 

Luft  grenzt,  sondern  an  das  Medium  des  Glaskörpers,  dessen  Brechnng*- 

expouenten  wir  mit  «'  bezeichnen  wollen.  Das  Bild  der  Iris,  in  Luft 
durch  das  System  M  erzeugt,  ist  die  (EP)  mit  dem  Radius  p.  Das 
Bild  der  Iris,  im  Medium  des  Glaskörpers  durch  das  System  M'  er- 
zeugt, ist  die  {A  P)  mit  dem  Radius 

Auf  der  optischen  Achse  des  Auges  Ijeiinde  sich  em  Fläelienelement 
PQ  ^  dq.  Wir  denken  uns  durch  die  optische  Achse  und  durch  die 
Normale  PN  des  Elementes  eine  Ebene  gelegt^  weiche  mit  der  Papie^ 
ebene  in  Fig.  1  zusammenfaUe. 
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Wir  wolkn  die  Helligkeit  beroclmeni  mit  der  dea  Auge  däe  Ele- 
mcai  dq  eieh^  and  xw«r  unter  YominetEimg  eineii  beUebigen  Emana- 
tioMgeoctioe.  Wenn  ein  Auge  ein  kleines  Flaehenrtttek  fixiert^  eo  mule 
dieM  Fticlienetüek  in  der  Nihe  der  optiaehen  Aohee  liegen^  und  wir 
kSninn  eine  Abbildung  mittele  ^aiaoialstnblen''  als  Torbanden  be- 
tnditBD.  Unter  ^^anmalatraMen*'  Teratehen  wir  herkflmmlicber.  Weiae 
folclie  Sbahlen,  die  aieh  in  unmittdbairer  Nibe  der  Achae  beißndei^  so 
Ms  man  nach  Belieben  die  Sinus  und  Tangenten  ihrer  AchBenneiguugen 
mit  diesen  Winkeln  selbst  vertauschen  kann.  Da  das  Mensf'henauge 
and  auch  die  Augen  der  meisten  Wirbeltiere  uauh  dem  i  vpu.s  eines 
Systems  /eritnt  rter  Kugelflächen  konstruiert  sind,  so  sind  wir  in  der 
Lage,  die  bekannten,  für  ein  solches  System  gültigen  Abbüdungsgeaetze 
bei  dem  vorliegenden  Problem  anzuwenden. 

Man  nahm  hänfif?  an,  dafs  die  von  r/7  ausgehende  Stralüung  ihrer 
spezifischen  Intensität  nach  proportional  dem  Kosinus  des  Emanations- 
winkeis  £  (Winkel  zwischen  Normale  PA'  und  Strahlungsrichtung  JPA) 
sei.  eine  von  Lambert  zuerst  aa%estellte  Hypothese,  und  kam  dann  zu 
dem  Besultaty  dafs  das  Auge  ein  leuchtendes  Flächenelement  in  jeder 
Entfernung  und  jeder  Lage  gleich  heil  sehe.  Die  Bewmafiüirung  hierfür 
berobt  darauf,  dafs  die  Gröfse  des  Netzhautbildes  von  dq  proportional 
ganirt  wird  dem  riiumlicben  Sebwinkel,  unter  dem  dieaea  Bild  Tom 
sveitflii  (biidaeitigen)  Knotenpunkt  dea  Augea  aaa  enobeint.  Dieae 
AnBibme  iat  nicht  atrang  notwendig^  und  wir  werden  weiter  unten  den 
aOgemonatem  Auadmek  für  die  Hellig^it  genauer  kennen  lernen,  der 
fSi  die  Pbotometrie  nicht  ganz  ohne  Intereaae  sein  dürfte.  AuiaeKdem 
ist  an  der  Gültigkeit  des  Lambertseben  Qesetaes  in  neuerer  Zeit  ver- 
idiiedenilich  Zweifel  erhoben,  namentlich  «ucb,  weil  ea  sich  für  die 
Bdenebtong  der  Planeten  durch  die  Sonne  ala  unzntzefiend  erwiesen  hai 
Die  neueren,  von  Lommel  und  Seeliger  aufgestellten  Formeln  haben 
allerdings  auch  nicht  zu  widerspruchsfreien  Ergebnissen  gt^tülirt. 

Wir  nehmen  infolge  dessen  zunächst  ein  beliebiges  Emanations- 
gesetz fu)  an.  Dann  ist  die  von  dem  Fiächenelement  dq  ausgehende 
Uchtenergie 

rf£  ==  kf\t)dq(ho, 

wo  da  das  kleine  flachenstück  ist,  das  der  von  P  ausgehende  Strahlen- 
kflgel  ans  einer  um  P  mit  dem  Radius  Eins  geschlagenen  Kugel  heraus^ 
schneidet  und  k  eine  Konstante  bedeutet  Nun  folgt  nach  einer  ein- 
fteiiea  Proportion  ans  der  Figur 

<f  o  -    .  , 

wo  I  die  £nt£emnng  des  Elementes  dq  Ton  Ä  und  x  die  Ludolpbine 
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ist   Femer  können  wir  den  Flächeninlialt  von  dq  gleich  dem  Produkt 
ans  der  Strecke  PQ  ^  ds^  und  einem  zn  PQ  senkrechtan  Durciuuesaer  i» 
dieses  Flächenstückes  setzen,  welcher  letztere  anf  der  Papierebene  und 
also  anch  auf  der  optischen  Achse  senkrecht  steht 
Dann  ist 

dq  dsdg 

und  also: 

dE-^kmds^^' 

Die  Grölse  des  Bildes  von  dq  auf  der  Netzhaut  können  wir  durch 
ds' dz*  ausdrückeu,  wenn  dn'  und  dz'  die  Bilder  auf  der  Netzhaut  von 
ds  und  dz  find,  dip  auch  nach  der  Brechung  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Als  Heiiigken  detiuieren  wir  nun,  wie  üblicli,  das  Quantum 
Lichtenergie,  das  auf  die  Flächeneinheit  des  Netzhautbiides  gelangt,  und 
erhalten: 

Nach  den  Prinzipien  der  AbDÜdungslehre  bei  zentrierten  Systemen  ist 
nun  das  Verhältnis  ^  zweier  achsenseukrechten  Linienelemente  an  den 

dz 

konjugierten  Stellen  P  and  P'  gleich  der  LateralTergröfserung  Bilden 
femer  die  Elemente  ds  nnd  d8\  yon  denen  das  erste  dem  Bildisimi,  das 
andctre  dem  Objektranm  angehört ,  mit  der  Aze  die  Winkel  9  nnd  ^\ 
so  ist 

ds'  _  ^  nn  (f 
(fs       ^  sin  (f ' 

Bezeichnet  ferner  |'  die  Entfernung  der  Anstrittspupille  vom  Punkte  F' 
und  sind  n  nnd  n'  die  Breohnngsezponenten  im  Objektranm  nnd 
Bildranm,  so  ist  ÜBfmer^) 

WO  B  die  Lateral vergröfserung  in  den  Pupillen,  d.  h.  in  den  Punkten 
A  and  Ä'  bedeutet.  Unter  Berücksichtigung  dieser  Beziehungen  wird 
der  Ausdruck  fOr  die  Helligkeit,  mit  der  das  Auge  sieht: 

Da  p  und  p'  die  Bedien  der  Ein*  und  Austrittspupille  sind,  so  ist  auek 
5-^.   Ist  ferner  A  der  Raumwinkel,  unter  dem  die  AustrittspupiUe 

vom  Punkte  P'  aus  erscheint,  so  hat  man  aus  der  Figur: 
  xp^  =  Ä|» 

i)  Sieiie  1.  B.  Csaptki:  Theocie  der  optischen  lastnuaeate  nadi  Abbe, 
Bfsdan  189«.  8.  m. 


Digltized  by  Google 


über  die  Helligkeit  der  Sehorgane  bei  Menschen  und  Tieren  etc.  241 

Unter  BerQckaichtigung  dieser  RektioneiL  kann  man  den  AuBdrack  für 
h  mßk  in  der  einlaehen  Form  schreiben: 


(2) 


Sin  tp 


Das  Bild  fiq'  von  dq  ist  unter  dem  Winkel  tp'  zur  Ackiie  geneigt,  könnte 
also  von  einer  als  Fläche  gedachten  Netzhaut  gar  nicht  perzipiert  werden. 
Dieae  Perzeption  könnte  nur  dann  vorhanden  sein,  wenn  die  licht- 
empfindliche Schicht  ejii>'  gewistse  Dicke  hätte  und  eine  Struktur,  die 
das  wirkliche  Zustand*^ k  iumen  eines  dioptrischen  Bildes  erlaubte.  Im 
andern  Falle  würde  gar  nicht  die  ürölse  von  dq  in  Frage  kummeu, 
sondern  nnr  die  Projektion  von  dq'  auf  die  als  achsensenkrecht  ge- 
dachte Netzhaut,  mit  anderen  Worten:  Wir  hätten,  um  die  Helligkeit  h 
zu  erhalten,  die  Energie  di  nicht  durch  dq  d/dz\  aondem  durch 
ds'dz'aing}'  dividieren  müssen,  wodurch  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 
der  Faktor  sin  9'  yenchwinden  würde.  Welche  der  beiden  Annahmen 
wir  in  der  Natur  aach  ab  gütig  aatehen,  es  Ififrt  sieh  immer  seigen^ 
da&  fOx  einigennalseii  entfernte  Objekte  beide  F&Ue  sa  demselben 
mathematiflchen  Aasdmck  fBr  die  Helligkeit  ftthren. 

Naeh  den  allgemeinen  Prinzipien  der  dioptrischen  Abbildung  durch 
ein  sentriertes  System  besteht  nämlich  zwischen  den  Winkeln  9  nnd  9 
dis  Becidrang 

^    H  l  1^ 

Mittels  dieser  letateren  Beziehung  erhalt  man: 

mnip*  ^  1  _   

Die  Gröi'se  \£ßj  nicht  zu  kleine  Gröfsen  |  immer  seihst  sehr 

klein,  schon  für  die  deutliche  Sehweite  des  normalen  Menschenauges 
«rhält  man  sie  zu  0,007.  Für  einigermalsen  beträchtliche  Werte  von 
i  wird  man  sie  also  ▼emachlassigen  können,  und  GL  (2)  ergiebt  dann 
QitMs  Gl.  (3) 

(4)  Ä-Ä-/Yfjii("Y 

einen  Wert,  den  wir  nach  obigem  auch  erhalten  hätten,  wenn  wir  die 
Netzhaut  nur  als  eine  lichtempfindliche  mathematische  „Fläche^  ohne 
jede  Tiefenausdehnung  angenommen  hatten.  Unter  den  gemachten  Vor- 
Nisetnmgen  betrachtlieher  Werte  Ton  {  kann  also  Gl.  (4)  unter  allen 
UautSuden  als  allgemeingiltig  angenommen  werden.  Über  die  Gröfse  f{s)f 
d.  k  Aber  das  herrschende  Emanationageeetz,  haben  wir  bis  jetzt  keine 
beioiidere  Annahme  gemacht    Wie  aber  schon  erwähnt,  scheint  ein 


«  ■ 
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derartigiei  aUgemames,  fttr  alle  Kdiper  gdtendes  Gesete  nicht  m 
eziatierea;  denn  yersdiiedene  Autoren  haben  aneh  Tezechiedene  Formen 
desoelben  anfgeetellt.  Von  den  Tier  in  der  Littentnr  bekannten  Fonnen 
Ton  Lamberti  Enler,  Lommel,  Seeliger  wollen  wir  hier  nur  d» 
evstere  naher  betaraohten,  wdl  ee  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  itagt 
Kaeh  Lambert  ist 

f{s)  =  OOS«. 

Da  non  ans  unserer  Figur 
folgt,  80  wird 

sing», 

und  (4)  giebt 

(5)  »-*(^T«- 

Die  Helligkeit  ergiebt  sich  also  in  diesem  Falle  als  unabhängig  m 
der  Achsenneigong  des  strahlenden  Fläclienelementes. 

Da  das  EmanationegesetB  anf  einen  Vorgang  anfaerhalb  des  Aug« 
sich  bezieht^  so  ist  es  gleichgütig,  sobald  wir  die  Helligkeit  Tenchieden 
konstmierter  Angen,  wie  Menschen-  und  Tierangan  mit  einander  Te^ 
gleichen  wollen.  Wir  branchen  in  diesem  Falle  nns  das  strahlsnde 
Element  nnr  anter  demselben  Winkel  zur  Achse  yorzustellen  und  können 

umi  dann  die  üröise  X^-  mit  der  Konstante  k  veremifirt  denken. 

sin  qp  * 

Noch  bequemer  ist  es,  das  Element  dq  als  aehsensenkrecht  ausunefamen; 
dann  werden  wir  f(ti)  «  1  und  sin^  »  1  setzen  dflrfen  und  eihsltai 

(6) 

einen  Ausdruck,  den  wir  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  legea 
wollen. 

IL  Doji  Menschetmuge  und  das  Fischauge. 

Für  das  Menschenauge  ist  ii,  der  Brechungsindex  der  Luft,  gleich 
der  Einheit  zu  setzen^  während  n',  der  Brechungsindez  des  BiU> 
rsmnes,  d.  h.  der  wässerigen  Flüssigkeit, 

n'  -  1,3365 

zu  setzen  ist 

Die  Grdise  d.  h.  das  YergrörserungsTorhiltnis  der  Ein-  und 
Austrittspupille,  hat  nach  Helmholtz  den  Wert 

B  «  0,923. 

Da  nach  den  Untersuchungen  desselben  Forschers  die  Anstiittspnpille 
nur  um  0,1  mm  Ton  der  Ins  entfernt  liegt,  so  können  wir  im  Mittal 
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för  ;  d.  h.  ftr  die  Entfomung  der  AuetrittspupUle  Ton  der  Netzhaut^ 
diu  Wert  I'  «  20  mm  annehmen  und  erhalten 

h  =  kp*n  .  0,003801. 

Hierbei  ist  p  der  Radius  der  Austrittspupilie;  dieser  ist  nach  Helmholtz 
um  ein  Siebentel  gröfser  als  der  Badioa  der  Iris.  Kennt  man  den 
hiiterai  gleich     so  ist  also  p  **  fr,  und  es  wird 

(6a)  h  -  kf*» '  0,00496. 

Wir  woUen  jetet  noch  das  Avge  eines  anderen  Oeschöpfee  als  des 

Menschen  in  unsere  Betrachtung  ziehen.  Während  die  Augen  der  höheren 
Wirbekiere  iiisbesondere  der  Säugetiere  und  Vögel  im  allgemeinen  dem 
Menscbenauge  analog  gebildet  sind,  zeigen  die  Sehorgane  «1er  Knochen- 
fiache  einen  abweichenden,  einfachen  und  doch  sehr  rharaktoristischen 
Bau.*)  Die  Linse  hat  beinahe  strenge  Kugeli'onn  und  einen  hohen 
Ilrei  hungsexponenten,  sip  li«\L,'t  unmittelbar  der  vorderen  Augenwand 
an,  eine  vordere  Augeniiammer  ist  nicht  vorhanden,  die  Hornhaut  bildet 
?or  der  Iris  eine  ebene  Platte*)  otme  jede  dioptrische  Wirkung.  Die 
Iiis  scheint  die  Fähigkeit  sich  auszudehnen  nnd  zusammenzuziehen  Ter- 
laran  zu  haben;  vrenigstens  sind  deutliche  Irisbcwegungen  nur  ganz 
ansDahmsweise  (heim  Aal  und  Hundshai)  konstatiert. 

In  Figur  2  sei  ein  solches  Auge  dargestellt.  Ä'AM  ist  die  optische 
Achse,  dar  Kreis  nm  M  mit  dem  Badins  MÄ  sei  die  KngeUinse  im 
Darchsehnitt  Disie  wird  zwar. 


nslog  wie   die  Linse  des 


Jt 

A' 

A 

c 

Ma  Ban  «nfweisan.  Für  eine 
«rte  Annäherung  aber  wird  es 
genügen,  wenn  wir  sie  als 

homogen  mid  tos  konstantem  ^    v  y 

ftwhungsindex      ^^c^en  Luft)  ^ 
Mmehmeu     In  .4  beünde  aich  »lg.1. 

uie  Ina  von    der  Gröfse  a/3. 

Da  hier,  wie  schon  erwähnt,  infolge  der  planen  Hornhaut  eine 
objeittseitige  Abbildung  nicht  statthndet,  so  fällt  also  hier  Iris 
und  Eintrittspupille  zusarnnien.  Um  die  ATif^trittRpiijulle  zu  finden, 
mnls  man  a/J  nach  der  Bildseite  hin  durch  die  Kugeilinse  vom 
Index  in  das  Medium  des  Glaskörpers  abbilden.  Es  ergiebt  sich 
das  Firtuelle  Tergroiserte  Bild  dfl.  Der  Brechnngsindez  dieaes  Körpera 

1;  Leuckart:  ''rganolügxe  des  Auge».    Leipzig  IHTti 

2)  Plateau:  Sur  iu  visiou  des  poisaons.  Mem.  cuur.  pur  i  Academie  de  Bruxelles. 
T.  XXm  1M7. 

IS* 
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(früher  n  genannt)  fallt  hier  fast  genau  mit  dem  Brechimgsindex  n 
des  Objektranmes  zmammen,  bo  dab  in  Foimel  (6)  die  Werte  n'  und  n 
einander  ^eiehsaeetaen  sind;  man  erhalt  also 


Unter  der  YonniBaetKDng  alao,  dafs  der  GlaakSrper  den  Exponeatm 
n  und  die  Linse  den  Exponenten  nj  hat,  ist  znnSchst  der  QnoÜaii 

B  »  zn  berechnen.  Man  findet  nach  den  Prinzipien  der  Abbüdongi» 
lehre 

und 

2^1» 


BÄ 


«1  — Sn 

wo  Q  der  Radins  der  Engelünse  ist 

Da  nun  ferner  die  Strecke  MC  sich  leicht  ergiebt  MC  =  -  .  **'^  , 

so  ist  man  nnn  auch  imstande,  die  Gröfse      d.  h.  die  Entfiammig  dw 
Austrittspupille  Yon  der  Netzhaut,  also  die  Strecke  ÄC  anzugeben. 
Man  findet: 


Hierana  folgt  dann 


B 


Bezeichnet  man  noch  den  relatiren  Brechun^xponenten  der  Linse  m 

Bezog  auf  das  umgebende  Medium,  aLso  den  Quotienten  ^  mit  N,  so 
erhalt  man  schlieialieh: 

Wie  schon  oben  bemerkt,  ist  rirr  Radius  p  der  Iris  bei  den  Knochen- 
fischen ÜMt  immer  gleich  dem  Radius  q  der  Eugellinse  und  ändert  seine 
Qrölse  unter  Einwirkung  yerachiedener  Intensitäten  nicht 
Wf^v  p^ff  wird  Gl  (7) 

/u  /        4jfc(iV— 1)«« 

Direkte  Messungen  der  Grolse  If  sind  mir  nicht  bekannt.  Aus  einer 
Abbildung  eines  Hechtauges  in  dem  Werke  yon  Lenckart  (Organologie 
des  Auges.   1876.   S.  319,  Fig.  40)  kann  man  den  Durchmesser  der 
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Kugelliiise  zu  6,5  mm  und  die  Entfemimg  dieser  Linse  von  der  Netz- 
haut (  in  Fip:.  2  die  Streck»^  fiC)  zu  3,7  mm  abmesseiL  Aus  diesen 
Notizen  kaan  man  N  bestmiiuen.    Denn  wie  oben  angegeben,  ist  die 

Streek»  MC  -  f^^y  ^  ^  MC^^^ßö  trnd  p  ^  3^5  irt,  so  er- 
gifibt  neb 

Demnach  folgt  ans  (8)  für  die  Helligkeit,  mit  der  ein  FiacKauge  sieht: 
(9)  h^O^Vdkx. 

Setsen  wir  nun  in  die  Formel  (6  a),  die  fOr  das  Mcnacbenauge  gilt,  für 
den  Radius  r  der  Iris  2  mm,  welcher  Weit  bei  mittlerer  Tagesbelencbtong 

statthat,  und  vergleichen  den  so  erhaltenen  Wert  mit  dem  Wert  aus 
Formel  (9),  so  folgt,  dafs  das  Fischauge  10,7 mal  ho  hell  sieht  als  ein 
Menschenaup^e  bei  normaler  Beleuchtung.  Vergrülbert  sich  der  Ra  i  is  r 
der  Iris  dü^ej^en  bis  4  mm,  was  einem  Pupillendurchmesser  von  über 
9i  mm  eatspricht,  so  bieht  der  Mensch  mit  ein^^r  Helligkeit,  die  von 
der  eines  Fischauges  nur  noch  um  das  2,7  fache  übertroüen  wird. 

Berlin^  den  10.  Januar  1901. 


* 
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An  £zpres8ion  of  tke  Nnmber  of  Piimes  Ijiug  betweea 

two  gl7«n  Int^ora. 

By  T.  Hatashi,  Matsujama  (Japan). 

Previoosly,  we  will  prove  tlie  iolliwmg  theorem: 
Represeut  the  roots  of  the  binomiai  equation 

af»  -  1 «  0 

by  a*  (i^O,  1,  2,  ..^       1);  then 
1*.  when  n  is  a  prime, 

»'=■0 

2^,  whuk  n  w  not  a  prime, 

To  proYe  ihia,  we  pioceed  as  follows: 
When  II  is  a  prime^  by  WiUon's  theorem,  we  bare 
(„_!)!  + 1=0   (mod,  »), 
wbence,  for  all  poritiTe  integral  valnes  of 

i^Mfo-lil-f  1)  —  1. 

Therefore,  when  n  is  a  prime, 

When  n  is  not  a  prime^  also  by  Wilson's  theorem, 

(n  —  1)  !  4-  1  =  a    (mod.  n), 

where  a  ü  not  only  a  positive  integer,  not  zero,  bat  is  prime  to  »;  be- 
cause,  if  a  and  n  have  a  common  lactor,  not  1,  the  &ctor  must  be  a 
ftctor  of  (»  —  1)  1  and  consequently  of  onity.  Thos 

•  ((«-1)1+1}  =fa  (mod.»). 

Hence 

«—•—1  1 
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Bat  0moe  a  and  n  are  prime  io  each  other^  the  smaUflst  poBitiye 
nmaindera  af  tlie  teries 

0,  a,  2a,  . . (w  —  1)  a, 

with  raspect  to       are  nothing  eise  than  a  permutation  of  the  series 

Of      2f  •  •  «y  w  —  1» 

Heace 

4  ME  1  (    r_  Fl  1 


-  0.  Q.  B.  D. 

The  expression  of  the  uuinher  of  pnmef^  Ijüig  between  two  inte- 
gere, proceeds  Lmmediately  fVoni  this  theorem. 

New,  if  the  residuum  of  a  function  f{x)  be  represeuted  I^fipi^, 

'"^c-t  *        ("»  —  1)1+1  j-t*"*)' 

Sir 

   '-^de 


Therefore  -^"^  ~  ^    ('^  prime), 

c   —  1 


(Ol). 


0    (»  not  prime). 
Therefore  the  reqnired  expreeeion  ie 


1 

or 


1  /;(ii-i)i+i^((«-i>i4-i)»l^ 


By  the  waj,  we  get  a  theorem  of  Ihe  integral  ealcnlm: 


9tt 


f 


 ^  -=  2«  (n  prime), 

»0  (f»  not  prime). 
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On  fiome  Theorems  concenüng  with  Frime  Numbers. 

By  T.  Hayashi,  MaUujama  (^Japan). 

In  the  precediug  paper  „An  Expression  of  the  Number  nf  Prim^ 
lyln??  Tiotween  two  giveii  Integere",  we  bare  obtamed  a  theorem,  which 
rlistmguishes  prinio  numbers  and  composite  numbers,  as  Wilson'f 
theorem  does,  in  ike  following  form: 

in 


f 


y(n-l)!  +  l^  {(«-DI  +  l  j9  V-  l 


dB  —  2%   (n  prime), 


^nt*ty—i  —  1 

«  0   (m  compoeite). 

B««limg  Ü16  denominator  of  the  fraetion  to  be  integmtedy  iboi 

ieparatmg  the  real  and  imaginayy  parta,  and  finally  changing  r  into 

1 

we  shall  gefc 

in 

W         I  —  *-  dB  =  2x   (n  pnme), 

0 

«=»  0    (u  composite); 

(m==  (w-  1,  r<  1) 

(II)  /  r'*-*'{giB(fn  -  h;  ö  +  r"  sin  me}        ^  q 

0 

(w  =  (n-  1)!+  1,  r<l). 

1.  We  shall  now  proye  these  theorems  withont  naing  the  theoiy 
of  residna,  bat  in  a  most  elementary  way. 
Fintly  we  shall  deal  with  the  integral  (I). 
It  is  well  known,  that,  if  a  <  1 , 

1  - 


j^Töf  -  1  +  2  coi 


1  —  Sa  OOS 
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Henee^  smoe  r<l,  thd  integral  (I)  VeeomM 


p  — 


j  COS  (i»  —  »j  Ö  —  r"  cos  mö 


• 

Lei  M  «  2.       Then  m  =  2.       Thus  we  have 


Since,  if  s»^0, 

9» 


^  COS  «ödö  -  0, 

we  have 


/ 


2x  -2r*  ^r*p  f  cos  2Ö  cos  2i?örfö 
»-1  r 


Bot 

ijr 


-  23r     («  =  /). 
Ther«foTe,  when  n»2,  Üie  mtogral  (I)  is  equaL  to 

|2jr-r*.2;r), 

Let  fi  be  prime,  not  2.   Then  the  integral  (I)  beeomea 

— j-  •  2  V  r'»  I  ( coe  («  —  »)  ö  —  r"  coi  uiö)  '  cos  pnBdß, 

Now,  bj  Wileon'e  theorem,  m  is  ezaetly  divisible  by  »;  let  its 
qaoüant  be  Ä.   Thea  we  can  ebooee  raeh  Talnee  Pn  that 

beilig  ^  —  1  and     being  il. 
Therefore  the  integral  (I)  beoomee  eqnal  to 


.11  —  M 


i__^(rU-i)«.2«-r'*''-r''  -2«), 


or  2» -^^-^  (r«-"  — r'"+''}, 


or  2«. 
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If  fi  be  compoBite,  we  cannot  obtiun  sacli  tbIhos  pg  aad  |%;  $mA 
tberefore  the  integral  (I)  mnrt  be  eqnal  to  zero. 

In  precisdy  the  seine  way,  we  can  proTe  thai  ihe  integnl  (II)  ie 
sero,  wbftterer  Talae  n  may  be. 

8.  Whe  sbäll  next  deduce  some  theorems  in  spherieal  baimoiiici 

from  the  above. 
Lei 


1  —  2«  cos  y  -j-  a 

Theiiy  wben  n  be  a  priine  Diunberi 


r^-^^r'"  /*  (cos^w-»)^-^  cos  nö j  =- 2* 

for  any  yalues  of  r  <  1 . 

Let  »  —  2;  tLit»  becomes 

V  r««  /*  (1  -    cos      e,  (2Ö)  rfö  =  2«, 

or 


f-l  0 

ffjr 


Of  coune  J    (2$)  d$  2x, 


aad  henoe  J  { (3^)  —  €ob  2«  -  Qf.i  (20))  <I0-O, 
or 

(lU)  J 0^(26)  dd^  J  cou  2 d  Qi^i  (26)  d$ 

•  0 
for  any  valoei  of  q,  not  xero. 

Let  «  be  a  prime  number;  not  2.   Theii  we  gat 

^•-m|  fcoB(m  —  n)B*^(nff)dB 


+  ^  r»-  y {ooi(iii-ii)a.Ö,(fi0)-ooBmtf.C»-i(«^))<'«  -2«. 


Digitized  by  Google 


Oq  soiue  Theorems  concerning  with  Prime  Nombers.  251 

Of  oonm  Jem{m--n)9'<i  {%$)  ä$  -  0. 

But  in  this  ca»e,  we  can  get  a  viiiue  of     for  which  n  —  m  -\-  qn  =  0. 
For  that  value  of  q: 

in  in 

(IV)  J  co8(m-ii)6-Cf  J*eo§me  Qf-i(ne)de, 
o  0 

For  all  other  Taluea  of  q: 

(V)  J*  cos  (m  -  «)  ö  •     (w0) .  rfö  -  J^etmmB' 

0  0 

If  n  be  a  composiie  uumber,  we  sbali  get 

(VI)  ^ coi(«-i»)«.C,(nö)  .<l«-  J*eo»m0'  Qt-i(n$)d$, 

9  0 

for  anj  ▼sine  of  9. 

In  precitely  the  same  waj,  from  the  integral  (II),  we  get,  for 
any  iralues  of  n  and  q  : 

(VII)  Jsm{m-n)0'Q^  (nO)  -  dd  +    Tsin  mÖ  •  ^,-1  (nO)  dO  -  0. 
0  0 

Matfayam»,  JafMOi,  May  11^  1900. 
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über  die  analytische  DarsteUimg  sweier  Dreiecke,  die  auf 

6  Arten  perspeküviscli  liegen. 

(Auszog  ans  zwei  Briefen  toh  Hemi  S.  GOHDELPiXQBR  an  Herrn 

E.  Jahnke.) 

Darmetadt,  im  Jannar  IdOl. 

1.  Es  seien 

1)  »,«0,       2)  «,  =  0,  8) 

und 

l)  u^^O,      II)  v,->0,      m)  Wm^O, 

t4,  =  «ijp,  +  UjZ,  -f  t4g a^, ,  etc., 

die  Gleichuiigea  zweier  Dreiecke  abc  und  ABC,  wobei  =  0,  —  0 
die  Ecke  a;       —  0^       =  0  die  Ecke  A,  etc.,  bedeuten. 

Die  Scknittpunkte  (1,  1),  (2,  II),  (3,  IQ)  liegen  offenbar  in  einer 
Geraden  G  (1,  Ij  2,  II;  3,  HI),  wenn 

0       *S  -«1 

0    —  t>j 


IT,    —  ITj  0 


-0, 


d.  h.  wenn 

a)  iigtiM^g  -  ttjVj«?,  —  0  (II;  ,n;  sniK 
Analog  drücken  auf  Grund  cyklischer  Weiterschiebnng 

b)  üjir^ti,  -  VjiCjtti  =  0  (ins  sni;aD. 

C)  fCrjU^r,  -  =  0  (im;  II;  tH) 

die  Eiisteoz  zweier  Penpektivititsachsen  (1  II;  2  III;  3 1)  und  (1  HI; 
2 1;  3  ü)  aus. 

Verlangt  man  dagegen,  dafs  die  3  Schnittpunkte  (1  I);  (2  UD; 
(3  II)  anf  einer  Geraden  sieb  befinden,  so  nrals  Termügc  Vertausch ung 
Ton  V  und  w  sein: 

«)  ti^u\     -  ii„ r,  /r,  -  0  (i  Ii  J  Uli  1 

und  analog  durch  cjklische  YertauBckungen  yon  u,  v,  io: 

P)  »,fSir,-ir,iriii,«0  onjtiiiin), 
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Setei  man  in  den  6  Oleichungen  a),  b)^  c)  nnd  tt\  ß),  y) 

wo  geheai  dnzch  die  Snbstitntionen 

Vi  =  tJ,  y. ,       Wf  —  Wiyi  (.  _  1 ,  i,  s) 
die  sechs  anderen  herror: 

O  v^w^  =  w,v,,    V)  r,w,=  v,w,,  c')  wj\^w,j\, 

die  o£Fenliar  mit  a),  h),  c)  nnd  a),  ß),  y)  übereinstinuneiiy  wenn  man  in 
letzteren  die  «i  dunüi  die  Einheit  und  die  Vt,  Wf  dnrcK  Vt,  Wi  ersetzt. 
Die  6  letacfcen  Gleiehnngen  lassen  sich  auch  schreiben: 

 V[»     u'\         ^1  i'i  „  iL» 

F,  "IT/  HV  F,  IT,' 

F. -IT.»     P>    \\     ir,'     ^'^  r, 
also  durch  J^ombination  von  «')  und  b),  /j  )  und  a'): 

_    _  n  _  p 
K.    K,    y\  -  ^ 

_Zi_iü_iLi  r 

FFT 
^       F/  F/  »7      ^  • 

Da  C  —  1  aubgesckloBseu  ist,  so  kann  C  nur  eine  Wurzel  der 
Gleichung: 

sein^  so  daTs  die  Gleiehnngen  der  Geraden  u«  ~  0,  v«  =  0,  =  0 
identiach  sind  mit: 

Vi       tft        tfi  ' 
^-4-  '■^»  4-  0 

yi     Vt      y.  ' 

yi     !/j  y» 

Zo  der  hier  gegebenen  Darstellnng^  die  mir  seit  20  Jahren  be- 
kannt isl^  kann  man  vergleichen: 

J.  Valji:  ,yUeber  die  Grnppen  Ton  mehrfach  Perspektiven  Drei- 
ecken in  der  Ebene".  Monatshefte  ftlr  Math,  nnd  Physik.  IX.  Jahrg.  1898. 

2.  Jede  Enrre  5.  Ordnung,  welche  durch  die  9  Schnittpunkte  -der 
beiden  Dreiseite  x^-  x^-x^^O  und  u*v*w^O  geht,  ist  dargestellt 
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2{y4  B.  Ghnmnraon;  Über  die  «nalTticche  Dantelliiiig  sw«ier  Drdedn  tAe, 

durch  eine  Gleichung  der  Form  a  -  uvw  -\-  h  -  XiX^x^  —  0,  d.  h. 
il«}  +  +  Cxi  +  ^^1^2 ^3  =  0.  Die  9  Schnittpunkte  von  a;,  jr^r,  —  0 
mit  uvtv  -=  0  sind  somit  die  Wendepunkte  jeder  durch  sie  gelegten 
Euire  3.  Ordnnngy  welchen  Satz  ich  znerst  durch  dualistiBche  Befeadi* 
tongen  (Maih.  Aul  7, 455)  abgeleitet  habe.  Mit  Bllokeieht  auf  dk 
Identität 

Wi     yi     y.  /  \yi     yf  y./ 
kann  man  also  das  Theorem  anssprechen: 

Die  gerade  und  die  bmisdke  Pctate  emee  Miefti^  l^uMee  A  m- 
heeitff  mtf  ^  BrtiaeU  ahe  edmadm  tw  twe^  i^unftfe»  C  dmmif  d^ 
ABC  tmd  abe  die  Wenä^gwiäsMrmaeiiU  eimee  Sjfejfgetiedm  BüsMs  sind. 

Dieee  Fasanng,  die  ich  der  SehrSteridien  Konstruktion  sweier 
aeehafech  perapektiTisch  liegenden  Dreied^e  (Math.  Ann.  2, 553)  gegeben 
und  meinem  Kollegen  H.  Wiener  mitgeteilt  habe,  ist  ftlr  diesen  der 
AusgangBponkt  wichtiger  Untenmehungen  geworden  (cf.  dessen  dem- 
nidist  erscheinendes  Werk:  Einteilung  der  ebenen  Kurven  und  Kegel 
3.  Ordnung"'). 
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Ober  AnsartiuigeiL  tob  Kreisen  in  Ponktepaare. 

Von  Herrn  S.  Gunoblfimokb  in  Darauitadt. 

Die  Anearhuigeil  TOn  Kreieen  in  Qeradenpaare  smd  bekannt. 

Soll  eine  Kurve  2.  Ordnung,  welche  durch  die  imaginären  Kreie- 
punkte  gebt,  in  2  Geraden  zerfallen,  flo  iind  nur  zwei  Fälle  denkbar: 

1.  Die  Spitze  C  des  Geradenpaares  liegt  im  Endlichen:  Aladenn 
hat  nun  den  Fall  dea  „airknlaien''  Geradenpaarea  mit  der  reellen  Spitu 
C.  2.  Das  Zentrum  (C)  dee  Geradenpaares  Hegt  unendlich  fem;  Der 
maartende  Kreia  besteht  nunmehr  ans  der  unendUeh  fernen  und  einer 
m  Endlichen]  liegenden  Geraden  mit  dem  unendlieh  fernen  Punkte  C, 

Betrachtet  man  dagegen  einen  Kreia  ala  Einhüllende  von  Geradeui 
10  let  seine  CQeiehung  in  Linienkoordinaten  i4.  (t  =  1,  2,  3)  tob  der 
Form: 

(I)  /I  o (ti m)  -f  V«;  =  0  ^ j,    «(y  ^  «1    +  «8 +  tt^y, . 

Setzt  man  die  Diskriminante  dieser  Kurve  zweiter  Klasse  gleich  Null, 
SD  entsteht  die  Gleichung: 

So  lange  also  ^  0,  d.  h.  das  Zentrum  y  im  Endlichen  liegi^ 
gieht  es  in  der  Sehar  Kreise  (I)  für  Yerandediche       nur  zwei 

snssrtande:  den  Doppelpunkt  »  0  (ji  -  fi'^O)  und  das  Kreispunkte- 
piar  a{uu)  »  0  selbst  (v    0).    Sobsld  jedoch  pp  «  0,  artet  jeder 

Kreis  der  Schar  (T)  in  ein  Punktepaar  aus.  Dieselben  liegen  natürlich 

»mtiich  im  LncnUiicheii.    Man  zeigt  auch  leicht  umgekehrt; 

Jedes  Pitnktepaar  im  Unendlirhm  (etwa  auf  den  Hchenkdn  eines 
gtgdienen  Winkels)  kann  betraehM  irerdm  als  ein  Kreis  tnü  ewei 
Zentren  (den  unendlich  fernen  Futikten  der  WftMhalbierenden), 

1)  Vgl.  Vorlesungen  aus  der  aitalyt  Geometrie  der  Kegelachiuite  von 
S.  Qundelfiuger.  Herauageg.  von  F.  Diugeldej  S.  67.  [Hier  mit  6fr-Ddej. 
Isitiari] 

f  )  Tgl.  Gfr.-Dde7.  K.  S  S,  6  und  8.  58. 
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So  langenamlich  daa  Pnnktetpaar  im  Unendlichen  u^Uf)=ip{uu)''  0 
nicht  mit  a  (uu)  0  susammenf  allt,  lamen  sich  nur  auf  eine  Alt 
Tranafonnationein  der  Form  herstellen: 

tp(uu)  =     J/|  +     Ulf         (a(uu)  =      -j-  L'-^, 

also: 

(fittu)  =  k^  ■  +  (Aj  -  A,)  U- 

=  A,  •  (o{uh)  -{  {  k^  -  A,)  L'l, 
^.  e.  tL 

Die  hier  gegebene  Aii£bsamig  wurde  angeregt  dnroh  die  fVige: 
Welches  ist  die  dritte  Schar  Ton  Ereiaen,  weiche  eine  gegebene  Korre 
zweiter  Klasse  doppelt  berflhren?  Bekanntlich  hat  man  swei  Scfasteii 
▼on  Kreisen  f  deren  Zentren  anf  den  beiden  Achsen  der  Knrre  liegen. 
(Cf.  Gfr.-Ddey.  E.,  S.  186—187.) 

Sucht  man  dagegen  die  Kreise,  deren  Zentren  auf  der  unendlieh 
fernen  Geraden  liegen,  so  fallen  sie  alle  mit  dem  unendlich  femen 
Pnnktepaar  auf  den  Asymptoten  der  Kurre  2.  Klasse  xusammeo.  Die 
2  Zentren  sind  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Hauptachsen. 

Heir  Brflokel',  dem  ich  meine  Auffossung  der  ausartenden  Kreise 
mit  2  Zentren  mitgeteilt,  machte  mich  auf  folgendes  elementare  Bei- 
spiel zur  BestStiguug  ;lcr  ganzen  Theorie  aufinerksam. 

Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Seiten  parallel  werden,  so  ist  das 
unendlich  ferne  Pimktepuar,  welches  von  dem  I'aralleleupaür  uad  der 
dritten  Seite  tangiert  wird,  als  Kreis  aut/^ulaasen,  dessen  heide  Zentren 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  \V üikelhalbierenden  sind. 

Darmstadt,  den  18.  Januar  1901. 
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Polygones  semi-r^galien  daiiB  relUpw; 

Par  M.  C.  A.  Laisant. 

1.  —  Abel  TransoD  {Notiv.  Ann,  de  MatJi.,  1863,  p.  317)  a  defini 
«poljgone  semi-reguiier  inscrit  dans  une  ellipse»  la  projection  d'on 
poljgon«  regulier  inscrit  dans  le  cercle  doni  cette  ellipse  est  la  pro- 
jection orthogonale.  II  a  donn^  en  m^me  temps  une  interessante  pro- 
prio de  ces  polygones.*) 

Je  me  propose  dans  eet  artide,  de  montrer  qnelqnes  antres  pro- 
prio de  cee  figuxeSy  et  notammoity  de  g^raUeer  les  th^orftmeB 
d'Apollonins  par  cette  conaid^raÜon.  On  remarqnera  en  effet  tont 
d'abord  qne  les  denx  th^r^es  d*Apollonins,  en  appelant  «pandlAo* 
gnmme  senurr^ulier»  la  prqjection  d*nn  cair^  inaotit  dana  le  cercle, 
pcnveut  a'^oncer  de  ia  mani^  amvante: 

Zes  irian^es  tn  lesquds  se  decompose  un  parallel o(j ramme 
9fmi-re'(fulier f  le  sommet  commun  etant  au  centre,  ont  une  aire  constantc, 
gvdk  qm  soit  La  posUion  des  paraUelogrammes  mni-reguliers  dans  la 

eonde;  eäte  aire  a  pour  expression  ^  - 

2^  La  moifemie  arUhmäique  des  earrA  des  rayom  tPun  paralU- 

a*  -4-  6* 

io(i ramme  semi-regvlier  est  amsi  constante,  et  ^gale  d  — y — •  Mous 

tffdom  tci*  rojf&m  les  segments  gm  parient  du  eentre  pour  db&uür  aiux 
«MRSieb. 

Ces  denx  proposittona  aont  encore  vTaiea,  en  y  remplafant  le  mot 
paralUlogramme  par  polygone. 

La  piemi^  est  ponr  ainai  dire  ^dente  d'aprte  la  d^finition  dea 
polygouea  aemi-r^gulien^  et  Ton  voit  de  plua  qne  Taire  de  chaqne 

1)  Le  thäortme  de  Transon  8st  le  muTant:  £K  1^ ,  Jl^,  >  •  A,  aont  U»  rayona 
de  «omhare  de  PeUipse  auae  «mn/  7    Vun  polyf/om  eemi-rigiiitim'y  la  mogtm»  det 

3  3  /    f\  ^  /h*\^ 

9^Utes  Ä,  JK,-  est  +  (■^*]'  «     ^         ^  demi-axes  de  Vel- 

iip*^   Tette  mojenne  ne  däpend  donc,  ni  de  la  pesition  du  polygone  rar  relUpae, 

ni  <lu  Lombre  des  cöWs. 

Archiv  (ter  Mjkthematik  and  Ph>-iik.   HL  Beibe.  J.  17 
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triaugle  a  pour  expressiou  ~  sin  ^>  L'aire  du  poljgoue  tuut  entier 
est  -  ao  sm  — 

2  n 

On  recnnuait  aussi  imra^diatetnent  que  lea  secteurs  elliptiques 
compris  entre  deox  rajous  consecutils  sont  tous  equivalenta,  et  ezphmes 

par  ~.   Lea  segments  oompris  entre  les  cöt&  du  polygone  el  la 

courbe  le  sont  done  aussi;  leur  ezpretaioa  est  a6     ^  |  sin  . 

Pasaons  ä  k  proposition  (2").  En  appelant  i  le  param^tre  angulaiie 
comspottdant  ä  nn  rayon  CM  queLconque,  nons  reprteitons  oe  rayon 
per  r^quipoUence 

OM  =  a  cos  t  -\-  ib  hin  t  =  f'  +  ~"g~  *~  > 

oft  «  leprteite  «'^  Ponr  woir  (ona  les  rayons  du  polygone  semi- 
regulier  de  n  odt^  ü  soffit  de  donner  iL  t  saceessiTement  les  n  YtXm 

Le  carr6     de  la  longaeor  de  Oif  est  OM  cj.^)  OJf  on 

(i±^)'  +  (izi)'  +  + ,-..)  -  sL+J!  +  2l^(...  + ,-.-). 

Eu  faisaut  la  somme  pour  les  valeurs  de  t  ci-dessus  indiquees,  on 

reconnait  que  2^«*' —  =  0,  et  par  cona^nent  — 

£1*     o«  4-  6« 
on  —  —  — ~ — . 
n  a 

2.  —  Posons  —  —  ff.  ün  cote  quelconqne  dn  polygone  s*ex- 
primera  par 

a  (cos    +     —  cos  0  +    (iin    +     —  0 

on 

—  2a  sin  I  sin  ^<  -h  0  +      sin  ^  cos    +  ^  ) 

-  2  sin  f  [- a  sin    +  f  )  +  i6  cos    4- J)] . 

Ceci  montre  que  les  cötes  successifs  d  un  polygone  sein i -regulier  de  * 
cötes  sout  equipüUeiits  aux  luyniis  d  un  polygone  semi-regulier,  egale- 
ment  de  n  cotes,  iubcrit  daiis  uue  ellipse  sembiable^  ie  rapport  de 

similitude  ^tant  2  sin  ~ .    Donc^  d'aprfes  ce  qni  pröc^i  la  somme 

des  can^  des  cot^  d'nn  polygone  semi^r^gnlier  inscrit,  de  n  edt^ 

est  n  -4  sin*  ^     2«(^a^  +  b^)  sin'  ^  •    La  moyenne  des  carres 

1)  cj.  <B  coz^uga^. 
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des  cötes  est  2(a'  -\-  h-)  sin*  —  •   Par  exemple,  pour  le  Parallelogramme 

tt*  4-  b* 

{n  «•  4)  cette  moyenne  est  a'  +  b*;  pour  Iliexagone  (n  —  6),  c'est  — ; 

poor  le  trian^Ie  (n  ^-  3)  on  aurait  :l  (//'  -f  6'). 

Daus  le  cercie  duiit  l'eUi])se  est  la  projectitm,  toua  les  cotes  sont 

<poi,«tleare«nä«t4a>«ii>^-    On  p«it  done  din  qae  e-ast  k 

TaleoT  moyeime  de  ces  carrls,  et  le  rapporfc  des  deux  moyeimeB  de 

emes,  daas  Teilipse  et  daus  le  cercie,  est  "-jj~t~" 

S.  —  Conrid^rons  mamtenant  les  carrft  des  guanHüt  gimäriques 
OM,  et  non  plus  de  leuit  longoeurs.   Noub  svona 

OM'  -  (q-y."  +  (---^)^-'  + 

En  faisant  ia  somme,  on  voit  qae  les  deux  premiers  termes  s'aimuleut^ 
et  par  coneäqneat, 

F  4/buki  Tun  quelconque  des  deux  foyers.  U  est  d'aiUenrs  Evident  que 

cette  identit^  SOM*  »  ^        ^  ind^endante  du  choix  de  Torigine 

des  iuclinaisons.  Vonr  le  ras  Au  parallelogramme  ABClK  tlonne 
0,1-  -f-  Oß^  =  OF-,  propriete  que  j'ai  sigTialee  depuis  lon>(temps  dejä, 
et  qai  est  relative  a  deux  demi-diametres  coujogues  ÜA,  OB» 

En  posant  OG^^,  VideaüU  piMdente  B*4cni  SOM^^nOOK 

Les  deux  pomts  (/  aiusi  construits,  et  que  j'ai  appeles  pseiulo-foyerSy 
jouissent  de  proprietes  assez  interessantes  et  quelqiiefois  utües  daus 
certuues  questlous;  mais  nous  ue  saurions  y  reveuir  ici. 

Nous  ne  voulons  pas  non  plus  d^montrer  le  th^orfeme  de  Transon 
dont  Tenonce  a  ^te  rappele  daus  la  note  du  debut,  bien  que  ce  soit 
chose  &cUe  en  suivant  la  voie  que  nous  avons  indiqu^.  Le  lectenr 
pomra  a^y  exercer,  ai  la  queatiom  i'mtdreaBe. 

4,  —  Imaginona  que  Ton  constniiae  le  triangle  OGM,  M  ^tant 
an  point  quelconque  de  PelUpse,  pma  OMX  directement  aemblable 

0  M* 

a  OOr  Ji.    Alors  0X  =  -^-^,  ou 

J17* 
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Le  liea  da  poinfc  X  est  donc  une  elUpBo  dant  le  centre  »  ponr  ab- 

scisse,  snr  le  grand  aie,     ^jy,  =  Oö,  c'est-ä-dire  est  precis^ment  le 

poiut  Cr.  Qu  and  M  parcourt  une  foifl  reilipse  prizoitive,  X  parcoort 
deux  fois  la  uouvoUe  ellipse. 

Si  on  trausfonne  ainsi  las  sommets  M  d'un  poljgone  semi-r^^er 
de  n  eoi^B,  lee  sommets  X  conespondamts  serant  ceox  d'mi  poljgone 

semi-regalietr  de  ^  cöt^,  ehaqne  somme  ^tant  obtenne  deox  fois^  si  n 

est  pair,  et  cenx  d'un  polygone  spnii n/Lriüier  etoile  de  w  cötes,  si  n 
est  impiiir.  Ii  est  clair  du  reste  qu  eii  ap{)elant  a\  h'  les  demi-axes  de 
la  nouvelie  ellipse  de  centre       ei  g  la  longueur  de  OG,  c'est-a-din 


y5 


d'oü 


,  nons  avoDs 

^9    *  9 


En  appliquant  au  nouveaa  poljgone  ce  que  nous  avuus  dit  a  la  fio 
du  n°      on  voit  que  la  somme  des  carres  des  rayons  est 


On  peut  reman]uer,  en  formant  a'^  —  h'^y  que  TeUipse  de  centre  G 
a  pour  foyer  ie  centre  de  lellipöe  primitive. 

5.  —  ün  poly^one  dont  les  cötes  sont  les  tangentes  \\  une 
ellipse,  aux  sommets  d'un  polygone  semi-retrulier  insrrit,  est  hii-nienie 
an  polygone  semi-regulier.  Circonacrit  ä  Tellipse  consideree  de  demi- 
axes      by  ü  est  inscrit  dans  nne  ellipse  homoth^tique  dont  les  demi* 

axes  sont       ,  — ^  •    On  le  voit  imm^diaiement  par  la  propri^t^ 

C08   -      COS  - 

u  n 

correspondante  des  polygone«  r^^liers. 

Toutes  les  proprietes  precedentes  peuvent  donc  s'etendre  ä  ces 
polygones  circonscrits.  De  plus,  oette  consid^ration  montre  que  si  un 
polygone  inscrit  sc  doj^lace,  -—  en  deformant,  bleu  entendu  —  et  en 
restant  inscrit  ä  uth'  fllipse,  ses  cötes  restent  tangeuts  ä  une  ellipse 
komotlietique  uitei  leure. 

6.  —  lieprenons  Texpression  du  carre  de  la  longueur  d'un  lajoii 
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NoQg  en  tiroiu 

«t,  en  fiusant  la  somine  ponr  tontes  les  yaleurs  de  t  oorrespondant  anz 

rajons  d'im  polygone  semi-r^gulier,  les  deux  demiers  tormeB  s^amralent, 

et  ü  reste  pour  la  valtur  mojemie  des       puissances  des  rayons 

21*     ja*  -f-  2o«6»  -i-  Sb* 
it  "*  8 

De  lä  on  passerait  a  la  movenne  analogue  j)nur  les  4^*  puiisances  des 
1  'tes;  et  le  tour  meiue  de  la  demoastration  permet  d'enoncer  le  theo- 
reme  suivant: 

Les  puissances  d'exposant  pair  p  des  rayons  ou  (/f\s  röU's  d'wn  poly- 
gam semi-regxdier  mit  une  somme  constanie,  ittdependcmiß  de  la  posiUon 
du  polygone  ei  du  nomhre  de  ses  cöU's. 

II  j  a  cependant  un  cas  d'exception,  et  il  ae  präsente  precisenient 
pour  les  diami^treB  conjugues  et  lea  4"'  puissaüces.  La  d^moBBtration 
precedente  sappose  en  effet  que  Xe'"  =  0,  c'eet-a-dire  qae  les  extre- 
miUb  des  layona  d'mcUiiaifloii«  pv,  Spa,  npa  eont  emr  an  cerde 
Im  eommeti  d'un  palygvine  r^^lier.  C'est  exact^  excepte  lonque  ptt  —  2x, 

Cir  alors  toates  ces  extremites  comcideiit.    Or  comme  u  =  -  - ,  il  en 

rwolte  p  n.  Tant  qo'on  se  iient,  en  particulier,  ä  des  pnissanees 
psiies  inf^eures  ä      on  est  asBure  de  Tezactitiide  de  la  proposition. 

7.  —  Consid^ns  maintenant  les  rayons  FM  qui  vont  d'nn  des 
foyers  de  Tellipse  anx  sommets  d'nn  polygone  semi-r^ulier.  Kons 

BVODS 

FM  n  a  cos  t  —  c ib  Bin  tf 
et  en  appelant  f  la  longnenr  de  FM, 

f*  =     cos*  t  -\-  c'  —  2ac  cos  t  -f-  ft*  sin'  t 

«  -        +    —  2ae  cos  <  H — -  —  cos  2L 

_.  —  +  C*  

n  y  aurait  sans  duiite  eiicore  d  interessantes  proprie'tes  k  etudier, 
snr  ces  fignres  remarqnableH,  sur  Icur  oxtension  possible  ä  l'hvperbole, 
et  Sur  des  poljgones  aualogues.  Mais  je  n'ai  pas  le  loisir  de  pousser 
plus  loiu  cette  reeherche  qiiant  ä  present,  et  d'un  autre  cöt^,  je  tiens 
s  n'nser  qu  avec  discreiion  de  Thospitalit^  qui  m'a  etä  si  gracieusement 
et  amicalement  offierte. 

Paris,  10  jaoTier  1901. 
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über  die  partiellen  Differentialgleichuiigeii,  denen 
Hermitesclie  Fornen  genügen. 

Von  Ludwig  Schlesinger  in  Klauseuburg. 

1,  Sei  t/, ,  [f.,  • y„  ein  Fimdamentalsystem  einer  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  ntei  Ordnung  (A),  dessen  Determiuante  den 
Wert  Eins  hat,  und  mögen  die  Koeffizienten  von  (A)  als  eindeutige 
Funktionen  der  unabhängigen  Variabein 

Yorausgesetzt  werden.   Wir  betrachten  die  Hermitesehe  Form 

n 

WO,  wie  aach  stets  im  FolgendeDi  die  konjugierte  komplexe  Groise 
einer  Gröfse  a  durch  ä  beseichnefc  wird  mid  die  c^,  r,,  •  •  reale 
Grd&eii  bedenien;  dann  ist 

log  <p  _  *   


woselbst 


k  k 

^f^ky'kyt  2:^kykyt 

k  k 


.     ^Vk  ^Vk 

gesetat  wurde.  Nach  bekamiteu  Determimmtenaatsen')  folgt  dami 
weiter 

"'TW  ^   -^<f  -  ykyO  (j/iyk  -  y^yd  - 

Die  Ansdräcke 

=      -  VkVl  «  1,2,   •    »;  i  <  h) 
1)  Veiigl.  Baltcert  Detenninanten  (1881),  S.  49. 
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bilden  ein  Fundameutalsjstem  der  {n — 2)ten  assoziierten  Gieichung ')  der 
XHfferentialgleichimg  (A),  der  Faktor  Ton  q>'~^  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (I)  ist  folglich  eine  Hermitesche  Form,  gebildet  aus 
den  (n)f  Giöfsen       und  ihren  koiqagierten. 

2.  Sei  zunächst  »  »  2.  Dum  reduziert  sich  zufolge  der  Gleichung 

die  auf  der  rechten  Seite  Ton  (I)  auftretende  Hermitesche  Form  auf 
das  Produkt  c^c^;  die  Form 

be&iedigt  demnach  die  partielle  Differentialgleichung 

ex'cx       <p*  ' 
die  siehy  wenn  man  an  Stelle  Ton  9  den  Ausdruck 

tt-log^, 

emführt  und  beachtet»  dais 

*  äiil  -     +  in'  "  ^" 

isty  in  die  in  neuerer  Zeit  TieUaeh*)  behandelte  Gleichung 

illl)  du^  —  2c^c^e 

verwandelt. 

Bej'itzt  die  lineare  Differentialgleichung  (A)  die  Eip^enschaft,  dafs 
liure  dem  Fiindamentalsysteme  y,,  entsprechende  Monodromiegrnppe 
die  Hermitesche  Form  9  nngeändert  läfst^),  so  ist  97  eine  eindeutige 
Funktion  der  realen  Variabein  ^  imd  liefert  demnach  eine  eindeutige 
Losung  n  der  partiellen  Differentialgleichung  (III).  Kennt  man  umge^ 
kehrt  eine  Ldsnng  u  der  Gleichung  (lU);  ^li^  ^^^^  eindeutige  Funktion 
rem  £y  1}  isl^  so  ist»  da  durch  Differentiation  der  Gleichung  (U) 

folgt,  der  Quotieut 

1  ^  CtViVi  4-  g»!/;?/»  ^  Vi  ^ 


1)  Vergl.  meiu  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
Bd.  n,  l  (1897).  S.  127. 

S)  Picard:  IiiouTillei  Jovinal,  isuo,  1893;  Poiacar^,  ebenda,  1898. 

8)  Von  di«Mr  Art  itt  s.  B.  jede  Ganftiche  Differentialgleichangy  dwea  Ez- 
ponentea  resiproke  gsose  Zahlen  rind  und  aUgemeiner  jede  lineare  henogene 
Pifferenüalgleicbiuig  sweiter  Ordnung  in  welcher  die  Umkehrung  des  Integral- 
quotieafcen  eine  FnchBiche  Funktion  liefert;  veigl.  Poincarö,  a.  a.  0. 
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worin 

gesetsst  wurde,  eine  blofse  Funktion  q{x)  von  x  und  zwar,  da  gleich^ 
zeitig  mit  u  auch  <p  eindeutig  ist,  eine  eindeutige  Funktion. 

Die  ffif  fff  befiriedigen  folglich  die  lineare  Differentialgleichiuig 

(IV)  yjl  -  9  W», 

mit  eindeutigen  Koeffizionteu,  und  da  die  Form  9  eijae  eindeutige 
Funktion  vou  ^,  y  ist,  besitzt  die  zu  «/j  gehörige  Monodromiegruppe 
von  (IVj  die  Eigenschaft,  die  Uermitesche  Form  tp  in  sich  selbst  zu 
transformieren. 

Die  ptirtielle  Differentialgleichung  (III)  läfst  auch  die  Beziehung, 
die  zwischen  einer  linearen  Differentialgleiehuni^  (IV)  von  der  ange- 
gebenen Beschatfenheit  und  der  Geometrie  auf  gewis-^t  ri  I'liiehen  von 
konstantem  Krümmungsmafse  besieht,  in  einfachster  Weise  hmor- 
treten.   Falst  man  nämlich 

als  das  Linienelement  auf  einer  Flache  auf,  so  haben  die  Gaarsschen 
Fundamentalgroleen  die  Werte 

der  Aoedmck  für  dae  JürfimmniigsmafB  der  Fläche 

jl-  1^  r^'logJg  lüg  El 

liefert  folglich  mit  Rficksieht  auf  die  partieille  DüFerwitiailgleichiiiig  (III) 
ffir  K  den  konsiaaten  Wert  qc^. 

8«  Sei  ferner  11 »  3.   Die  Aiifldrficke  iv^^i 

konstituieren  dann  das  dem  Fundamentalsystem  y^,  y^,  der  Diffe- 
rentialgleichung 

(A)  ai^+äj-^  +  M-O 

adjiingierte  Fundameutalsjstem  der  zu  (A)  adjungierten  Differential- 
gleichung 

W  ^.  +  3p^-^-(«-3p>  =  0  (p-^), 
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die  aaf  der  rechten  Seite  der  partiellen  Differentiaigieiciumg  (I)  anf- 
treteode  Hermiteache  Fomi  ist  also  einfuili 

i^^^t'.^'*  1  y'Vk  —  rjkV'i  \-  =  c^c^c^  ■  Ii,, 

WO 

die  Ell 

adjnngierte  Form  bedeutet.  Da  für  ^  offenbar  eine  der  für  giil- 
tigpn  analoge  Dilfereiitial<^leichung  best<»ht  und  die  Beziehung  zwischen 
f  uiid  V'  t:uie  gegenseitige  ist,  so  erhalten  wii*,  mit  liücksicht  auf  (IIa): 

oder  indem  wir 

setzen,  das  System  partieller  Differentialgleichungen 

Wenn  die  zu  dem  Fundamentalsvstenie  y^^  y^y  y^  gehörige  Mo- 
nodromietnuppe  der  Differentialgleichung  (A)  die  Eigenschaft  hat, 
die  Herrn itesche  Form  tp  in  sich  selbst  zu  transformieren*),  so 
transformiert  die  zn  dem  adjungierten  Fundamentalsysteme  Zj, 
gehörige  Monoiiroiiiiegnqipe  Ton  (B)  die  adjiuigierte  Form  tt'  in 
Sich  selbst;  in  diesem  Falle  smd  also  tp,  u<  eiudeuticre  FunktiniK  n 
Ton  r  und  die  Difi'erentialgleichung  (A )  bestimmt  die^e  Weise 
eiii  eindeutiges  Lösungssystem  u,  V  des  Systems  partieller  DiÜerentiai- 
gleichimgen  (V). 

4.  Um  zu  2seigen,  dafs,  ähnlich  wie  für  n  =  2,  auch  hier  ein  ein- 
deutiges Loenngssjsiem  der  Gleichungen  (V)  eine  lineare  Diilereutial- 
gleichimg  ron  der  Form  (A)  mit  eindeutigen  Koeffizienten  determiniert^ 
deien  Monodromiegruppe  eine  Hermitesche  Form  tmgeäudert  UUst, 
mHinn  wir  an  einige  Formehi  erinnem. 

Aus 


1)  VergL  Uber  tolehe  DifferentislgleitAaiigen,  für  beliebiges  *i,  Fneb  • :  Berliner 
fiten^ibcridite,  1890,  S.  788;  fCtt  n^S  auch  Picard:  Act»  Mathematica, 
Bi  I,  8.  »7. 
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folgt  durch  Differentiation  nach  x^) 

und  wenn  wir  die  Differentialgleichung  (A)  beaehten  und 

(Vni)  =  y'^y';  -  y'^y'^ 

setzen: 

(IX)  =  - 3/7^-1  H- gl . 

Den  Gleichungen  (VI) — (IX)  denken  wir  uae  die  analogen,  ans  ibnen 
durch  cjUiache  Pennutation  der  Indicee  1,  2,  3  hevrorgehenden  hinsih 
gefbgt 

Bedeutet  y  irgend  ein  Integral  yon  (A),  b  irgend  ein  Integral  Ton 
(6),  Bo  folgt,  indem  man  (A)  mit  jr,  (B)  mit  y  multiplisiert,  dureb 
Subtraktion  und  Addition 

(X)  y<«>-Er  -  d^)y  +  3p(.v'^  -  z'y)  +  2%ijz  ^  0, 

(Xa)  H-       +  3j)(y'ir  +  xf»  +  3i?'i(i?  =  0, 

wo 

die  Lagner  reiche  DifferentialinTariante  Tom  Gewichte  Drei*)  der 
Differentialgleichung  (A)  bedeutet.  Die  Gleichung  (Xa)  oder 

ezgiebt  sich  auch  unmitfcelbar  aus  der  Lagrangeechen  Identität^;  der 
Ausdruck 

(C)  yw"  +  y*'B  -  M'y'  +  Zpgy 

hat  also  für  irgend  ein  IiitecrralpHar  y,  z  der  einander  lidiunpertea 
DiÜcrentialgleieliuügen  (A),  i^Bj  einen  von  x  unabhängigen  Wert. 

Bilden  wir  diesen  Ausdruck  (C)  für  y  y^,  H  ^i,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichung  (IX): 

hier  hat  aber  die  rechte  Seite  den  Wert  9^^.%  wie  aua 

Vi  tf't  y'x  I 
yt  y»  y«  I 


1)  Obere  Accente  bedeuten  im  tolgunden  stets  Ableitungen  nach  x. 
8)  Yaigl.  s.  B.  Handbacb,  Bd.  0, 1,  3. 190. 
8)  Yeigl.  I.  B.  Handbuch,  Bd.  I  (1896),  8.  64. 

4)  9fk  bedeutet  in  Kroneckeracher  Beeeichnong  Noll  oder  Eins,  je  nnchto 
k^i  oder  jfc 4* *  i't' 
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unter  Bezugnahme  auf  die  Gleidmngcu  (VI),  (VII) ,  (VIU)  ohne 
weiteres  folgtw 

ö.  Wenn  wir  j  uml  r  als  von  einander  uniibhiingige  Variable 
üiü'tüsseii,  SU  befriedip^  als  Funktion  von  r  die  Form  (f  die  DiQereutial- 
gleichung  (A),  die  Form  4^  die  DiÜ'erentialgitücfiung  (B),  der  Ausdinck 
(C),  gebildet  für  ti  ^  cp,  z  ^%  wird  also  einen  von  x  unabhängigen 
Wert  annehmen;  wir  können  diesen  Wert  anch  sofort  angeben.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  die  partieilen  Ableitungeii  toh  9,  nach  x  durch 
obere  Accente,  so  isfc 

.1  3 

die  rechte  Snite  hat  aber  mit  Rücksicht  auf  das  Kechnungsergebnis  der 
voiigen  Nummer  (4)  den  Wert 

S  3 

Somit  ergiebt  sich  fEbr  p  die  Darstellung 

W    8^  ' 

und  indem  man  in  (Xj  9  ati  liie  Stelle  von  au  die  Steile  von  3 

und  für  p  seinen  eben  gefundenen  Wert  einsetzt^  folgt  femer 

Kennt  man  ntm  zwei  in  ^,  rj  eindeutige  Lösungen  ti^  0  des  Systems 
partieller  Differentialgleichungen  (V)  und  bildet  mit 

die  Ausdrücke  (XI)  und  (XII),  so  sind  diese  blofse  Funktionen  Ton  x 
und  zwar  eindeutige  Funktionen  dieser  komplexen  Variabein;  die  mit 
denselben  gebildete  Differentialgleichung  mit  eindeutigen  Kueliizieuten 

litt  demnach  die  Eigrawshaft,  dala  ihre  zu  dem  Fundamentalsjsteme 
jfti  tf»  gehörige  Monodromi^pruppe  die  Hermitesche  Form 

in  lieh  selbst  transformiert 

Die  Yerallgemeinemng  der  hier  fEir  n  —  2,  3  durchgeführten  Be« 
tnehtongen  auf  den  Fall  eines  beliebigen  n  bietet  keinerlei  prinzipielle 
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Schwierigkeiten  dar,  wenn  man  die  algebraischen  Relationen  beachte^  die 
nadi  Herrn  Forsyth  ^)  zwiachen  den  Loenngen  der  soceeeeiven  MBOsiiiiiiii 
Yon  anoziierten  Differential^eicbnngen  beeteben*  £b  ist  mir  aber  biBher 
niebt  gelangen,  die  für  ein  beliebiges  n  eiforderliehen  komplineiieD 
Beohnongen  in  eine  fibersichtliche  Form  za  bringen;  ich  habe  mich 
dämm  in  dieser  Noie  «nf  die  Falle  »  —  2,  3  beschränkt. 

Klausenburg,  den  22.  Dezember  1900. 


1)  Phüosophical  Trauiiactious,  Vol.  179,  S.  454  ff. 


Zur  ntneren  Dreiecksgeometiie. 

Von  F.  Caspaby  in  Chariottenburg. 
(FoHMteang.)*) 

§  4. 

25.  Der  durch  (25)  dargestellte  Punkt  S  gestattet  noeh  zwei  Aus- 
dniekifonneii,  tob  denen  die  eine  unmittelbar  an  Tbeorem  XII  sieh 
aniditiefai 

Nach  (25)  nnd  (2$)  bat  man 

«5  -  (*i  +  ^tK^s  +  +  i-^t  +  ^i)  { i^i  +         +  (^s  +  ^       j , 

und  nach  (2) 

Denmaeb  folgt 

(»i  +  fiflk  -  Ol)  Ai 

also  ergiebt  sich 

(47)  «5-      +  o,  ^        +  ic(ar»  +  aOÄ  + 

Fftbrt  man  nim  die  zn  J3  assoziierten  Pnnkte  ein,  nämlicb: 

(eoj  -j-  «3  —  =  —     B,  -f  «Jj^  +  ^h^»t 

10  folgt  wegen  (19) 

(»i  +  »,  —        Hp  Oil,  =  (04  +  <P|)(B4  +  ^). 
Daber  Terwandelt  sieb  (47)  in: 

(»4  +  Ö,)5«S'  =  I  (cO*  +  «,HgJj  +  (0,  -  w.)      (ox{x^-\-  .r,) }  .4^ 

Der  Faktor  von  wird  aber  wegen  {^)  gleich  2  49^0,,  und  daher 
erhält  man: 

(4! »)  4-  iö|)«Ä  =-  2 Oj^io,    4-  ^^(«4  4-  iTi)  («4  4-  0|  —  «*) 

1)  Die  Korrektur  dieser  FortsetzuDg  hat  der  Verf.,  der  aeit  Mouaten  schwer 
krank  damiederUegt,  nicht  lesen  können.  Die  Red. 
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F.  Caspaet: 


oder  in  Warten: 

XVL  Der  Pwnkt  8  ist  der  8ißii»Uipi»M  der  drei  Qeradm  A^R^y 
Ä^jR^,  Ä^Ii^,  wobei  R^j  B^,      die  m  B  assoßüerim  Punkte  sM 

26.  Wandet  man  auf  den  Punkt  S  das  bereits  in  §  3  benntztc 

Üb  ertraguugsprinzip  an,  welches  dariu  besteht,  dafs  man  mit  G)^  und 
mit  j9,  vertauscht,  so  erhält  mau  aus  Theorem  XII: 

XVII.  BejrrichnH  man  mit  Ä^,  die  MitUipunkte  der  Segmente  A^A^, 
so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  B-A)^^  in  einem  PunJcie  0. 

Für  diesen  Punkt  0  erhalt  mau  aus  and  (25)  die  lolgenden 

Auadrücke: 

( ö.  0  =        -I-  .r,  -  x^)A^  +  .rj  (x^  +  j-^  -  a:,)-4,  +  ar,  {x,  +  ar,  - x,) 

^^""^  l       -  Ii  (ar    2*i)  A  +       -  +  «»(^  - 

und 

-f  (6)3  +  (oJ(w2  -f  Waji^a, 


(50,) 
wobei 


(61) 


ib  =  a  +  d 

ist    Zugleich  verwandein  sich  die  Gleichungen  {26)  in 

^-gZ  +3d<r, 

nnd  die  Gleichungen  (47)  und  (49)  in: 

(52)  öO  -  {x,  -f  ^,  -  x,)xB,  +  (gj^  +  ^o^){A,  +  ^,) 
nnd 

(53)  {x^  +  j-,)©  0  =  2.rjr, .  xB,  -f  i;«^  4-  +  J",  - 
wobei  iCt,        X^  die  zu  X  aBSOziierten  und  durch 

(a^  +  0^  — ar,)X,  ^—x^A^  +  x^^i^  +  jr^^^, 

(54)  (Xj  -f  j:,  —  j-jiAj  ^     -^i-*^!  ~  '^s-'^s  +  ^s^s» 

(^i  +  ^1  —  xi)X^  =      A  +  ^«  A  —  -«^s  A 

definierten  Punkte  sind. 

27.  Führt  man  noch  die  sum  Schwerpunkt 

a»soziierteu  Punkte  eiu,  iudem  man 

iE,  =  -  7^.  +  B,  + 

(55)  JS,-J8,  +  i?,, 
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setzt,  so  erhält  man  für  die  äufseren  Produkte  [X,//,]  die  Ausdrücke: 

denn  rechte  Seiten  die  Summe  Null  ergeben.  Daher  Mdmeiden  sich 
die  diei  Oeiftden  A^Hi,  -^^t  ^  eiiim  Punkte  H,  für  den 

um  durch  Snleere  Moltiplikation  zweier  der  vorstehenden  drei  Glei- 
ehimgen  findet: 

o(i9  +  6)H -  m(m  -  Ö){B^  +     +  ö,) 
oder  wegen  (30) 

(cj  +  6)H^  3(ci  -  d)ö  +  2mZ, 
Da  nach  der  zweiten  Gleichung  (51) 

wir,  80  folgt 

(m  +  d)ir-  3(iD  -  Ü)G  +  6d(7  -  2(01  9)0 

«3(w  +  d)(?  — 2(o-H(5jO, 

oder 

(56)  J5r+20  =  3ff. 

Diese  Kelation  stiruiiit  formal  mit  der  bekannten  Eulerschen  über- 
ein, uad  geht  thatsächiich  in  diese  über,  wenn  man  .r  (verj^l. 
Xo.  15)  setzt^  da  in  diesem  Falle  H  der  Uöhenschnittpunki  and  0  der 
Mittelpunkt  des  um      Ä^A^  beschriebenen  Xreises  wird. 

28.  Mit  Hilfe  der  Gleichnngeii  (2)  nimmt  das  GleichnngsByatem  (56) 
die  folgende  Form  an: 

xlTj  —  x?,/l,  +  ^jil,  -f 
wobei  zur  Abkflnnng  gesetzt  ist: 

(OÖ)  Jf^  =  dC^  +  X,  — 

Bildet  man  ans  (57)  die  anlseren  Produkte  [^^i^J  und  aus  sweien 
dsnelbeo  wieder  das  äulsere  Produkt^  so  erhalt  man  für  H  den  Ausdruck: 


{Di) 
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F.  Ca^pabt: 


Aus  (üH)  ergiebt  sich 


w  4-  2ü),)  Iii. 


89.  Die  TOistelieDdeii  Fonnelii  fCUnvii  su  folgenden  Theofemcn: 

XVIII.  Der  PiaiJä  O  ist  der  SchniÜpunkt  der  Geraden  BD^, 
ZG,  XW\  ebcmo  ist  er  Urr  Schnittpunkt  der  Geraden  B^X^,  B^X^, 
B^Xj^f  wobei  X,,  X^,       die  zu  X  assoziierten  Punkte  sind. 

XIX.  Legt  man  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  B^lhB^  Ptintllchn 
zu  den  Gegenseiten,  so  erhält  man  das  Dreieck  H^H^H^,  tcobei  der 
Pufikt  Hi  dem  Pnulte  Bi  gegenüberliffff.  Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
H^H^Hi  ist  der  Punkt  G,  der  nach  IV  auch  der  Schwerpmkt  seAi 
amderer  Drektke  isL 


Die  dm  Geraden  Ä^H^,  ^S^,  sdmeiden  «icft  tfw  Fumkte  S, 
(kr  auf  der  Geraden  OG  liegt  und  ewar  derarty  dafs  HG  '^iGOitL 


Demuaeli  hat  man: 

XX.  Die  Geraden  BiXt  gehen  durch  die  Mittelpunkte  der  Segmente 
AttAti  und  entsprechend: 

XXI.  Die  Geraden  ÄfRi  gehen  heg.  durch  die  MUt^unikte  der 
Segmente  BkBt. 

XXII.  Auf  jeder  der  drei  Geraden  .1,  A  'M  *  1,  i\  '.V)  bilden  die 
Pauktr  A,,  X  )nil  lim  Punkten  X,  uiul  dem  yenui/isahten  Schnittpunkt 
X  vier  haruwnisciie  Punkte,  und  zwar  sind  Ai,  X^'^  und  X,  Xg  i«- 
gcorduet. 

81.  Schneidet  mau  die  YerhindaugBiinien  X^'^X^^^  der  Funkte 


wahrend 


(6:5)  {xt  +      X')  +  x.Ai  -  xX 


ist 


00) 


{.r^  +      X<»)«  j-jvlj  +  x^A^ 


1  • 
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durch  die  Qeraden  AiÄtf  so  eil^t  mui,  wenn  inan 

[X<')X^^)  A^A^]  =  X', 
[X^XO  A^A^]  ^  X", 
[J£t»)XW  A^A^]  =  X'" 
seUt» 

(64)  (x^^a^)X"  '^-a^A^-^x.A,, 

(«i-arj  X"'--a:i^  +  «i^, 

and  da  die  Smnme  der  rechten  Seiten  dieaer  Qleiehongen  Terschwindety 
Hegen  die  dn»  Punkte  X\  X",  X"  anf  einer  Geraden     f&r  die  eich 

ergiebt: 

(65)  X  HZ  x^x^  [^,^1  +  x^x^  +  x^x^  [^1-4,1 . 
Die  Gerade  x  lieiMt  die  AormofitscAe  Fclare  dea  Punktes 

(1)  x^A^-\- x^A^-^  x^A^ 

i»  ati/*  ffff,<f  Dreieck  A^A^A^,  und  umgekehrt  der  Punkt  X  der 

harmonlsrhe  Pol  der  Geraden  JC, 
Aus  (64)  folgt 

ote  aaelt  (S) 

(66)  (x,  (X"  -  X'")  -  4  (D,-  A)  ■ 

Daher  folgt: 

XXJ77.  Die  Schnittpunkte  X',  X",  X'"  der  Geradenpaare  X<3)X(»', 
^jJj;  X'^'X'^i,  .43.4i;  X<*)X(*\  ^1-4,  ^w«?  die  vierten  hartnmüschen 
Punkte  zu  den  Funkttripeln  X^'\  A^,  A^;  X^'\  ^3,  A,;  X»,  A^,  A^ 
mui  liegen  auf  einer  Geraden  op,  die  eu  der  Geraden  D^D^  parallel  isL 
Die  Gerade  x  ist  die  hamomseke  Fokure  des  Fmikies  X  in  Bemtg  auf 
das  Dreieck  A^A^A^, 

Bestimmt  man  zu  den  drei  Punkten  D^j  D^  und  8  gemäfs 
ihren  Ausdrücken  in  (3)  und  (25)  die  haimonisehen  Polaren,  so  erhält 
nan  die  Anadrficke: 

«  -  (x,  +  x^jlÄ^A.]  ^-  (ä,  +         AJ  +  (^i  +  ^)[A^A\ 
and  erkennt,  dafii 

dab  diese  drei  Geraden  sieh  also  in  etnetn  Punkte  achneiden.  Man 
findet  denselben,  indem  man  [<l|<i^]  bildet,  nach  (39*)  als 

o  F=  öi-4j  -f  tOfAf  H-  m^Ay 

AxMv  in  MftilMmak  vad  thg^ÜL  IXL  BallM.  1.  18 
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F.  Caspaby: 


Demnaeh  folgt; 

XXIV,  Die  m  Begug  auf  das  Dreieek  Ä^A^Ag  gAQdäm  Karmo- 
mMun  Fdarm  der  ^mkU  D^,  D^,  S  »Aneidm  sük  tu  T;  und  eni- 
sprsohcncl: 

XXV.  IHe  in  Beeng  auf  das  Dreieck  B^B^B^  gebildeten  harnuh- 

nischcn  Polaren  der  Punltf        D^,  0  schneiden  sich  in  T. 

33.  Für  die  Gerade  X  W  erhält  mau  wegen  (1)  und  (27)  den 

Ausdruck 

und  itlr  Quen  harmoniscIieiL  Pol  in  Bezug  auf  daa  Dreieck  Ä^A^A^ 
folgt  unmittelbar 


Die  ledite  Seite  Ton  (67;  gestattet  wegen.  (H^)  und  (^l^)  eine  be- 
merkenswerte Umformung. 

Nach         und  folgt 


oder  wegen  (23) 

(67) 

wobei 


4-  x^{x^  -  xj(x^  -  JPj)^ 


(68)  ^  "«  miXjfX^  «f-  6)|jE|d^  -f>  Ojjt^jBi, 

80  folgt 

(«,,)  ««,P,      ^  - 


Demnach  eigiebt  eich  aus  (67) 


oder  wenn  man 


(69)  a*Ai  +  01^%  +  ©,»i4,  =  w*  IF* 


setat: 


(70)  afro  JJ;  -      G  -  ip*  H^. 


Nach  (80)  ist 
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ferwandelt,  und  fOr  xr^  sich  ergiebt 
(72)  xr^  —  3^  + 

EraeiEt  man  die  d?^  durcli  die  Oj  und  lalet  die  imTeraiiderty 
so  mSgen  die  Pmikte  Bi  in  Pimkte  flbeigeheii.  Dann  sind  nach  (2) 
die  P;  wie  folgt  bestimmt: 

iGi  P,  =  COj^j  -f-  (»3  .1 2  +  tJj/lj, 

Bildet  nen  nim  2Pj,  =  JP^  -f-  und  [^l-  Pj^j ;  so  erhält  man  ein 
Gleichungssystem,  welches  (24)  vollstiindig  entspricht  und  ans  diesem 
hervorgeht,  wenn  man  durch  o,-  ersetzt  Man  erkennt  daher,  dals 
die  drei  Geraden  A.P^^  sich  in  einmi  Punkte  schneiden.  Bezeichnet 
mau  denselben  mit  iV,  so  findet  mau  für  ihn  aus  dem  Ausdruck  für 
S  in  (25) 

(74)  4d(«d  +  d)^—  («1  +  ai|)(o,  -f  «Di)-4i  +  («,  -h  +  ffl^)^ 

Die  Substitution,  die  S  in  N  überiührt,  läist  Ji  unverändert,  führt 
aber  X  in  Jf  und  die  Punkte       in       über,  wobei 

* 

ist  Da  dieselbe  Substitution  die  in  (27)  definierten  Punkte  W  und  Z 
in  H^*  und  Z*  übeif&hrt^  wobei  W*  doroh  (69)  und  Z*  durch 

(76)      #*Z*  —  —  owZ*  -=  (aiiWj  +  (01^)^4  +  ( WgCOi  -f  09j-) 

dsfinert  iet^  yerwandelt  sich  das  GUeichnngssysiem  (26)  in  das  folgende: 

n^z*  +  d(jy^  +  JQ, 

Ans  (75)  ergiebt  sich  durch  Addition 

(78)  J^  +  ü^  +  itf.-^  4-^  +  ^,-3(7, 

mid  daher-  folgt  «ob  der  zweiten  and  dritten  Gleichung  (77),  ent- 
sprechend (29): 

(79)  sW^-wZ'^^-dM^, 

18* 


(75) 


(77^ 
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EImiuio  erliSlt  man,  entsprecbend  (38): 
wobei  2Jlf^,  »  Jlf^  +  Jlf,,  und  entaprechend  (40): 

Axu  der  ersten  Gleichung  (42)  ergiebt  sich 

Enefast  nuoL  hierin  dnreh  wählend  ^|  onverandeft  UmH 
80  möge  T  in      itbeigehen.  Dann  folgt 

er*  -  (o  -  26)  W*  +  26  .  Jtfi 
oder  wegen  (28)  und  (79) 

©r*  +  irTr*«  2dJfi, 

Hieraus  ergiebt  aich,  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Gieiciiuiig  (SO) 

(83)  aT*-^x^M'^UG, 
nnd  wegen  (44),  entsprechend  (46): 

(84)  '  m(Y-  T*)  =  a^(n  -  X\ 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar: 
XXVI.  I>ie  durch  Y  zu  liX  mJegte  Parallele  schneidet  RG  in  T*. 
35.  Wenn  man  in  (74)  die      durch  die  in  (19)  g^ebenen  Werte 
ersetzt,  folgt 

+  (<0(9}  +  a>jO)|)(a)|J^  +        H"  •'i'^)* 
Der  Faktor  yon      auf  der  rechten  Seite  wird 

Gij  ( -f  öjOj  -f      -f  «Oj'l  +  2(0  •         =  aij((a*  —  od)  +  2o  •  o^a^ 
Demnach  ergiebt  eich 

a\a  +  d)-y  -  («*  -  od)(oj-Bi  -j-  ra,^  +  o.jBJ 

oder  wegen  (20)  und  (21) 

{hü)  (ü)  -I-  d)iV^-  (o  -  d)R  +  2d  .  Dj. 

Diese  Eelaüon  aieht  zwei  merkwürdige  Folgerangwi  nach  sich. 
Mnltipliüert  man  die  erste  Gleichung  (61)  mit  2 

2(oi  +  d)0  -  2idJ2  +  2d  -  D| 
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oad  mbMiieit  (85),  so  erhält  man 

(86)  20^N-{-R, 
oder: 

XXriL   Der  Funkt  0  id  der  MiUelpiinkt  der  Strecke  NB. 
Setzt  man  zweitens  den  Wert  von  {p  -\-  S)N  auB  (85)  in  die  vierte 
Uieichung  (77)  ein,  so  erhält  man 

.  («  -  d)Ji  +  2d A  -  -  a:*Ä -I- 2il(Jf,  +  Jf^ 

oder 

(o  -  d  +  x^)B.  «  2d(Jtf,  -f  -M,  -  A)- 

Da  wegen  (38)  jt*  —  3d  —  «d,  also  o»  —  ^  +  dp* «  2d  iit,  wo  fst- 
gubi  nfih 

(97)  12- Jlf,  + ju;-A 

oder 

Setzt  man  daher 

üfi  +  Di  »  2  JHj, 

leniehnet  man  alao  mit  Jf^  den  Mittelpnnkt  der  Strecke  M^B^y  so 
folgt 

(88)  i^-f- 2Jf, -3G. 

Führt  man  in  (87)  fttr  i?,  itf„  Jf,,  ihre  Werte  aus  (22),  (75) 
und  (3)  ein,  so  erhält  man  das  bemerkenswerte  Identitätensyatem: 

!dpi  —  <i»i(Q>i  +  Oj)  —  o^^a' 
d;)s  =  0,(03  +  G)i)  -  (ox^x^, 

welches  sich  leicht  in 

(%J  dpt  -  -  (o«/  +  Ol/) 

umformt  nnd  wegen  (9»)  auch  noch  das  Identitötensjatem 

i^ljs)  *-l},o,  =  ^H-oar,* 

nach  sich  zieht.  Dabei  sind  die  Werte  der  Pf  und  z/  durch  (23)  und 
(6öj  bestimmt. 

36.  Um  die  in  (73)  und  fTf)"!  definierten  Punkte  P,.  und  M-  zu  kon- 
struieren, greife  ich  auf  Theorem  i,  Isr.  16  zurück.  Ersetzt  man  dort 
den  Punkt  X  durch  den  Schnittpunkt  Y  der  Geraden  WDj^  und  X(t 
und  b^ichnet  die  Schnittpunkte  der  Transreraalen  ^,  Y  mit  den  Drei- 
eeksseiten  A^A^  durch  Yl'>y  so  gelangt  man,  entsprechend  den  Punkten  B^^'\ 
zu  Punkten  PJ-''^.  Dann  schneiden  sich  die  Geraden  ^jP/*\  ^P/*^, 
^3?/»)  im  Punkte  P,  nad  die  Geraden  A,Pf'\  A^P,^'\  ^^P/')  im 
Punkte  Mt,  Beaeichnet  man  also  den  Mittelpunkt  der  Strecke  ifi2>i 
doxch  Ml,  so  folgt  ans  (88): 
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F.  CMVAftT: 


XXVIII.  Der  MUUdpunkt  der  Strecke  M^D^  liegt  auf  dar 
Geradm  BG  tmd  swar  derasri,  daß  RQ^  2GM^  id, 

87,  Die  in  §  2  unter  III  bis  IX  gegebenen  Theoreme  YenntMi 
sich  in  entqprechende,  wenn  man  dmch  F^^'\  dnzch  P„  i), 
dofoh  Mf,  dttroli  7^^  und  X  doxcb  T  enetet  Diese  Sabstitation 
ist  die  nämliche,  wie  die  in  Ko.  84  yerwendetey  bei  der  man  £•  durch 

ersetzt  und  die      im  verändert  läXst,  und  welche  die  jS  in  N,  in 

TT*  -  \A,1\  .'1,PJ,  W,  r,  Z  in  Tf*  r*  Z*  überführt,  während  Ä 
und  G  unverändert  bleiben.    Hiemus  erhält  man  das 

Erste  Lbertroffum/spriuzlp.  Vortausehf  man  r,  »?/7  w,  und  läßt 
die  unverätidert,  so  bleibm  auch  .die  Funkte  G  und  M  UHverimdort, 
wälurend  die  Funkte 

B„  A,  X,  S,  Wt,  W,  Z,   r,   0,  H, 

p„      y,  .V,  >r*,  w*,  z*,  T*.  0*.  u*,  n* 

verwandeln. 

38.  Die  in  Nr.  37  auftretenden  Punkte  0*  Ä*  Ii*  sind  bisher 
nicht  ao^esteUt.  Dies  soll  jetsi  geschehen.  Ans  (60)  folgt  duch  £r 
setsong  Yon  a;«  dorch  4D|: 

o(4d  —  p)0*  =  OiCtOj  -f-  (Dj  —  4-  Wji^j,  -i"  ©1  —  o^)^ 

(89)  +  ©^(ciJi  4-  cj,  -  o,).4, 

0»!  (o  ~  2 10|) j1| -f  0|(o  ~  2 0|)^ + e,(o — J| 

nnd  daraus 


(90) 


{{Ad  -  »)o*  -  a(i^  +  jg  +  (2a  -  o>)  ir* 
-  «r+2(2*-o)ir*, 


Die  dritte  dieser  Gleichungeu  ercriebt  sich,  wenn  man  die  erste 
mit  2  nniltipli/.iert  und  die  zweite  abz  elit:  zu  der  vierten  Gieichmig 
iielangt  mau  aus  der  ersten,  wenn  man  miuels;  ;^T9)  —  a\  W*  aus- 
drückt und  T'^'i  berücksichtigt;  die  fttnlte  Gleichung  endlich  ist  eine 
Folge  der  vierten,  wenn  man  ans  der,  tweiten  Gleichung  (80)  den  Wert 
Ton  Z*  entnimmt 

89«  Znr  AnfeteUnng  des  Ansdntckes  lilr      benntae  ich  (59X  Di 
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N  folgt 


•^91) 

odsr 

(92) 


(4d  -  ai)ir*  -  -  2(26  -  «)  Vr*  +  2d .  if^  ~.3(o  -  2d)a 
.  _  2(a  -  «)2P»  -  3(9  -  2d) <?. 
Hieraus  folgt,  wegen  der  vitfieii  Gleichung  (90) 

(93)  n*  +  20*  =  dG, 

d.  h.  diejflBige  Relation,  welche  sich  aus  (56)  bei  Anwendung  des  ersten 
Obirtngungsprinzipes  ergiebt  Ganz  ebenso  folgt  mittels  dieses  Prin- 
zipes  »OS  (86)  unmittelbar 

(94)  20*-Ä  +  Ä 

Doidi  RedmuDg  ergiebt  sieh  diese  Belation,  wenn  man  anr  Tierten 
Okaekmig  (26)  sR  addiert  und  d«n  entstehenden  Ansdrnck  mitteb  (7) 
and  (88)  nmfonni 

40»  Bnetat  man  in  (67) 

(67)  ^iPi  ^1  -f  ^äPa^i  +  ^tPt^f 

X.  dorob  &4  und  beachtet         so  erhält  man 

(95)  ro*H*  -  ©iAilj  +  «^,-4,+ 
vobei 

(96)  ^*'-A>iA+aSi^+oi^ 

ist  Hnlüpliziert  man  die  ente  Gleichung  (%)  mit      so  folgt 

oder  ailgemein 

(97 )  xatpi  -» ^  —  axxt*, 

wobei 

ist  Demnach  folgt 

Dem  Ausdruck  \Mai  sich  wegen  der  ersten  Gleichung  (ät,)  die 
Form  geben 

«1  öf«!  +  ®i    -  A  - 
—  «(»a^»+l>i»i) 


üigi 
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oder  wegen  (Ät,) 

Demnach  geht  (99)  über  in: 

(100)  -  ^«0^0*=-  3^'  G  +  owW, 

Aus  (70j  und  (lOOj  folgt  noch 


8  5. 

die  Punkte  Ct  ein,  definiert  durch 


Ci=  2xk  —  2a:|-f 


(..  *,  /=»!,     »i  S,  »,  1.  S,  l,  S) 


41.  Führt 

(101) 

80  folgt 

(102) 
wobei 
(103) 
und  nach  (58) 

(68)  Mt^Xt-^Xt  —  Xi 

ist   Ana  (101)  ergiebt  lieh  leicht: 

(104)  -.3(iCi  +  z,)G-a;J9„ 

--x,B,  +  (a?,  +  arO(^*  +  ^. 
Aua  (101)  und  (104)  folgt: 

XXIX.  Der  &AnUtpi»M  0«  der  Geraden  A^X  vnd  BtG  Uegt  auf 
dar  Geraden,  wddie  den  PmiH  j9,  mit  dem  MiUelpuM  der  Streäce  B^B^ 
vefbindeL 

Setzt  man 

(105)  =  [B,C,  B,CJ, 
80  findet  man 

(106)  A,L,  =  -  a;i(ai  -  orj^,  +  e,^  +  0-3  (j-,  -  x^)A^, 
AjL,  =  a^(a:j  -  Xt)A^     -  x^ix^  -  a^)4,  + 

wobei 
(107) 
ist 

Aus  (106)  ergiebt  sich 

=  +  x^lA.A^. 
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Hieratis  findet  man  fQr  den  DarcbschnittBpmkkt  der  Goradea  A^L^ 

und  lieii  Aujsdi  uck 

der  nach  (54)  den  Punkt      kennzeichnet  Denmacli  kat  man 

(108)  [Ä,L,  AM  =  X,, 

oder: 

XXX.  Bezeidinet  man  mit  die  Durchschnittspunktc  (kr  Geraden 
BiCj  mul  7?jC^  muf  mit  X,-  die  Durchschnittsptmli^  der  Geraden  A^L^ 
und  AfL,^  so  sind  die  Funkte  X,  die  mm  1^ unkte  X  assoziierten. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (106)  der  Heike  nach  mit 
j,(jE^  +  «a),  :r,(a*3  +  arj),  x^(xi  +  x^)  und  addiert  sie,  to  wird  der  Faktor 
Ton  il|  auf  der  rechten  Seite  gleich 

^1 1         +  a:,)  -  x^{x^^  -  Tj»)  -h  x^{x*  -  ä^«)) 

oder,  da  der  in  dm  Klammer  «tefaende  Auedmck  rerschwindet,  gleich 
Null.  Demnach  folgt: 

oder,  wie  Herr  Ripert  gefimden: 

XXXI.  Die  im  Pmkie  Z,,  Zte<7m  auf  einer  Geraden^  die 
ditreh 

(110)    i^x,  -       [A,A,\  +  ix,  -  xj»      A]  +  i^i  -  ^.)*  [A^J 

amgedrüdU  ieL 
Da 

-  «,)*Pi  +  (ä?,  -  arj*  A  H-  («i  -  a^)*Pa 

and 

identisch  Terschwinden,  so  liegen  anf  der  Gersden  (110)  die  Ponkte  B  nnd 
Demnach  lassen  sich  X^,  X^,     durch  J{  nnd     linear  ansdrlldEen. 

In  der  Tliat  findet  man  ans  den  beiden  ans  (106)  herrorgehenden 
Oleiehnngen 

tu  Verbindung  mit  (109)  für  die  X|  die  folgenden  Werte 

2h        =  x^x^GiB  —  XifoH,, 

(112)  Pi^Z,  =  x^x^GjJt  -  a:,ro/?o; 

48.  Aus 

(113)  F,^iÄ,C,Afi^ 


(lU)  j  . 

|XjA|Xj  4 
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folgt 

(114)  j  3j-j     -    .Ij  +  ./-g     +  Zj, Jlj, 
und  daraos,  wegen  (9): 

(115)  $x,{F,  ^G)^  {X,  -  x,){Ä,  -      -  x(B,  -  X), 

(116)  c.C,  +  3a:,F,^  L\rV, 

( 117  I      (ir,  -  x,)At  +  dXiF^  =  OJi**, 
wobei 

(118)  2«  e  -  (a;^  +  a;^)^  +  («,  +  *0    +  («^  +  x,)A^, 

(119)  a?F  —  IT,     +    il,  +  ir,^,. 

Au«  (1)  und  den  beiden  letztt^n  Gleichuiigen  ergiebt  sich 

(120)  i  +  2Ö-3ö, 

(121)  F+2X-3Ö, 
und  dumif 

(122)  2e-F+X 
Dft  nach  (2) 

BO  folgt 

2«  (^,  -  e)  -  («,  +  a^)  (A^  -  j.) + («b + «i)   -  ^) 

^         «=  (a:,  -  a;,)  (^,  -  J,) 
und  allgemom 

(123)  2x{Q  -  J?«)  =  {xj,  -  x;)(A,  -  A,l 

Ganz  ebenso  ergiebt  sich  unter  Benutzung  von  (57) 

(124)  ix{F--H;)^(x,-x;)(A,-Ä^, 

Ans  den  Formebi  (112)  bis  (124)  findet  man: 
XXXn,  Die  dm  Fitnkfe  X,,  Z„      liegm  auf  der  dumk  B  md 
S^nenäm  Oenukn, 

XXXIII.  Beeekknd  man  mit       die  DurdtsehmUspmkie  der 

Geraden  Äj^C\  und  AjC^,  so  schneiden  skii  die  Geraden  A^F^  in  F  und 
die  Geraden  C^F^  in  Q. 

XXXIV.  Dir  Grrmlcn  GF„  XB„  B^^q,  H^F  sind  unter  e^tmnder 
und  den  Dreiecksseiten  A^^A^  parallel. 

XXXV.  Die  Funltr  X,  Gy  F,  Q  liegen  auf  einer  und  derselben 
Geradeti  und  ewar  so,  dafs  der  Funkt  Q  die  Mitte  der  Strecke  FX 
«nd  XG=-\GF==2GQ. 

48.  Um  ans  den  Formeln  und  Sätzen  dieses  Paragraphen  mittels  des 
eisten  ÜbertragungsprinzipB  neue  herleiten  zu  können,  bedarf  es  noch  der 
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(126) 


(127) 

(128) 
(129) 

(130) 


Kemitnis  der  Punkte  C*,  L^*,  F^*y  F*,  Q*,  //,*,  die  aus  den  ent- 
sprechenden Punkten  C,,  L-,  .  .  .,  hervorgehen,  wenn  man  mit  gj^ 
Tertauscht^  aber  die      unverändert  läüst.    Man  findet: 

^        -  i^k  +     -  (a,)Ai  +  (.),A,  ~f-  a^Ai, 
{12d)  \  =  (öj  -f  OJ,  —  2oj,)^.  -f  w  r, 

-  (m,  +  ©4)«P»  -  («1  -I-  ö,)C|* C,*, 
«  («,  +    -  2©J  A  +  e*C*, 

Unter  IILnzufügung  und  Benutzung  dieser  Werte  Hilst  sich  das  in 
Nr.  37  ausgesprochene  erste  Übertragungsprinzip  schematifich  in  folgen- 
der ftbersiditlichen  Form  dantoUen. 


Erstes  Ühertragtmgsprinzip. 

A)B,X\D,\Si  W,  I  W\Z\T]  OJ  H,'  U\C,'  L,\F,\  F\  Q\RJß\G 

x^  fo-  \  d  \s  =  Ad  —  &\      w  ~  d  —  m      I     z  =  26  —  G} 


LiDj{aij;x,-lai^| ,  0(0  +      |—  oj»  —  a>((9  —  2d)|—  otr  »  0(01  ~ 

44.  In  (ien  Nr.  17,  21  und  26  ist  bereits  ein  anderes  Über- 
tragungsprinzip verwendet  worden,  bei  welchem  x,  mit  o),-  und  überdies 
A-  mit  I?,  vertauscht  wird.  Hierdurch  vertauschen  sich  D,  und  2>g, 
X  und  JR,  TT  und  Z,  S  und  0,  T  und  während  /),,  6r,  un- 
Terandert  bleiben.  Die  anderen  bisher  eingeführten  Punkte,  wie  H^j 
B,  N, .  . .  gellen  in  neue  über,  die  bez.  Hj\  TT',  N',,.,  bezeichnet 
werden  mdgen.  Unter  Verwendung  dieser  Bezeichnungsweise  kann 
man  d»  neae  Übertragongeprinzip  0chematiBch>  wie  folgt,  daretellea. 
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Zweites  Übertragungspringip, 

.i,|i).|3qTF|smii;|g|y|F,|j'|c.|i,|0|Ji;,l|Z),|g|iF, 

B,\D''R\ z\qY\n-iHwmF-\c:\L/\  Ö'|if„'.A!G|  w, 

xA     CO,     i  d  \s  =  46     (ü\      w  =  d  —  (0      1     r  -  26  -  a 


(131) 


45.  Die  in  dem  zweiten  Überiragungsprinzip  Torkommenden,  mit 
oberen  Strichen  versehenen  Punkte  H/j  ST, . . sind  bisher  nicht 
bestimmt y  ich  beschränke  mich  im  folgenden  auf  die  Angabe  ifanr 
Werte^  wenn  die  Herleitung  keine  Schwierigkeit  bereitet: 

H,'  =  —  -4^  +  ^4  +  Jf, 

132)  (U  -  üj)B'  ^  3(2d  -  o)G  -  2(d  -  cd)  W. 

Um  die  Verwendung  der  Übertragungiprinzipien,  etwa  des  zweiten, 
an  einem  sehr  einfachen  Beispiele  zu  zeigen,  greife  icU  anf  Gleichung  (66) 
(&6)  B^4-20-3(? 

zurück.  Nach  dem  zweiten  Übertragiingsprinzip  entsprechen  dm  l'unkteii 
H  und  G  die  unter  ihnen  stehenden  Punkte  ff  und  während  dem 
Punkte  0  der  über  ihm  stehende  Punkt  S  entspricht  Daher  ergiebt 
sich  aus  (50)  die  Kelation 

die  aus  der  zweiten  Gleichnng  (26)  und  (126)  auch  direkt  leicht  bor- 
geleitet  werden  kann. 

46.  FflT  i^'  findet  man  ans  (74) 

(«•  +  ä)2r  -  («,  +  x,)(x^  +  x,)B,  +  [x,  +  x,){x,  +  x,)B, 

und  mittels  des  zweiten  L  bertragungspriuzipes  aus  (8ö) 
(133)     {x^  +  d)ir  -  (ic«  -  d)X  4-  2di>,. 

Die  Qleiohbeit  der  beiden  AosdrAcke  für  2f  eigiebt  sieh  ans  d«r 

Identit&t 

FOr  C/  ergiebt  sieh 

Ä,Gl 

*  -  ®*    +  (»4  +  0|)  C-i»  +  4) , 
^  (lOji  +  ©,  —  2fOt)Bf  +  <DÄ, 

—  —  <aÄf  4-  3(iOj  -f 

c/  ^  2©^  4-  2o,  —  cö|  •«  C|*. 


(184) 
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Ebenso  findet  man  für  die  F/: 

^ißfFf  »  ^i^i  "I"  iPi    ff  —  ^i^^k  "4"  d^i    ***  —  ^d^tf 

-(o,H-cD,-2a>,)B,  +  c;C;, 

(o<  +  (Di  -  204)^1 4-  c;  cy. 

47.  Für  Q'  und  folgt 

(136)  I  +  a,,)^^-f      +  +  + 

|oF'  —  (»j  +    —  2o,)i?<  +  3o.F,, 

(137)  (ü,  +      -  a3j)i?j  +  ((ü,  -f     —  +  (öl  +     —  ö  j iB„ 

FQr  X/  und  üj^'  erhilt  man  andlich: 

48.  Setzt  man 

80  lautet  die  Orleichong  jedes  Kegelscimittes^  der  durch  Ä^,  A^,  A^ 
iuadorchgeht: 

Soll  dieaer  Kagdachnitt  aneh  durch  D,  ond  D,  hindnrehgdlMO,  ao 
miila  IC  —  0  aein,  fOr 

fl*  L  ea  mnia 

MUL  Daxana  folgt 

«1 :  0^ :    »  0| :  loi :  a»|. 

Somit  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  durch  A^,  A^,  A^,  Dg, 
hindurchgehenden  Kegelschnitts 


(139)  I' 
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Auf  diesem  Kegelschnitt^)  liegen  die  Punkte  S,  und  S,  da  ilire  Ko* 
ordinateni»,,  |)„  und  (flfi (iet+iP»)(a;,+a:i),  (^s+Xi)(a:i+a^) 
der  Qleiehimg  (140)  wegen  der  beiden  letzten  Identitäten  (^5)  genügen. 
Ebenso  wird  Gleiehung  (140)  und  zwar  identisch  erfttUt  fOr  den 
Punkt  R^^,  sowie  fElr  die  Punkte 

c/  C^  "  —  öl ^1      (w,  +  o)s)(^  +  -4s), 

ciC;—  m^A^  +  («D,  +  aii)(^  +  il»), 

-  -  0,-4,  +  (©,  +  ffli)(4i  +  -4,); 


(141) 
und 
(142) 


Oiüi'  -  -  (»4  -  ö|)(-4,  -  ^), 

«t^E^  —     ID|^  —  (o,  —  Oi)(-4,  —  -4i), 

Ersetzt  man  die  mittels  (19)  durch  die  B^t  so  folgt  aus  der 
ersten  Gleichung  (142) 

mm^E^  =  |o,*  +  («i  —  »■)*  J  A  +  ®f  (»8  +  «I  —  o*)-^ 

+         +     ~  «»t)-^ 

oder  wegen  (2öi) 

aoiEi  —  füia?  +  d)5  +  (oj*  4-  (o,  —  o,)*  —  ci,ai|  —  OjOj  —m^\Bi. 
Der  Faktor  Ton      nimmt  leicht  die  Gestalt  an 

oder 

(ra*  —  2ajd;  —       —  war^c^  =  la*  —  3iDd  —  axx^     —  (ax*  —  ojtj, 

Deumach  folgt: 
(143)  e;  =      +  d)5  -  a?(af  +  x,)5,. 

Also  erhält  man: 

XXXVI.  I)(r  durch  die  TunkU  A^,  Jj,  Ä^,  D,,  i),  bestimtak 
Kegelschnitt  ^  ^e^^  aiie^  durch  die  Punkie  B,  8,  B^*;  C^,  C^,  C^] 
£1,  J?j',  J?,'  hindurch. 

XXXVJI.  Punkt  E;  ist  der  Sdmit^auM  der  Geraden  BtS  mä 
der  duri^     jm  Aj^Ai  gegogenen  ParaUde. 

49.  Wendet  man  auf  die  beiden  letzten  Satze  das  zweite  tbef 
tragungsprinzip  an,  so  erhSlt  man: 

XXXVIII.  Der  durdt  die  P^mkte  B„  B,,  B^,  B,,  D,  hegtimmU 
KegdeckmU  ©  geht  audt  dvrdi  die  Punkte  X,  0,  C^,  C\,  T,; 
E^,  E^,  E^  hindun^,*) 


1)  Vgl.  E.  Jahnke  a  a  0.  S.  25,  Theorem  Xym,  wo  der  lüttelpiuikt  dk 
Eegelschnitts  angegeben  wird ;  es  ist  der  Punkt  Q*. 

2)  Vgl   E.  Jahnke  u.  a   0  S.  24,  Theorem  XI!,  wo  als  Mitt.lpunVt 
Kegelschnitts  gem&ia  dem  ersten  Üheitragungsprinzip  der  Punkt  Q  gefanden  ist. 
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(14*) 


und 


(147) 


XXXIX.  Punkt  Ei  ist  der  SekmüpiiM  der  Qerode»  Afi  mt»  der 
dmk  B(  Mit  B^B^  gezogenen  PardUete, 
DemnAch  findet  man  f&r  J^^: 

ZfEf  —  s^Bf  —  (a^  —  Xi)(Ei  T 

(146)  «*<JS;  =  (»  +  tf)  0  -  (« -f  o^A* 

Mit  Beantznng  von  (55)  erhElt  man  ane  (144) 

und  (144) 

»«1^1  +^1-^ 

-     -  2a?,)    +  (a?  -  2«:^)  jB;  +  («  -  2ar,)B.. 

Auä  der  letzten  Uleichung  folgt  wegen  {41) 

oder 
(148) 

Ebenso  ergiebt  sich  mit  Hilfe  des  zweiten  Übertragungsprinzips 

(149)  tr'-i-2r-3G, 

wobei 

(150)  aJ  -  oj^i'  4-  + 
ist 

60,  Zam  Schlnfs  will  ich  noch  ein  drittes  Übertragungsprinzip  an- 
geboi,  mittels  desMii  ans  den  bisher  angestellten  Formeln  und  Theo- 
mnen  zshlreicke  neue  herroigehen. 

Yergleieht  man  die  Fonndn  (1)  und  (119);  (2)  mid  (57);  die  erste 
Gleichung  (3)  und  (59),  so  erkemit  man,  dab  die  Punkte  X  und  F, 
Bf  und  Hf,  i>|  nnd  JSf  in  einander  übergehen^  wemi  man  mit 
t,  =  x^-\-  Xj  —  X-  TertetMeht,  die  aber  nnreiindert  läfsi  Da  — 
=  2(t,  —  x^)  und  -{-  2x-f  bleibt  bei  der  Vertauschung  von  r, 
liüd^.  wegen  (29)  Ii  unverändert,  Q  verwaudelt  sich  wegen  (118)  iu  2X, 
S  wegen  (25)  und  (3)  in  i>i  und       =  J  {D,  +  /),)  wegen  (B)  und  (50) 

in  0.  fieseichnet  man  noch  mit  W,  Z,  ...  diejenigen  Funkte,  welch« 
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am  Wf  Z,  , durch  die  Vertaiuchung  yon  mit  «r^  hervorgehen,  w 
kann  man  daa  dritte  Überbragangapriiudp  achaniatiBch,  wie  folgi,  iu- 
ateUen: 

LnUes  Obartragmigsprkunp, 


X 

A 

1  -^23 

Q  \S\W\Z\0\Y 

A,\H, 
1,1  6 

1 

1  0  \2X\J)^\W{Z\Ö\Y 

W       \         S         \  G),. 

r|...lij|e 

1  <o  1 

Dabei  haben  die  überstrichenen  Punkte  die  folgenden  Werte: 


(öo  +  d)2f «  (3cj  -  d)R  +  2((D  +  d)^, 

(3d  -  3(o  +  d)(?  -  4oJ2. 

Charlottenbargy  den  16.  Dezember  1900. 
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über  die  Stratüung  der  Oase.^) 

Von  £.  Pbingsh£IM  in  Berlin. 

Eilüeituiig.  11  Das  Kirchhof  [sehe  Gfsets.  Der  innige  Zusammen- 
bang,  weither  zwischen  der  Emission  und  der  Absorption  der  Straklimg 
besteht,  zeigt  sieh  am  deutlichsten  hei  den  Linienspektreu  der  Gase. 
Bei  diesen  ist  zuerst  der  schöne  Versuch  der  ümkehnmg  der  bpuktral- 
liaien  gelungen,  welcher  für  die  big  dahin  rätselhafte  Erscheinung  der 
Fraunhofer  sehen  Linien  eine  so  einfache  und  Achtbare  Erklärung 
gaby  und  welcher  mit  einem  Schlage  das  Gebiet  der  SpektraUuialyBe 
ubor  die  engen  Manem  dea  LaboratOTiami  huuras  anf  die  unermels- 
liehen  Rinme  der  Stemenwelt  aosdehnte. 

Da8  Beatreben,  dieser  wichtigen  Entdedning  eine  ÜheoretiBche 
Gnmdlage  sn  geben,  führte  Kirchhoff  in  seinem  berflhmten  Gesetze  über 
den  Zusammenhang  zwischen  Emission  und  Absorption  von  Licht  und 
Warme.  Dieses  Gesetz  ist  die  Grundlage  der  gesamten  theoretischen 
Stnhlungslehre  geworden.  Die  Strahlung  der  festen  und  flflssigen 
Körper  gehorcht  dem  Kirchhof  fachen  Gesetze  vollkommen  —  bis 
auf  bestimmte,  leicht  erkennbare  Ausn;ihi!ien  —  und  seine  Bedeutung 
auf  diesem  Gebiete  ist  immer  mehr  umi  mehr  hervorgetreten ,  beson- 
dere in  der  junirsten  Zeit,  seitdem  es  gelungen  ist,  die  Strulilung  des 
j^hwarzeii  KTirju  rs''  praktisch  herzustellen  und  so  der  experimentellen 
Untersuchung  der  tStrahiungsgesetze  eine  teste  wissenachaftiiche  Basis 
lu  geben. 

Anders  auf  dem  eigentlichen  Heimatsgebiete  des  Kirchhoffschen 
Sitzet,  der  Spektralanalyse  der  Gase!  Hier  ist  die  Bedeutung  dieses 
Gesetzes  immer  mehr  abgeschwächt  worden,  und  es  hat  sich  ergeben, 
M  f&r  sehr  yiele  Strahlnngsvor^^inge  die  Bedingungen  nicht  erfüllt 
and,  unter  denen  das  Kirehhoffsche  Geaeta  Gültigkeit  beansprucht 

Kirchhoff  hat  seinen  Satz  auf  thermodynamischem  Wege  abge- 
leitet indem  er  den  zweiten  Hanptsatz  der  mechanischen  Warmetheorie 

1)  Dieser  Aufsatz  ist  eine  kürzere  Bearbeitung  des  Rapports:  „Sur  r(^mission 
des  gaz'*,  welchen  ich  fOr  den  Intematioiialen  Physiker-Kongreb  zu  Paris  1900 

fwfafet  habe. 
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aneh  auf  den  Wumedbergiuig  durch  Stnhlimg  anwendete.  Die  Gnuui* 
bedingnng,  welche  die  Strahlung  eines  Eorpen  erßülen  mnfs,  dimit 
der  zweite  Hauptaats  auf  sie  anwendbar  ist,  UUst  sich  folgendermaben 
aassprechen: 

Grundbedingung.   JOie  von  dem  Körper  ausgestrahlte  Energie  nmfs 

volUtündif/  u)id  unmittelbar  der  ihm  inneirohnenden  Wärme  mtmmmen 
seinj  und  die  Energie  der  von  dem  Kijrp  r  absorbierten  Strahlutig  muß 
sich  vollständig  und  utmultclhar  in  Wärme  umsetzen. 

Eine  Strahlung  welche  diesen  Bedingungen  genügt,  wollen  wir 
mit  R.  von  Helmholtz^)  als  reine  Temperaturstrahlung  bezeichaen. 
Nur  ttir  diese  gilt  der  K  irchhoffselie  Satz,  durch  welchen  die  Strah- 
Inng  eines  beliebigen  Körpets  K  in  eine  einfache  Beziehung  gesetii 
wüd  znr  Strahlung  eines  bestimmten  Kdrpers,  des  wMkommen  sdwcwtm 
KSrpers.  Dieser  ist  ein  idealer  Körper,  dadurch  definiert,  dafs  er 
Strahlen,  die  auf  ihn  fallen,  absorbiert,  also  Strahlung  weder  reflsküeit 
noch  hindurchULfsf   Das  Kirchhof  fache  Gesetz  lautet: 


Hier  bedeutet  A  das  Al)sorj)tioüsveriuögeji  »Ifs  beliebigen  Korpers  A* 
e  das  Emissiünsvt  rtnrnj:-:.!!  dos  scJiirar:rm  Kör}»«*r8  für  die  Wellenlanir^ 
A  und  die  Temperatur  T.  Deiuuacli  ist  JEdk  resp.  edk  die  vou  Ä', 
resp.  dem  schwarzen  Körper  für  die  Einheit  der  Oberfläche  in  der  Zeit 
1  ausgesandte  Energie  derjenigen  Strahlung  Ton  beliebiger  Riebtung 
und  Polarisatiousebene,  deren  Wollenlänge  zwischen  X  und  jl  +  rfA 
liegt;  die  Zahl  A  giebt  an,  welchen  Bruchteil  der  auf  ihn  einfiftUeaden 
Strahlung  dieser  Art  und  Richtung  der  Körper  K  absorbiert  Das 
Kirch  hoff  sehe  Gesetz  sagt  also  ans,  dafs  für  aÜe  Körper  das  Ter' 
häUnis  gma^ien  dem  EmissianBvermögen  und  dem  ÄbsorpHanaoemugm 
für  diestibe  Temperatur  und  WdlenUktge  dasselbe  ist,  und  ewar  gteiA 
dem  Emissionsvermögen  des  sehwareen  Körpers  von  glei(^ier  Temperakr 
für  diesdbe  Wdknlänge. 

b)  Tlieoretisch  mögliche  Fälle.  V^  enn  ein  Körper  ilie  Gfrond' 
bedingung  der  reinen  Temperaturstraliluug  nicht  erfüllt,  so  bat  zwar 
sein  AbsorptionsvoniKifjtMi  A  in  jedem  Strahlungszustaude  einen  gsiai 
beHtiinniten.  experimentell  feststellbiiren  Wert,  aber  das  Emisaions- 
vonnüi^en  E  brnuobt  keineswegs  gleich  Ae  '/u  sein,  sondern  es  k.inn 
grölser  oder  kleiner  sein  als  dieses  Produkt.   Auch  hier  ist  es  nicht 

1)  H.  V.  Helmhnltz:  IHe  Licht-  und  Wiinnestrahlung  verbrenuemlor  Gute 
Gekrönte  Preisarbeit  den  \  ereina  zur  Förderung  de«  GewerbefleUbea  in  Deutocb- 
laiid.    S.  29.  Berlin.  tä90. 
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nnmoglieh,  dab  fOr  eine  oder  die  andere  beBÜmmte  Temperatnr  und 
Welleaüaiige  E  ^  Ae  wird.  Aber  dafii  diese  Gleiehnng  bei  einem 
lolehen  Körper  iftr  ein  grofseB  Temperatnrgebiet  nnd  fOx  alle  Yon  ihm 
ftugesuidten  Wellenlängen  gelten  sollte,  ist  so  nnwabiBcheinlich,  dafs 

man  praktisdi  mit  yoller  Sicherheit  sagen  kann: 

„Wetm  ein  Körjxr  don  Kirchhof f sehen  Gesetz  geniigif  so  ist  seine 
Sirnlihuifj  eint  reim-  Tmi pt  rat nratrahlu/iy ;  n  eun  ein  Körpir  dnn  Kirchhoff- 
»dun  Gesetz  nicht  geniiyt,  so  ist  seine  StraMung  keine  reine  TempeicUur- 
itraklitngJ' 

Die  Fracke,  ob  eine  Strahlnng  reiue  Teiiiperatnrstrahlung  ist  oder 
aicht,  wäre  daher  Toilständig  durch  den  Versuch  zu  lösen,  wenn  es 
gelange,  die  Temperator  des  strahlenden  Körpers,  sowie  die  GrÖfsen 
E  tind  A  genau  genug  ta  messen,  um  konstatieren  zu  können,  ob  für  alle 
in  Betracht  kommenden  Wellenlängen  die  Gleichung  (1)  befriedigt  ist 
Aber  dieser  Messung  stehen  sehr  groise  Schwierigkeiten  entgegen. 
Nor  in  wenigen  Fallen^  wo  eine  sehr  starke  Abweiehnng  Tom  Kirch- 
koffsehen  Satze  Torhanden  ist,  ist  die  experimentelle  Angabe  leichter^ 
und  es  giebt  Lenehtrorgangey  bei  denen  man  nicht  nur  nachweisen 
kann,  dats  E>  Ae  ist,  sondern  sogar,  data  £>  e  für  die  betre£E'ende 
Temperatur  ist. 

Die  Emission  e  des  schwarzen  Körpers  ist  lediglich  eine  Funktion 

der  WeUenlän^e  l  und  der  Temperatur  T,  ihr  Verlauf  ist  durch  die 
Arbeiten  vou  Lämmer  und  l'riiigisheim  innerhalb  weiter  Grenzen 
der  Variablen  bekannt.  Dagegen  können  die  Gröfsen  A  und  K  noch 
von  vieleu  anderen  Variablen  abhiinpren.  Sic  sind  im  allgemeinen  ab- 
hängig von  iUnn  gL'samten  physikalisc  lieii  und  chemischen  Zustande 
des  stralilenduu  Körpers,  bei  Gasen  insbesondere  vom  Dnick  und  der 
Dichte.  Sie  können  auch  von  sehr  komplizierten  Vorzügen  abhän<^'en, 
bei  Gasen  besonders  häufig  TOn  chemischen  Umsetzimgen  und  elektri- 
schen Entladungen.  Aber  auch  hier  kann  der  Kirch hoffKche  Satz 
erfüllt  sein;  wenn  auch  E  und  A  noch  so  komplizierte  Funktionen 
Tieler  Variablen  sind,  kann  doch  der  Quotient  EjA  —  e  sein,  also  eine 
reine  Fmiktion  der  Wellenlange  nnd  der  Temperatur. 

Im  allgemeinen  sind  bei  denjenigen  Vorgängen,  bei  denen  ein 
KSrper  nicht  durch  blolse  Erwärmung^  sondern  durch  andere  Er- 
regungen, 8.  B.  chemische  oder  elektrische,  zur  Emission  yeranlaCst 
wild,  drsi  FSlle  möglich: 

1.  Die  Vorgänge,  welche  die  Emission  yeranlassen,  dienen  nur 
dazu,  die  zur  Emission  nötige  hohe  Temperatur  hervorzubringen,  die 
B^inguugen  des  Kirchhoffsehen  Satzes  sind  erfüllt,  E  und  A  sind 

üLur  mittelbar  vou  jenen  anderen  Gruiseu  abhängig^  indem  diese  die 

19* 
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Temperatur  bestimmen,  wovon  A  und  E  Funktionen  sind.  Wenn  es 
gelänge,  den  strahlenden  Kdiper  duich  blolse  Wärmezufohr  auf  di« 
gleiche  Temperatur  zu  bringen,  würde  er  auch  die  gleiche  finuMion 
und  Absorption  aeigen  müssen.  Früher  hat  man  wohl  aiemlieb  all(^ 
mein  angenommen,  dab  die  Emission  der  Gase  bei  chemischer  oder 
elektrischer  Erregung  auf  diese  Weise  zu  Stande  kommt 

2.  Durch  die  diemischen  oder  elektrischen  Prozesse  wird  der 
Körper  in  einen  anderm  Zustand  versetzt,  in  welchem  A  und  E 
andere  Werte  annehmen.  In  diesem  Zustande  aber  emittiert  er  durch 
seine  Temperatur,  wobei  diese  Temperatur  dann  auch  noch  vou  den 
chemischen  oder  elektrischen  Einwirkunfjen  beeinflnfst  sein  kann.  E 
und  A  würden  also  Funktionen  derieniorn  i-iireimeter  sein,  von  welchen 
der  Vorgang  der  elektriselu'ii  Entladung  oder  der  chemischen  Um- 
setzung abhängig  lat;  aber  diese  Gröfsen  müfsteu  in  E  und  in  ^  als 
identische  Faktoren  vorkommen,  so  dafs  E/A  davon  unabhängig  und  eine 
reine  Punktion  von  X  und  7'  wäre.  Durch  blofse  Erwärmung  könnte 
in  diesem  Falle  der  strahlende  Körper  nicht  bei  der  gleichen  TemperS' 
tnr  in  denselben  Zustand  yersetzt  werden.  Durch  einÜMshe  Winne' 
zufahr  erhitst  würde  er  zwar  auch  dem  Eirchhoffschen  Satse  gemili 
strahlen,  aber  sein  Emissions^  und  Absorptionsvermögen  würde  «iii 
ganz  anderes  sein,  ak  bei  der  Erregung  durch  jene  anderen  Yoii^bige. 
Bei  Gasen  mit  geringem  Absorptionsvemiögen  könnte  der  Fall  eia- 
treteuy  dafs  die  Emission  durch  bloise  ErwSnnung  gar  nicht  nachweifl- 
bar  w8re.*) 

3.  Die  chemischen  oder  elektrischen  Vorgange  geben  ganz  oder 
teilweise  die  zur  Emission  nötige  Energie  her  und  werden  durch  die 
Absorption  beeintiuist.  liier  sind  die  Bedingungen  des  Ki rehhoffschen 
Gesetzes  nicht  erfüllt,  und  man  kann  aus  dem  zweiten  Haupt^^atz 
der  Würmetheorie  iil)erlianpt  keine  Folgern ziehen.  Hier  kann 
E'^Ap  sein,  wie  es  z.  B.  b«M  den  fluoreszierenden  Substanzen  der 
Fall  ist,  welche  Kirch  hoff  deshalb  bei  der  Herleitung  seines  Satzes 
ausgeschlossen  hat.  Aber  es  könnte  auch  E  <i  Ae  sein,  und  es  wäre 
ohne  Widerspruch  mit  thermodynamischen  Sätzen  möglich,  dafo  solche 
Körper  bei  hohen  Temperaturen  ein  starkes  Absorptionsvermögen  A 
besitzen,  ohne  Überhaupt  Strahlen  der  betreffenden  Wellenlange  la 
emittieren. 

L  Die  ▼enehiedenen  Spektra.  Die  Emission  der  Oase  beBchiiokt 
sichy  ebenso  wie  die  der  festen  und  flüssigen  Kdrper,  nicht  auf  clie 
sichtbaren  Strahlen,  sondern  sie  erstreckt  sich  auch  auf  das  ultrarote 


1)  Vgl.  Drude:  Lehrbuch  der  Optik.   S.  486.  Leipzig.  1900. 
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und  oltrariolette  Gel^iet.  Während  das  It  tztero  infolcre  der  bequemen 
Anwendbarkeit  der  ph<il()n;rapliiBchen  Methoden  ziemlich  genau  unter- 
sucht ist,  besitzen  wir  nur  wenige  Arbeiten*),  welche  sich  mit  den 
ultraroten  Gasspektren  beschäftigen.  Da  die  für  uziBere  Frage  wich-* 
tigsten  Untersuchnngen  lieh  mit  wenigen  Ausnahmen  auf  das  sicht- 
bare Spektanun  beaiehflily  lo  werden  wir  uns  im  folgenden  grÖDitaiiteilB 
mit  don  Ton  Oasen  ansgetandten  Lkhi  za  beBchaftigen  haben. 

Wir  nntenchmden  drei  Arten  Yon  Gaaspektran:  hatiUnmerUAe, 
BmdSm-  und  Liniehspekira. 

Emige  Gase  und  Dämpft  g(4>en  beim  Erhitzen  und  beim  Ver- 
brennen kontinuierliche  Spektra,  bei  anderen  Gasen  verbreitem  sich  die 
unter  Einwirkiinj;  elektrischer  Entladungen  emittierten  Spektrallinien 
mit  zunehmendem  Druck  so  stark,  dafs  sie  hei  sehr  hohen  Drucken 
den  Eindruck  kontinuierlicher  Spektra  umchen.  Endlich  ist  fast  in 
allen  Fallen,  in  denen  Gase  intensive  Banden-  oder  Linienspektra  liefern, 
der  Zwischenraum  zwischen  den  einzelnen  iiellen  Linien  und  Banden 
nicht  vollkommen  dunkel,  sondern  diese  scheinen  einem  schwach  kon- 
tinuierlich leuchtenden  Grunde  aufgelegt  zu  sein.  Woher  diese  kon- 
tumierliehen  Spektra  stammen,  ist  sehr  zweifelhaft;  ihre  Natur  ist  nodb 
so  wenig  «ofgeklärt,  dafii  ein  begründetes  Urteil  über  die  Art  ilirer 
Entstehung  wohl  kaum  abgegeben  werden  kann.  Eine  syatematische 
Untenuchong  der  kontinuierlichen  Gaaapektra  thate  Not 

Obwohl  die  Banden-  und  Linienspektra  in  ihren  Gbensfallen 
1— «ftliwi«!  schwer  Ton  einander  zu  unterscheiden  sind,  und  obwohl  es 
unter  ümsünden  möglich  ist^  beide  Arten  Ton  Spektren  stetig  in 
einander  fibenuf&hren,  so  mub  man  doch  annehmen,  dafa  es  sich  dabei 
nicht  um  blofs  quantitaÜTe,  sondern  um  qualitative  ünteraehiede  han- 
delt Das  wird  besonders  dadurch  sehr  wahrscheinlich  gemacht,  dafs 
die  sehr  bemerkenswerten  Gesetzmäfsigkeiten,  welche  sich  für  die  \'er- 
teilung  der  Linien  in  den  Spektren  der  Elemente  haben  aufstellen 
lassen,  eine  ganz  andere  Form  für  Linienspektra  zeigen  als  für  Banden- 
spektra. *) 

1)  Abney:  PbU.  Mag.  (5)  7,  316,  1879;  Proc.  Roy.  Soc.  32,  443,  lööl; 
H.  Becquerel:  C.  K.  97,  71,  1883;  Ann.  de  Cbim.  80,  45,  1883;  C.  E.  99, 
J74,  1684;  B.  W.  Snow:  Wied.  Ann.  47^  908,  1899. 

9)  Tgl.  Xitieherlieh:  Pogg.  Ann.  121,  469,  1868;  Lecoq  de  Boisban- 

dran:  C.  R.  69,  446,  606  U.  687,  1860;  Balmer:  Wied.  Ann  26,  80,  1886; 
Deulandre»:  C.  R.  108,  875,  1886;  104,  97-2,  1887;  Ann.  de  Chim.  (6)  15,  5, 
1«?»;  Rydberfr:  Zschrf.  f.  Phys  Oicm.  5,  227,  1890;  Kongl.  SvpnRka  Vetcnak. 
Ak&d.  üaudl.  23,  1891;  Kajser  nnd  Runge:  Abhdi  d.  Berl.  Akaii.  d.  Wiss. 
1890,  1891,  1892. 
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Linienspektra  kommen  nur  bei  Elementen  vor,  Bandenspektra 
sowohl  bei  diesen  als  bei  chemischen  Verbindungen.  Maii  hat  viel- 
fach angenommen,  dafs  bei  Elementen,  welche  sowohl  Banden-  wie 
Liuienspelitra  geben,  die  Bandenspektra  hei  niedrigerer  Temperatur 
auftreten,  die  Linienspektra  bei  bedeutend  höherer.  Dies  wird  durch 
einen  schönen  Versuch  von  MoukliövenM  widerleiat,  welcher  in  der 
Kapillare  eines  G ei fsl ersehen  iiohres  das  Banden-  und  das  Liniea- 
spektmm  des  Stickstolfs  gleichzeitig  hervorrief,  indem  er  mit  Hilfe  von 
vier  Elektroden  zwei  Ströme  gleiclizeitig  durch  das  Gas  schickte,  einen 
gewöhnlichen  Induktionsstrom  und  einen  zweiten  mit  eingeschalteter 
Lejdner  Flasche.  Monkhöven  sieht  als  Ursache  des  TerBchiedeneii 
Leuchtens  die  verschiedene  Art  der  elektrischen  Erregung  an. 

Von  Tielea  Beobachten!  wird  der  Unterschied  zwischen  Linien- 
nnd  Bandenspektren  daranf  sur&ckgef&hrt,  dals  die  letzteren  von 
zusammengesetzten  Holekfilen,  die  ersteren  yon  Atomen  herrOhmi. 
Diese  Ansicht  scheint  durch  den  you  Eder  und  Yalenta')  erbraditen 
Nachweis  unhaltbar  geworden  zu  sein,  dafs  das  einatomige  Queck- 
silbergas  ebenftUs  ein  Bandenspektrum  besitzt.  Jedoch  ist  es  woU 
nicht  ganz  ausgescUossen,  dab  das  nur  an  frisch  deetilliertem  Bg  be- 
obachtete  Bandenspektrum  Ton  komplizierteren  Molekfilen  henrtfhrt 

IL  IMe  verBehiedenen  Arten  der  Erregang.  Jetzt  wollen  wir  die 
verschiedenen  Methoden,  durch  welche  wir  Oase  zur  Emission  Tersn- 
lassen  können,  im  einzelnen  untersuchen,  die  Beziehung  der  Strahlung 
zum  Iv  ueii  hoff  sehen  Gesetze  prüfen  und  uns  ein  l  rteil  zu  bilden 
suchen,  welcher  von  den  als  theoretisch  möglich  erkaimten  Fällen  der 
Emission  vorliegt. 

ff)  Fluorejizem  der  Gase.  Dafs  Grase  infolge  von  Bestrahlung 
fluoreszieren  können,  hat  Lonimel'")  zuerst  filr  Joddampf  nachgewiesen, 
behr  bemerkenswert  ist  die  von  Wiedemann  und  Schmidt'}  gemachte 
Beobachtung,  dafs  die  für  das  xVc/-8j)ektram  in  Emission  und  Absorp- 
tion so  ehurakteristische  i)-Linie  auch  bei  der  Fluoreszenz  des  Na  auf- 
tritt Auch  die  Banden  des  Fluoreszenzlichtes  scheinen  für  Na  and  K 
nahe  mit  den  Absorptionsbanden  zusammenzufallen,  wie  sie  von 
Boscoe  und  Schuster^)  in  heüsem  Na-  und  iC-Dampf  beobachtet 
worden  sind. 


1)  J.  van  Monkhöven:  C.  R.  96,  520,  1882. 

2)  Eder  u.  Valcnta:  Wied   Ann.  65,  479,  1996. 

3)  E.  Lommel:  Wied.  Ann.  lö,  356,  1^83. 

4)  E.  Wiedemauu  u.  G.  C.  Schmidt:   Wied.  Ann.  66,  18,  1896;  ÄJ, 
447,  UM. 

ft)  Rotcoe  n.  Schatter:  Ftoc.  B07.  See.  8t|  862,  1674. 
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In  allen  diesen  ^alieii  fluoreszierender  Gase  ist  es,  wie  bei  der 
Fluoreszenz  überhaupt,  unzweifelbafli^  data  die  Bedingungen  der  Gültig- 
keit des  KirchlioffBclieiL  Satzes  nicht  erfüllt  Bind.  Denn  die  Flao- 
reiMDBersclieinungen  treten  bei  Temperaturen  auf,  bei  denen  der 
idiwarze  Körper  überhaupt  noch  keine  siohtbaren  Strahlen  aoflsendet^ 
für  welche  also  e  praktiseh  gleich  Null  geeetget  werden  kann.  Hier  ist 
ibo  die  emittierte  Energie  sicher  nicht  der  Winne,  sondern  einer 
Sudeten  Energieform  entnommen.  Die  enegende  Energie  wird  in 
Form  Ton  Strahlung  zugefiDhrt;  aber  die  absorbierte  Strahlung  setzt 
sieh  wahrscheinlich  nicht  direkt  in  emittierte  Strahlung  um,  sondern 
sie  ruft  zuiSchst  eine  innere  Veränderung  der  fluoreszierenden  Substanz 
hervor,  welche  vielleicht  als  chemische  Veränderung  aufgefafst  worden 
käüii  und  ihrerseits  die  zur  AusstiuiiiLmg  dus  FluoreszenzÜchts  nötige 
Energie  hergiebt 

h)  Elektrische  Em  t/iuHj.  Die  am  allgemeinsten  anwendbare  Methode, 
die  Emission  der  Gase  hervorzunifen,  besteht  in  der  Anwenduncr  elek- 
trischer Entladungen.  Hier  sind  drei  verscliiedene  Arten  der  Erre«rung 
zu  unterscheiden:  1.  durch  Entladungen  in  verdünnten  Gasen,  1^  durch 
Fonken  zwischen  Metallelektroden  oder  Salzlösungen^  3.  durch  den 
elektrischen  Lichtbogen. 

1.  Veräünnte  Gase,  Stark  verdünnte  Gase  werden  im  Inneren  von 
GIsirdhien  zur  Emission  Ton  Strahlen  gebracht^  indem  man  sie  zu 
Tiigein  elektrischer  Entladungen  macht  Zu  diesem  Zwecke  werden 
«ntweder  Ifetallelektrodeii  in  die  Röhren  emgeschmolzen,  welche  den 
Btrom  zufShxoiy  oder  man  benutzt  als  Elektroden  auf  der  Aufsen- 
seiis der  Rdhifoi  angebrachte  metallische  Umhüllungen.  Als  Strom- 
qssDea  können  dienen  die  Influenzmaschine,  das  Induktorium,  eventuell 
mit  eingeschalteten  Leydner  Flaschen,  Hochspannungsbatterien,  Hertz- 
sehe  Wellen  oder  Teslaströme.  Die  erzeugten  Spektra  sind  für  ein 
aad  dasselbe  Element  oft  sehr  verschieden  und  hängen  von  der  Art 
und  Stärke  der  Erretrimg  ab.  Im  allgemeinen  läfst  sich  sagen,  dafs 
bei  schwächerer  Erregimg  die  BaüdenHpei<tra,  bei  stärkerer  die  Liuien- 
spektra  entstehen.  Bei  der  vielfach  benutzten  Form  der  G»m fs [ersehen 
Rohre,  bei  welcher  zwei  weitere,  die  Elektroden  tragende  Rohre  durch 
ein  kapillares  Zwischenstück  Terbunden  sind,  kann  man  häufig  in  den 
«siteren  Teilen  das  Bandenspektrum,  im  kapillaren  Bohr  das  Linien- 
ipektmm  beobachten. 

Dafs  das  so  erzeugte  Bandenspektmm  nicht  einer  reinen  Temperatur- 
ihahlong  entspricht,  sondern  Ton  der  durch  das  Gas  hindurchgehenden 
elektrischen  Entladung  direkt  hervorgebracht  wird,  hat  E.  Wiedemann*) 

I)  £.  Wiedemann:  Wied.  Ann.  6, 298.  1879. 
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nachgewiesen.   Durch  kalorimetrische  Messungen  der  im  Geifslerschöi 
Rohr  erzeugten  Wärmemenge  konnte  er  die  Temperatur  bestimmen, 
welche  das  Gas  in  den  einzelnen  Teilen  des  Rohrs  haben  würde,  wenn 
die  der  produzierten  Wärme  entsprechende  Energie  auch  in  dem  Gas« 
in  Form  von  Wärme  enthalten  wäre.     Dabei  fand  er,   dafs  in  ihm 
30  mm  weiten  Teile  des  von  ihm  untersuchten  Rohres  das  Gas  schon 
bei  einer  Temperatur  von  weniger  als  lOO"  T   leuchtete.    Dieses  Re- 
sultat ist  auf  andere  Weise  von  Hasselberg')  und  von  Warbarg') 
bestätigt  worden.    Für  den  kapillaren  Teil  des  Rohres  berechnete 
Wiedemann  anfinrordentlicb  hohe  Tempentoren  bis  m  87000^  Dieae 
hohen  Zihlen  enteprechen  aber  wohl  kaum  der  wirklichmi  Tempentnr 
dee  Oasee,  sondern  es  ist  wahrscheinlich,  dab  die  bei  der  ksloiimebi- 
Bchen  MesBong  als  Wanne  zn  Tage  tretende  Energie  in  dem  Giee 
groisen  Teils  nicht  als  Wirme,  sondern  in  Form  TOn  elektriaclwr 
Energie  Torhanden  isi 

Daffir  sprechen  auch  Versuche  von  Michelson.')  Dieser  tmter' 
suchte  mit  Külfe  hoher  Interferenzen  die  Breite  der  Wa.sserstotllimen^ 
welche  von  tier  Kapillai  i'  riaes  Geifslerschen  Rohrs  ausgesendet  wurden. 
Wenn  das  Rohr  von  aulsen  auf  300"  erhitzt  wurde,  so  wurde  die 
Intrrtt  renzerb«  li.'  imnix  wesentlich  undeutlicher;  es  war  somit  eine 
erhebliche  Verbreiterung  der  Lmieu  eingetreten.  Diese  Verbreiterung 
der  Linien  mit  steigender  Temperatur  erklärt  sieb  vollständig  aus  dem 
Dopple  rechen  Prinzip,  wenn  die  Steigerung  der  Molekulargeschwindig* 
keit  durch  die  Temperaturerhöhung  betrachtlich  ist.  Dies  ist  der  Fall, 
wenn  die  Temperatur  des  strahlenden  Gases  bei  ungeheiztem  Rohr 
etwa  60^,  bei  geheiztem  300^  bebagt^  denn  hier  ist  das  VerhaltniB  der 
Molekolargeachwindigkeiten  0^75.  W&ren  die  entsprechenden  Toape- 
raiuren  dagegen  etwa  7000^  und  7300^,  so  wftre  das  VerhaUois  der 
Geschwindigkeiten  0,98  und  ein  merkbarer  EinfluJs  auf  die  Breite  dtr 
Linien  w&re  ansgescblossen.  Wir  mflsaen  daher  sehlielseni  dab  in 
-Geifsler sehen  RÖhren  nidit  nur  ^mden*  sondern  such  Idnienspektn 
bei  Temperaturen  auftreten  kOnnen,  welche  unterhalb  der  Glühtempe- 
raUr  liegen,  und  dafs  ihr  Licht  daher  nicht  durch  reine  Temperatur' 
Strahlung,  sondern  durch  die  ekktrisdien  EnÜadungen  selbst  hervorgdradä 
wird. 

Für  die  Baudenspektra  der  GeiislersclM  ii  Röhrf^  hat  auch  Hittorf*! 
die  Ansicht  ausgesprochen^  dals  sie  nicht  durch  die  hohe  Temperatur 

1}  B.  Haseelberg:  U<kB.  de  TAcad.  imp.  d.  8t.  Pätenbourg  87.  167«. 

2)  E.  Warbarg:  Wied.  Ann.       265.  1896. 

S)  A.  A.  Mieheleont  Aetraphye.  Joom.  2^  S51,  1896. 

4)  W.  Hittorf:  Wied.  Ann.  7,  568,  1879;       78,  1888. 
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bedingt,  soadern  als  eine  von  der  elektrischen  Entladung  herrührende 
„Phosphoroszenz^-Erscheinimg  zu  betrachten  sind.  Er  zeii/te,  dafs  das 
da«  eile  Fühigkeit  verliert,  unter  Einwirkim^  des  olektrischcu  Stromes 
lu  ^phosphoreszieren",  wenn  es  auf  sehr  hohe  Temperaturen  erhitzt 
wird.   Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangte  neuerdings  J.  8tark.') 

Mamiigtaehe  Versuche*)  haben  gezeigt,  dafs  die  Spektralerschei- 
nungen für  das  gleiche  verdünnte  Gas  ganz  verschiedene  sind^  je  nach 
der  Art  und  Starke  der  elektrischen  Erraguxig  (kontüiaierliche  oder 
o«cUUtoriBche  Entladung,  Hertzsche  Weilen  verschiedener  Starke  und 
SchwingungBsahly  Teslaschwingimgeii  Terschiedenr r  ]^^^ode).  Auch  hier 
erscheint  es  ganz  ausgeschlossen,  dafs  sich  alle  diese  yerschiedemen 
EncheinuDgen  ala  Funktion  einer  einzigen  Variable,  nämlich  der 
Temperatur,  darstellen  lassen. 

Anlser  den  elekinschen  KrSAan  k5nnen  in  Geifslersclm  Böbrcii 
auch  nock  chemische  ünuetasnngen  bei  der  Emission  mitwirken.  Solche 
dwmisehfln  Zersetzungen  nehmen  Schuster*)  und  War  bürg*),  letzterer 
aeHist  in  diemisch  reinen  einatomigen  Oasen  an. 

2.  Fukkenenüadmg.  Schlägt  ein  dektrischer  Funke  in  einem  Gas 
Ton  gewöhnlichem  Druck  zwischen  Metallelektroden  Aber,  so  wird 
niekt  Mob  das  zwischen  den  Elektroden  befindliche  Gas  zum  Leuchten 
gebracht,  sondern  es  werden  auch  von  den  Elektroden  Teilchen  los- 
gerissen, welche  charakteristisclie  Spektra  geben.  Dabei  tieieu  lui 
weBenthchen  die  Linienspektia  der  Metalle  auf,  gleichgültig  ob  die 
Elektroden  aus  Metall  bestehen  oder  aus  Metallverblndungen  in  liiisung. 
Hier  ist  der  Vorgang  ein  ziemlich  komplizierter,  und  es  liegen  keine 
speziellen  Versuche  vor,  aus  denen  sichere  Schlüsse  auf  die  Natur  der 
Emission  zu  ziehen  wärou.  Was  die  nicht  tlnn  Elpktroden  entnommenen 
leuchtenden  (Jase  betriöt.  so  kann  man  wohl  mit  »Sicherheit  aimehmen, 
dais  der  Vorgang  des  Leuchtens  bei  ihnen  der  gleiche  ist,  wie  in  den 
G ei fsl ersehen  Röhren.  Denn  hier  wie  dort  sind  sie  Träger  der  Elek- 
trizität, welche  sich  durch  den  Jäaum  zwischen  den  Elektroden  ana-' 
breitet. 

Die  von  den  Elektroden  losgerissenen  Teilchen  befinden  sich,  so 
IsDge  sie  leuditen,  jeden&Us  auch  im  Gaszustände,  da  sie  Liniensp^tra 


1)  J.  Stark:  Ixul  der  Physik  1,  US,  1900. 

2)  J.  Trowbridge  n.  TL  W.  Richards:  Phil.  Mag.  (6)  4B,  77,  186  n.  849, 
1«97;  H.  Ebcrt  u.  R  Wiedemann:  Wied.  Ann.  48,  660,  1893;  49,  1  u.  32,  1893; 
•0.  1  u.  221,  1893;  E.  Wiedemann  n.  0  C.  Schmidt:  Sitzgsbr.  phya.  med.  Soc- 
Erlangen  1«95  125;  Beib!  20,  698,  189G;  H  Kliert:  Wied.  Ann  &S,  144,  1894. 

3)  A.  Schuster:  Proc,  Hoy.  Soc.  37,  1B84. 

4)  E.  Warburg:  Wied.  Ann.  tl,  «46,  1887  ;  40,  1,  1890. 
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zeipf^n  P)t  i  Metaüeiektroden  haudelt  es  sieb  also  um  Teilchen,  welche 
vfiii  den  l^^lektroden  losgerissen  und  dabei  entweder  von  der  elektrischen 
Erregung  direkt  oder  durch  die  tou  ihr  herrorge brachte  grofse  Temperator- 
erhöhang  Terdampft  werden.  Bestehen  die  Elektroden  aus  Losungen, 
10  müssen  diese  entweder  direkt  durch  die  Entladung  oder  iudireid 
durch  die  Temperatiiiarböhmig  dissoziiert  werden.  Man  könnte  nun 
umehmeiiy  defii  diese  metallischeii  Gase  beim  Loneiliwii  tou  der  £l«k- 
trode  flo  heife  werden,  dab  sie  in  Folge  ihrer  Temperatur  leoehtaa. 
Aber  wenn  sie  eich  einmal  in  gasförmigem  Zostaude  in  dem  Bann» 
zwisehen  den  Elektroden  befinden,  so  ist  kein  Ghnmd  einsosehen,  wamm 
sie  sieh  anders  yerhalten  sollten  als  die  anderen  dort  befindliehen  Giae. 
Denn  das  Losreifsen  der  Elektrodenteilehen  scheint  nicht  der  prinin^ 
sondern  ein  sekundärer  Vor^antr  des  Elektrizitätsüberganges  zu  sein. 
Wenigstens  kennen  wir  !•  unkeuentladungen,  bei  denen  das  Spektrum 
der  Elektroden  nicht  auftritt,  dagegen  keine,  bei  welchem  bloß  das 
Spektrum  der  Elcldrodm,  nicht  auch  das  der  zwischen  ihnen  befind- 
lichen Gase  zu  beobachten  wäre.  Wenn  das  LoRreifsen  der  Teilchen 
von  der  Elektrode  der  primäre  Vorgang  der  Entladung  wäre,  so  inüfst« 
man  annehmen,  dafs  diese  bei  unveränderten  Elektroden  stets  bei  an- 
nähernd der  gleichen  Spannung  eintretm  müfste.  In  Wirklichkeit  aber 
hängt  das  Entladungspoteutial  sehr  wesentlich  von  der  Natur  und  der 
Dichte  des  zwischen  den  Elektroden  befindlichen  Qases  ab,  so  dafs  bei 
nahezn  YoUkommenem  Yaknum  die  Fonkenentladong  nnr  bei  Oben» 
hohen  Spannnngen  und  auch  dann  nur  anter  Anwendung  besonderer 
Yorkehrnngen  einznleiten  ist 

Bei  den  schwächeren  Formen  der  Entiadnng,  der  sogeiiiiinteD 
Qlimm-  nnd  BflschelenÜadQng  dürfte  der  Vorgang  ein  gans  analoger 
sein,  wie  bei  der  Fonkenentladang. 

Anfser  der  elektrischen  Erregung  sind  bei  der  Fnnkenentladang 
auch  noch  mechanische  und  chemische  Wirkungen  möglich,  welche 
den  Eniissionsvorgang  beeinflussen  können.  Angström  und  Thalen') 
sprechen  sich  hierüber  folgend« nnarsen  aus: 

„Die  disruptive  Entladunir.  weiche  stets  dann  stattfindet,  w^nn  die 
elektrisch*'  !*?pannung  von  hinreichender  GWjfse  ist,  zerstäubt  d(  n  K  »rper 
im  Allgemeinen  in  seine  kleinsten  Partikelchen,  sowie  sie  ihn  aurh 
chemisch  zersetzt,  wenn  er  eine  Verbindung  ist.  Die  Erscheinung  des 
Glühens,  welche  beide  Vorgänge  begleitet ,  darf  nicht  als  eine  Folge 
der  Temperatorerhöhang  betrachtet  werden;  man  kann  im  Gegeateil 


1)  A.  X  Angetröm  und  T.  R.  Thal^n:  Acta  See.  Uptal.  (3)  9;  Mü  1, 
89,  1877. 
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Mg^y  dab  die  hohe  Temperatur  selbst  von  dem  Einflüsse  der  chemi- 
schen oder  mechaniscbeii  Kraft,  welche  den  Körper  zerteilt^  herrOhrt. 
Aolaer  der  unmiMbar  Ton  der  dismptiTen  £nthkduiig  hervorgebrachten 
Zerkgnng  kennen  anch  noch  sekmuKune  chemische  Wirkmigen  ein- 
helen.« 

3.  LuMoge»,  Der  elektriBche  Lichtbogen  nnteracheidet  sich  Ton 
der  Fanhenentladmig  nur  dadurch,  dafB  bei  ihm  die  Znüihr  Ton  Elek- 
kintSt  za  den  Elektroden  sehr  viel  reichlicher  stattfindet.  Daher 
werden  die  zwischen  den  Elektroden  befindliehen  Oase  sehr  heifs  nnd 

in  Folge  der  hohen  Temperatur  —  wahrsrheinlich  auch  in  Folge  von 
WräudtTimgen,  die  sie  durch  den  Stronidurciigang  erlahren  —  besser 
leiteüd.  und  die  Entl;i(iiiug  nimmt  eine  stetige  Form  an.  Hier  tritt 
aufoer  der  primSr  vorhandenen  eh'ktrisclien  Ener*j;ii'  sekundär  nicht 
blois  Wärme  auf,  sondern  es  spielen  sit  li  aurli  sehr  l(  i)!iafle  chemische 
Prozesse  ab,  welche  ebenfalls  von  grolser  Bedeutung  iür  die  anecrf'sandte 
Strahlung  sind.  Nur  durch  solche  chemischen  Pro/esse  scheint  die 
Thatsache  erklärlich,  dals  die  Spektrallinien  mancher  Metalle  im  Licht- 
bogen nur  dann  auftreten,  wenn  man  Sparen  anderer  Metalle  znsetast.') 

Dala  bei  so  komplizierten  Vergangen  mit  so  verschiedenartigen 
EnergienmsetKungen  die  Strahlung  lediglich  direkt  dmrch  die  Warme 
«zeugt  werden  sollte,  ist  an  sich  sehr  nnwahrscheinlich.  Jedenfidls 
sind  die  im  Lichtbogen  lenchtenden  Gase  zun  grofsen  Teil  als  Träger 
der  elektrischen  Entladung  zu  betrachten  und  werden  ebenso  wie  in 
Geifslerschen  Köhren  durch  die  Enthidung  selbst  zum  Leuchten  ge- 
bracht. Daneben  mögen  noch  EnusHionen  auf  Kosten  von  chemischer 
Energie  vorhanden  sein.  Auf  keinen  Fall  ahpr  kaan  man  iiehaupten, 
ilalh  die  im  elektrischen  Lieht  l  ogen  leuehteudeu  Gase  die  Grund- 
bedingung des  Kirchhoff  scheu  Öatzes  erl'üllen. 

c)  Flammen  und  erhitzte  Gase.  Schon  Melloni*)  hat  die  Ansicht 
io^gesprochen,  dafs  das  blane  Licht,  welches  die  Flammen  im  allge- 
meinen aassenden,  nicht  ein  Glfihen  im  eigentlichen  Sinne  is^  also  nicht 
unmitielbar  nnd  lediglich  ans  reiner  Temperaturerhöhung  entspringti 
Bendem  dafs  es  eine  Folge  des  chemischen  Vorganges  ist.  Zn  der- 
«elben  Anschauung  gelangte  Hittorf*)  bei  seinen  oben  erwähnten 
Venaehen  Aber  die  Elektrizitätsleitang  der  Gase.  Nachdem  er  gefanden 
hatte,  dafs  die  beobachteten  Gase  (N,  H,  CO)  bis  zur  Temperatur  der 
Iridiamschmelze  keine  Lichtentwicklung  geben,  wenn  sie  blolh  erhitzt 


1)  Liveing  a  Dcwar:  Proc.  Boy.  Soc  SO,  97,  1880;  Sft,  428,  18«2. 

2)  Meiloni:  Pogg.  Ann.  76,  62,  1848. 

3)  Hittorf:  Wied.  Ann.  7,  668.  1679;  1»,  78,  1888. 
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und  nicht  gleielizeitig  in  der  Yerbreimang  begriffen  sind,  zeigte  Hit- 
torf auch,  dalfi  das  Licht  unserer  gewöhnlichen  Flammen,  welche  keine 
festen  Teilchen  enthalten,  nicht  durch  die  Temperatur,  sondern  durch 
die  chemischen  Prozesse  bedingt  ist.  Dieselben  Gase  senden  keine 
Spur  von  Licht  aus,  wenn  sie  sich  in  einem  von  der  Flamme  um- 
spülten dünnen  Platincvlinfler  ujer  in  einer  durch  Kohleufeuer  weifr 
glühend  gemachten  Köhre  beiluden.  Dafs  Luft  bei  hohen  Temperaturen, 
bei  denen  die  festen  Köqier  schon  hell  jjl'ihen,  kein  Licht  aussendet, 
hatte  schon  Wedgwood^)  gezeigt.  Von  der  William  Siemensschen 
Sonnentheorie  ausgehend,  ist  Werner  Siemens*)  zu  ähnlichen  Versuchen 
geführt  worden  wie  Hittorf.  Li  einem  zur  Hartglasfabrikation  dienenden 
grofsen  RegeneratiTofen  wurden  heifse,  nicht  im  Verbrennungsprozels 
begriffene  Gase  bei  der  Stahlschmelztemperatur  —  zwischen  löOO  und 
2000°  C.  —  beobachtet,  und  es  konnte  keine  Lichtemission  wahr- 
genommen werden,  obgleich  die  heilse  Gassehicht  eine  Tiefe  von  1^  m 
besafs.  Dae  Gas  bestand  ans  einem  Gemiscli  0,  N,  CO^  und  .^0-Damp£ 
Durch  diese  Veranche  ist  bewiesen,  dafs  das  blane  Licht,  weichet 
die  j^nidhilenGhtendfi"  Lenehtgaaflamme  anssendet,  nicht  Ton  der  Tem- 
peraiar  der  yerbreonneindea  Gsae  oder  der  Yerbrennungsprodnkte  her* 
rfihrt,  sondern  nur  wahrend  der  chemischen  Umsetzung  aoftriti  Des 
geht  auch  ans  dem  Spektrom  dieser  Flammen  herror.  Swan^)  hat 
nachgewiesen,  dab  alle  KoUenwasserstoffflammen  im  wesentlichen  das 
gleiche  Spektrum  zeigen,  welches  nach  den  Untersuchungen  Ton  Att- 
field*)  und  vieler  anderer*)  wohl  mit  Sicherheit  dem  Kohlenstoff  zu- 
zuBclireiben  ist.  Der  freie  Kohlenstoff  aber  kann  nur  als  Zwischen- 
produkt der  chemischen  Umsetzung  entstehen,  und  sein  Spektrum  kann 
daher  bei  der  bloÜBen  Erwärmung  der  Gase  ohne  chemische  Umsetzimg 
nicht  auftreten. 

Dal's  ilt  r  chemische  Vorgang  in  Flammen  allein,  ohne  Kücksirht 
auf  die  Temperatur,  imstande  ist  Lichtemission  hervorzubringen,  hahe 
ich  an  einer  Flamme  zeigen  können.'^)  Durch  Verbrennen  einer 
geeigneten  Mischung  von  Luft  und  C5}-Dampf  kann  man  eine  Flamme 
hersteUeni  welche  an  ihrer  heifsesten  Stelle,  mit  einer  feinen  Thermo- 
nadel  gemessen,  eine  Temperatur  von  weniger  als  150*'  C,  zeigt  und 
dabei  ein  schwaches  bläuliches  Licht  aussendet   Dieses  Licht  liiist  sich 


1)  Ph.  Wedgwood:  Phil.  Trans  London  p.  270,  1792. 

2)  W.  Siemens:  Wied.  Ann  18,  all,  1883. 

3)  Swan:  Triins   Huv   Soc.  Kdinburph.  21,  411,  1857. 

4)  Attl'ield:  thii.  Iraus.  London  152,  221,  1862. 

6)  Tgl.  Kajser:  Lehrbocfa  der  Spektniaiialyse  8.  844  ff.,  Berlin  16SS 
6)  E.  Pringtheim:  Wied.  Ann.  4»,  4S7ff.,  1B9S. 
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gat  photognphiereiii  €■  zeigt  ein  kontiniiierliches  Spektrom,  dessen 
ktanüftt  im  Blau  und  Violett  eebr  viel  grdAer  irt^  al§  im  Rot  imd 
Gfllb. 

W.  Siemen!  hat  leine  ünterrachmigen  auch  auf  die  nltniote 
Emianon  erhiteter  Gase  ausgedehnt.  Der  Uber  dem  koizen  Gae^linder 
«Her  gewöhnlichen  Gaakmpe  anfiiteigende  Strom  heileer  VerbremrangB- 
gase  gab  eine  so  lebhafte  Wirkung  auf  eine  Thermorilnley  dafe  Siemens 

die  Wiirmestrahlung  erhitzter  Gase  für  erwiesen  ansah.  Diese  war 
allerdings  schon  früher  in  einwandsfreierer  Weise  naciigewiesen  worden. 
Durch  die  Versuche  von  Mao;uiis  und  Tyudall  ist  festgestellt  worden, 
(kb  eiiif^  Anzahl  Gase,  darunter  CO«,  ein  beträchtliches  Absorptions- 
TPrmogeu  für  dunkle  Wännestrahlen  besitzen.  Der  lange  Streit 
zwischen  Tyndall  und  Magnus  über  die  Absorption  des  Wasser- 
dampfes ist  durch  die  Versuche  von  Garibaldi*),  Hoorweg*),  Haga'*) 
imd  Röntgen*)  zu  Gunsten  der  Ton  Tyndall  verfoclitenen  Ansicht 
entschieden  worden,  daTs  auch  der  Wasserdarapf  ultrarote  Strahlen 
absorbiert.  Tyndall  hat  femer  ftlr  eine  Reihe  Ton  Dämpfen  nach- 
^BWiesen^  data  sie  im  erhitaten  Zustande  Wännestrahlen  anasenden,  nnd 
ddi  dabei  die  Emission  der  Absorption  qnantitatiT  entspricht.  Somit 
vir  bewieeen,  dals  es  Gase  gieht,  welche  durch  blofse  Temperatnr- 
cdiShimg  ultrarote  Strahlen  ansäenden,  nnd  dafs  diese  Gase  eine  der 
Emission  quantitativ  entsprechende  Absorption  besitsen. 

Für  die  von  den  nichtleuchtenden  KohlenwasserstoiFilammen  aus- 
gehende ultrarote  Strahlung  hat  Tyndall  die  Ansicht  ausgesprochen 
und  durch  Versuche  gestützt,  dals  sie  wesentlich  von  deui  Wasserdampf 
und  der  CO,  herrührt,  welche  in  diesen  Flammen  gebildet  werden. 
Ebenso  schrieb  er  die  dunkle  Strahlung  der  Ä-Flamme  dem  darin  ent- 
stehenden //jO-Dampf  zu.  Diese  Ansicht  wurde  durch  die  Verbuche 
Ton  Julius^)  bestätigt.  Er  fand  durch  spektralbolometrische  Unter- 
suchung der  Emission  yerschiedener  Flammen,  dals  die  ausgestrahlte 
Winne  wesentlich  von  den  Yerbrennungsprodukten  herrührt^  und  dafo 
jedes  gasformige  Verbrennungsprodukt  sich  durch  ein  charakteristisches 
Maximum  im  Emissionsspektrum  kenntUeh  macht.  So  seigen  alle 
KoMenwasserstoffflammen  die  dem     0-Dampf  und  der  CO^  zugehörigen 


1)  Garibaldi:  Noovo  Cimento.  (8),  8,  881,  1870. 

9)  Hoorweg:  Pogg.  Ann.        S86,  1876. 

3;  Haga:  Pogg.  Ann.  160,  31,  1877. 

4)  Röntgen:  Wied.  Ann.  23,  1  u.  259,  1884. 

6)  H.  W.  Julius:  Arch    S>''pt]    ä.  sciences  pxactes  510,  iHss  D^c 

Licht-  und  Wärmestrahlung  vcrbraauter  Ga.so.  üekrünto  PrciHarljeit  des  Vereins 
ZOT  Beförderung  des  GewerbefleÜses  in  Deutschland.    Berlin  1»9U. 
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Maxima.  Schou  Tyndall  hatte  gefunden,  dafs  JS^O-Dampf  die  Strah- 
lung einer  //-Flamme,  CO^  die  einer  CO-FhmmB  besonden  gut  absor- 
biert; und  Angström ^)  hat  im  Absorptionsepektrum  der  CO^  ein  dem 
von  Julius  entdeekieu  £iEiissionsmaximum  entsprecbendes  Absorptiooi* 
maTiirmm  UAchgewieseii.  Nach  allen  diesen  Versuchen  konnte  kein 
Zweifel  darüber  beeteheiiy  dafs  das  ultrarote  Spektrum  der  EoUoi- 
wasserstoffflammen  sich  aus  den  Spektren  des  ^O-Dampfes  und  ihr 
C0|  BUsammenseist^  welche  in  ihnen  gebildet  werden,  und  dafii  diese 
Spektren  mit  deujenigeu  flbereinstimmen,  welche  diese  Gase  im  erhitsfeen 
Zustande  aussenden.  Dieses  Resultat  hat  Paschen*)  durch  eine  genine 
üntersuchnng  Über  die  ultraroten  Spektra  von  H^O-J)amp{y  CO,  and 
der  Bunsenflamme  bestätigt,  und  er  hat  die  Übereinstimmung  der  ana- 
logen Spektra,  his  in  alle  der  lieubaehtung  zugiiiigliclien  EinzeUieit^ü 
nach f^e wiesen.  Hubens  und  Aschkinafs"*)  haben  diese  Übereinstim- 
mung Ins  zu  sehr  viel  gröisereu  VV^ellenliingen  hin,  etwa  bis  20 /*, 
verfolgt.  Paschen  zieht  aus  seinen  Versuchen  den  Schiuls,  dals  in  der 
BunsenMamme  und  ebenso  wohl  in  anderen  (iasilammen  die  Emission 
der  Verbrennungsprodukte  eine  reine  Temperaturstrahlung  ist.  Diese 
Folgerung  steht  im  Widerspruch  zu  der  Ansicht^  zu  welcher  Jalioi 
durch  seine  Versuche  geführt  wurde^  und  zu  den  Resultaten  tob 
ß.  y.  Helmholtz.«) 

Die  Bunsenflamme  ist  ein  sehr  bequemes  Mittel  zur  Eneogang 
Ton  monoehromatisehen  Lichtquellen.  Wenn  msn  gewisse  Metslldsinpfe 
in  ihr  zum  Verdampfen  bringt,  so  nimmt  sie  eine  charakleristisdie 
FSrbung  an  und  zeigt  im  Spektrum  die  längsten  Liziien  deijenigen 
Metalle^  welche  in  den  eingeflihrten  Salzen  enthalten  sind.  Den  Ym- 
gang  stellte  man  sich  froher  wohl  ziemlich  allgemein^)  so  vor,  daDi 
die  Salzdämpfe  in  Folge  der  hohen  Temperatur  dissoziiert  werden,  und 
daiö  der  frei  gewordene  Metaiidampl  die  der  Flammentemperatur  eut- 
sprechende  Emission  zeigt.  Diese  Vorstellung  ist  jedocii  nicht  richtig. 
Denn  bringt  man  ein  solches  Metallsalz  z.B.  Na^COf^  in  em  beider- 
seitig mit  Glasplatten  treschlossenes,  mit  einem  neutralen  Gase  gefülltes 
l^orzellanrohr  und  erhitzt  dieses  in  einem  Ofen  auf  sehr  hohe  Tempe- 
raturen, so  ist  keine  Spur  der  Metalllinie,  weder  in  Emission  noch  in 
Absorption  zu  entdecken.  Die  Licht-fimission  und  -Absorption  tritt  aber 

1)  K.  Angström:  Deutsche  Revue  1.  507,  1892. 

2)  F.  PaBchen:  Wied   Ann.  50,  409,  1893;  62,  209,  1894. 

3)  II.  Kuben.s  u.  E.  Aschkinufs:  Wied.  Ann.  64,  ö84.  1S9S. 

4;  it.  V.  Helmholtz,  1.  c;  vgl;  a.  K.  Pringsheim:  Wied.  Ann.  »1,  441, 
1894;  F.  Psichen:  Wied.  Ann.  52,  228  fT.,  1894. 

6)  Vgl.  s.  B.  Kajier:  Spektralanalyse  S.  19;  Moaison:  Physik  2,  668«  1881. 
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sofort  ein,  wenn  man  das  Porzellaurohr  mit  einem  reduzierenden  Gase 
(j?  oder  Leuchtgas)  fHUL^)  Dudurcb  ist  hemiewDf  dab  in  den  Flammen 
die  Lichteminion  der  in  den  eingeftübiien  Selsen  enthaltenen  Metalle 
mdbt  dm«h  Verflflchtigimg  nnd  Diaaouationy  aondern  durch  chemische 
Redaktion  herrorgemfen  wird. 

Durch  diese  Erkenntnis  ist  aber  die  Frage  nach  der  Natur  der 
EmiBBion  seihet  noch  keineewegs  entsehieden.  Es  bleibt  noch  zweifel- 
haft ob  der  durch  Reduktion  hervorgebrachte  Metalldampf  dann^  wenn 
er  reduziert  ist,  iu  Folge  der  hohen  Temperatur  der  Flamme  durch 
Temperaturstruiilung  emittiert,  oder  ob  seio  Leuchten  eine  Folge  des 
Keduktiousvorganges  selbst  ist.  Wenn  es  sich  um  Temperaturstrahl ung 
bandelt,  so  mufs  die  J.irlitt  i siheinung  im  Porzellanrohr  unverändert 
fortb^tehen,  wenn  man  den  Keduktionsvorgang  plötzlich  unterbricht. 
Denn  dex  yorhandene  Metaildampf  wird  iu  Folge  der  hohen  Temperatur 
10  lange  weiter  leuchten,  als  er  sich  in  der  Glühhitze  hefindety  also  so 
Jaoge,  bifl  er  vollständig  an  die  kälteren,  aus  dem  Ofen  heransragenden 
Enden  des  Rohrs  hinüber  destüliert  isi^  ein  Vorgang,  der  nur  sehr  sll- 
mSUicb  Ton  statten  geht  Wenn  dageg^  die  Leuchterscheinung  durch 
den  chemischen  Vorgang  selbst  bedingt  ist^  so  mufo  sie  ganz  plötalieh 
Tencbwinden,  wenn  der  Beduktionsrozgang  pldtalich  unterbrochen  wird. 
Die  pldtdiche  ünterbiechung  der  Reduktion  wurde  bei  meinen  Ver- 
rnchen  dadurch  hervorgebracht,  dab  das  zu  reduzierende  Salz  sich  in 
einem  NickeUöffel  befend,  welcher  mit  Hfilfe  eines  Magneten  innerhalb 
des  geschlossenen  Porzellanrohrs  verschiebbar  war  und  nach  Belieben 
m  die  Glut  hinein-  oder  au  das  kalte  Ende  des  Rohres  herausgezogen 
werden  konnte.  Diese  Versuche  zeigten  bei  Na-  und  Zi-Salzen  in 
einer  i^-Atmosphäre,  dafs  beim  Herausziehen  der  Salze  aus  der  Glut 
die  Erscheinung  der  Emission  und  Absorption  plötzlich  aufhörte. 
Meine  sehr  zahlreichen  und  verschiedenartigen  Experimente  führten  zu 
dem  Kesultat,  dafs  bis  zu  den  der  Untersuchung  zugänglichen  Tempe- 
raturen (Nickelschmelzc)  diese  Metalle  nur  in  Folge  der  chemischen 
Reaktion,  nicht  in  Folge  der  Temperatur  leuchten  und  absorbieren. 
Analoges  wfirde  fOr  alle  Elemente  zu  schliefsen  sein,  welche  in  Flammen 
ein  Liaienspektrum  aussenden.  Im  einzelnen  mögen  die  chemischen 
Proieme,  welche  hier  auftreten,  noch  der  Aufklärung  bedflifen,  aber 
dib  es  sich  um  chemische  Wirkungen  handelt^  das  geht  unzweideutig 
ns  dem  verschiedenen  Verhalten  hervor,  welches  einerseits  dieselben 
UebUe  in  verschiedenen  Gasen,  andrerseits  verschiedene  Metalle  in  den 
^ehen  Gasen  zeigen.^  Dafs  das  im  Bunsenbrenner  erzeugte  Na-Liashi 

1)  E.  Pringsheim:  Wied.  Ann.  45,  4-2ö,  usuj;  49,  347,  18'.»3 

2)  S.  die  Zusamtuenaielluiig  bei  Pringsheim:  Wied.  Ann.  49,  360,  löi)3. 
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keine  reine  TeTTi]>oraturstrahluiig  ist,  sondern  intensiver  leu<^ht<'t,  als  es 
nach  dem  Kirciih  off  sehen  Gesetze  zu  erwarten  w^e,  haben  auch 
JB.  Wiedemaiui^)  and  Paschen')  ausgesprochen. 

Wemn  man  metallisches  Na^  Li^  K  oder  Tl  in  einem  neutralen 
Gase  erhitzt,  so  zeigm  diese  Metalle  anter  Umständen  ein  kontinuier- 
liches fimissionsspdLtmmy  manche  toh  ihnen  in  der  Absoiption  eia 
kanneUiertes  Bandenspektmm.  Ähnliohe  Eischeiiiiuigen  lassen  nek 
bei  Tielen  anderen  Elementen,  z.  B.  dem  Jod,  beobachten.  Dabei  sendsn 
diese  Dampfe  ein  kontinnierliches  Spektrum  ans,  aneh  wenn  sie  in  dsr 
Absorption  ein  Bandenspektmm  zeigen;  nur  Konen*)  schemt  andi  b 
der  Emission  Ton  erhitstem  J  ein  Bandenspektram  beobachtet  sn 
haben.  Trotzdem  ist  wohl  kaum  zn  bezweifeln,  dafs  es  sieh  bei  dieefs 
Spektren  um  reine  Temperaturstrahlung  handelt.  Nicht  ganz  verständ- 
lich ist  der  iSLsmdpunkt  von  Evershed*),  welcher  die  Emission  und 
Absorption  von  J,  Br,  (H,  S,  Se  und  Äs  bei  Erhitzung  untersucht 
hat.  Da  alle  diese  Elemente  dabei  ein  kontinuierliclies  Spektruü)  aus- 
senden, auch  wenn  ihi'e  Al»s()i  ]>ti'>n  self^ktiv  ist,  so  schliefst  Evershed, 
dais  die  Emission  eine  reine  ieinperaturstraiiiunu;  sei,  dals  ulier  keine 
SO  nahe  Beziehung  zwischen  Emission  und  Absorption  vorhanden  ist, 
wie  das  Kirchhoffsche  Gesetz  fordert  Dieser  Schlufs  ist  wohl  un- 
haltbar. Wenn  es  sich  um  reine  Temperaturstrahlung  handelt,  so  mnU 
das  Kirchhoffsche  Gesetz  erfüllt  sein.  Aber  man  darf  nicht  den  durch 
dieses  Gesetz  gegebenen  Znsammenhang  zwischen  dem  Emissions»  mi 
dem  AbsorptionstwnnciJ^ie»  eines  strahlenden  Edrpers  von  bestimmter 
Temperatur  mit  dem  Znsammenhang  zwischen  dem  Emissions-  und 
Absorptionsj^pet:^!»  einer  Oasmenge  Terwechseln,  die  man  beobachtet 

Bieac  hat  man  es^  besonders  bei  Tersnchen  in  erhitzten  BSkren, 
mit  Temdiieden  temperierten  Schichten  zn  thnn,  welche  hinter  «Binder 
liegen.  Im  Absorptionsspektrum  summieren  sich  dabei  die  Absorp- 
tionen der  versuliiedeneu  Schichten,  im  Emisaionss])ekiium  werden  die 
Emissionen  der  entfernteren  Schichten  durch  die  Absorption  der  vor- 
deren, meistens  kiLlteren,  ireschwacht.  Aufserdera  ist  noch  zu  bi  u.hten, 
dafs  eine  etwaige  selektive  Keliexiou  der  Ghise  Diskontinuitäten  iin 
Absorptionsspektrum  hervorbrinp^en  könnte,  welche  sich  uiieh  dem 
Xirchhoffschen  Satze  im  Emissiousspektrum  nicht  bemerkbar  machen 
würden.  Über  diesen  Punkt  sind  jedoch  keine  experimentellen  Unter 
sadnmgen  bekannt,  und  es  mnis  dahin  gestellt  bleiben,  ob  dieMr 

1)  E.  Wiedeuiaun:  Wied.  Ami.  87,  216,  1889. 

2)  F.  Paschen:  Wied.  Ana.  61,  42,  1804. 
8)  Konen:  Wied.  Ann.  65,  257,  1898. 

4)  J.  ETerthed:  FhiL  Hag.  (5)  89,  460,  1896. 
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theoretisch  mögliclio  (inmd  der  Nichtübereiii.stininiiin«^  /wischen  Emis- 
sions- und  Absor])tiüns8pektrum  thatsärhlirh  in  Wirksamkeit  tritt. 

d)  Znmvimvnfasmng.  Überblicken  wir  das  ganze  vorsteheiid  be- 
handelte Material,  ao  kommen  wir  zu  folgendem  Resultate: 

1.  Um  reim  Temperaturstrahluntf^  wobei  also  die  Bedingungen  des 
Kirch  ho  ff  sehen  Gesetzes  voll  erfüllt  sind,  handelt  es  sich  höchst  wahr- 
sehemlich  bei  den  k<mHnmerUehm  und  Banäm-SpMrm  der  Gase  und 
Dimpfey  wdcbe  solche  Spektren  BrhUmmg  ansäenden:  ^0,  CO, 
l  Br,  Cl,  8,  8b,  Ä8,  Na,  K,  Li,  Tl. 

2.  Wenn  die  IhMifc'iwfcWtdbm  ¥ind  Btmätn^ßMrm  dieser  nnd 
tndecer  Elemente  m  Fkmnm  enengt  werden,  tritt  Eimsskn  infolge 
Aamfdur  Umsänmff,  daher  Abweichung  Tom  Kirchhoff  sehen  Ge- 
wise  ein. 

3.  Bei  den  Banden-  und  Linienspektren^  welche  die  fluoreszierenden 
Gase  mid  Däuipfe  aussenden,  sind  die  Bedingungen  des  K ireh hu if sehen 
Satze«!  nicht  erfüllt. 

4.  Dasselbe  gilt  von  denjemg 'ii  IviiKu-n-  und  Linienspekirenf 
welche  durch  dehtrische  EnÜndungen  erzeugt  werden.  Sie  verdanken 
ihren  Ursprung  nicht  der  hohen  Temperatur,  sondern  den  elektrischen 
Vorgangen,  wobei  noch  Komplikationen  dmrch  chemische  Umsetsongen 
eintreten  können. 

5.  Bei  den  bisher  der  Untersnchnng  mgimglichen  Temperatoren 
sendet  kein  Gas  von  selbst  ein  XmMNspektmm  ans.  Dies  tritt  nur 
nnter  der  Einwirkung  besonderer  Erregungen  (chemischer,  elektri- 
tehsr  etc.)  au£ 

6.  Kontinuierliche  und  Bandenspektra  können  die  Gase  demnach 
durch  hlo(se  Temperaturerhöhung  emittieren.  Ob  sie  auch  fähig  sind 
Idnienspekti»  auszusenden,  wenn  sie  zu  höheren  Temperaturen  als  den 
bisher  untersnditen  erhilst  werden,  ist  eine  Frage,  auf  welche  die 

experimentelle  Antwort  fehlt.  Wer  diese  Frage  bejaht,  mufs  sich  be- 
wuTät  sein,  dals  er  eine  experimentell  nicht  bewieseue  Hypothese 
einfahrt. 

7.  Bei  allen  Lichtquellen,  in  denen  chemiKelu'  oder  elektrische 
Vorgänge  die  Emission  betrlt  it» u,  scheinen  Abweichungen  vom  Kirch- 
hoffschen  Gesetze  vorhanden  zu  sein. 

Da  elektrische^  chemische  und  Fluoreszenz-Ersrheinungen  auch  auf 
den  leuchtenden  Weltkörpem  höchst  wahrscheinlich  vorhanden  sind,  so 
ist  die  allgemeine  Anwendung  des  Kirchhoffsohen  Gesetzes  auf  astro- 
physikalische  Probleme  nicht  gestattet. 

UL  !Eh«mtt8ehe  Ansohaaimgen.  Von  einer  wirklichen  Theorie 
<)er  spektralen  Emission  sind  wir  noch  sehr  weit  entfernt,  yielmehr 
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müssen  wir  uns  mit  sehr  allgemeiiien  Andeutuugeu  begnügen.  Da  wir 
die  emittierten  Strahlen  nach  der  üudulations-  und  nach  der  elektru- 
magnetischen  (jichttheorie  als  Schwinguu^sbewegungen  betrachten,  so 
ist  die  nächßtlit'u»  nde  nud  wohl  auch  aligemein  gennicbte  iVnnabm»' 
die,  dafs  diese  kSchwmgungen  dnrch  analoge  Schwmgungen  im  strah- 
lenden Körper  yerursacht  werden.  Die  Perioden  der  emittierten 
Schwmgnngen  werden  zu  denen  der  emittierenden  Teilchen  eine  ge- 
wisse Beziehung  haben;  die  einfaebste  Annahme  wäre  die,  dBis  die 
Perioden  beider  identisch  sind.  Wird  diese  Anschauimg  angenommen, 
80  folgt  ftnfl  dem  Prinzip  der  BeBonmz,  dafii  ein  KOrper  diejenigen 
Sohwingongen,  welche  er  eelbgt  besonden  stark  auflsiueiiden  fähig  isl^ 
auch  beeonden  stark  absorbiert,  es  mnls  also  ftir  jeden  Körper  in 
einem  gegebenen  Znstande  einem  Haximmn  der  Elmission  ein  soldiei 
der  Absorption  entsprechen. 

Obwohl  schon  Enler')  das  Prinzip  der  Resonanz  sehr  klar  imd 
sehr  allgemein  an sgt> sprechen  hat,  so  hat  er  es  doch  nnrichtig  ange- 
wandt, nämlich  anf  die  Farben  der  Körper.  Erst  Ängström*)  hat  die 
Bedeutung  dieses  Prinzipes  für  das  Problem  der  Emission  und  Absorp- 
tion richtig  erkannt. 

Dun'li  das  einfache  Prinzip  der  Resonanz  erklärt  sich  also  ganz 
allgemein  jtiie  wiclitige  qualitative  Beziehung,  welche  sieb  auch  als 
Folge  des  Kirchkoffscben  Gesetzes  für  die  diesem  Gesetze  gehorchen- 
den Körper  herleiten  läfst,  und  es  wird  erklärlich,  dafs  sich  diese  Be- 
ziehung anch  dort  erfüllt  zeigte  wo  der  Kirchhoff  sehe  Satz  nicht  gilt 
So  ergab  sich  ein  vollkommener  Parallelismus  zwischen  Absorption 
und  Emission  bei  meinen  Versuchen  über  die  Strahlung  von  Na,  K, 
Li  and  Tl;  ferner  haben  Liveing  und  De  war*)  nachgewiesen,  dals 
auch  bei  der  Emission  der  Oase  in  Geifsler sehen  Röhren  eine  Um- 
kehnmg  der  Spektrallinien  stattfindet,  nnd  sogar  für  die  Flnorsauox 
hat  Bnrke^)  gezeigt,  dafs  Utanglas,  so  lange  es  sich  im  flnoreszierandcD 
Znstande  befindet,  eine  starke  Absorption  deiselben  Strahlen  leig^ 
welche  es  aussendet 

Was  ist  aber  hei  den  Gasen  das  schwingende  Prinzip,  weichet 
das  Licht  aussendet?  Nach  den  Anschauungen  der  kinetischen  Gas- 
theorie  bewegen  sich  die  Molekeln  in  einer  ganz  wirren  und  luiregel- 

1)  L.  Euleri  nova  tht^oha  luciä  et  colorum.  Oposcuia  varü  argumcuti, p.  m>- 
Berolmi  1746.  ^ 

8)  A.  J.  AngstrOm:  Pogg.  Ann.  141,  18&6;  vgl.  Stoket:  Pogg.  Aul 
Ezgbd.  4y  886,  1864 

8)  Liveing  und  Dewar:  Clieni  News.  47,  122,  188S. 
4)  J.  Barke:  PhiL  Tran«.  London.   191,  87,  1898. 
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mäfsigen  Weise,  während  die  Atome  wahrscheinlich  Schwingimgs- 
bewe^ni^en  ausführen.^)  Dies  führte  dazu,  die  Emisaiuii  des  Lichts 
auf  üruüd  der  Undulationstheorie  den  intramolekularen  Seliwinguageii 
der  Atome  zuzuschreiben.  Dabei  tritt  aber  eine  groi'se  Schwierigkeit 
auf.  Bei  den  einatomigen  (laseu  können  keine  intramolekularen 
Schwingungen  Torkommen,  und  trotzdem  senden  auch  diese  Gase,  z.  fi. 
Bg,  ein  sehr  linienreiches  Spektrum  aus.  Wenn  wir  daher  die  Atome 
als  Träger  der  laehtemiseion  betrachten  wollen,  so  dOrfen  wir  sie  nicht 
als  homogene,  starrei  luüieEa  pnnktförmige  (Gebilde  TorausBetieiny  wie 
et  die  kinetische  Qsstheorie  thnt;  sondem  vir  mfissen  ihnen  eine  sehr 
Tiel  komjdisiertero  Beschaffenheit  zusohreihen.  Im  ftUgemeinften  Falle 
kann  man  annehinen^  dab  ein  Atom  ans  einem  Aggregat  yon  beliebig 
vielen  hypothetischen  Elementaratomen  nnd  mit  ihnen  Terbimdenen 
Äthentomen  bestehi*)  Wir  verlassen  dann  allerdings  die  einfoehen 
Annahmen  der  kinetischen  Gastheorie,  deren  Starke  gerade  in  der 
Einfachheit  ihrer  Annahmen  besteht,  um  dafür  sehr  komplizierte  und 
sehr  hypothetiRrln  Anschauungen  zu  substituieren.  Wenn  wir  dab 
aber  thun,  so  liaben  wir  in  den  verschiedenen  hypothetischen  Bestand- 
teilen der  Atnmp  eine  solche  Mannigfaltigkeit  schwiiiLi:»'nder  Systeme 
zur  ^f>^tI^gung,  dais  ihre  Gnmd-  und  Überscbwingimgen  sowie  deren 
Kombinationsschwingungen  mehr  als  ausreichen,  um  die  iliöglichkeit 
der  Emission  noch  so  komplizierter  Spektra  begreiflich  zu  machen. 
Über  die  Verteilung  der  verschiedenen  Arten  der  Spektra  unter  die 
Üieoretisch  denkbaren  Atomschwingungen  sind  nur  gaos  wiUkftrliche 
Auiahmen  möglich. 

Wie  wir  in  der  kinetischen  Gastheorie  annehmen,  daJs  im  etatio- 
nSren  Znstande  das  Verhältnis  xwischen  der  Energie  der  fortschreiten- 
dsD  and  der  der  intramolekolarea  Bewegung  für  jedes  Gas  bei  jeder 
Tempeiator  ein  gpmz  bestimmtes  ist,  so  können  wir  auch  hier  die 
SnergieTerteiliing  nntor  die  Tenchiedenen  Arten  der  Lenchtbewegung 
einei  jeden  Gases  im  stationären  Znstand  als  durch  die  Temperatur 
gegeben  ansehen.  Daher  würde  im  stationären  Zustande  reine  Tempe- 
raturstrahluüg  herrschen.    Sobald  aber  Fluoreszenz  oder  elektische 

1)  Vgl.  Muxwell:  Theoiy  of  heat,  London  1877,  p.  826. 

2)  Tgl.  Boltzmann:  Wiener  Ber.  (2)  74,  p.  663,  1876;  E.  Wiedemann: 
Wied.  Aim.  6,  500,  1078  und  37,  177,  1889;  A.  Wüllner:  Wied.  Ann,  34,  658,  1888; 
Lehrbuch  der  Experimentalphyisik ,  Bd.  2,  419  f.  Leipzig.  1899;  H.  Kajaer  in 
Winkelmaonä  Haudbuch  der  Phyäik,  2,1,  p.  41U  ö'.  Breslau  lbU4  spricht  vun 
«■Btt  firiablen  Aaishl  tw  Atomen,  welche  je  nach  Druck  und  Temperatur  im 
MoKeklfl  enthalten  sem  tollen.  Wemi  unter  ,,Atoiiien**  die  ohemiaeheii  Atome  ge- 
Bwiiit  liad,  to  kann  eine  solche  AnMhaanng  die  Spektra  einatomiger  Qaae  wohl 
kMB  erkttzen. 
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oder  chemiadie  Enegungen  eintreten,  ist  der  stationSre  Znstand  ge- 
stSri  Die  eine  oder  die  andere  mögliebe  Sdiwingungsform  der  intn- 
molekolsren  Bestandteile  kann  dnrch  die  elektrisclie  oder  diemische 

Energie  direkt  stark  vermehrt  werden  und  so  zu  Emissionen  Veran- 
lassung geben,  welche  der  Mittelteinperatiir  des  Gases  nicht  entsprechen. 
Das  würde  derjenige  Vorgang  sein,  welchen  E.  Wiedemanu  als  Lami- 
neszenz,  R.  v.  Helinboltz  als  irrc(/i(lfnc  Strahlung  bezeichnet.  Wüllner 
Bchpint  anzimohmen ,  dafs  auch  chemische  und  elektrische  Kräite  nur 
auf  die  Moleküle  als  Ganzes  wirken  kömieu,  dafs  sie  aber  nicht  auf  alle 
Moleküle  gleichmäfsig  wirken,  sondern  nnr  einzehieu  von  ihnen  eine 
stark  vermehrte  Geschwindigkeit  der  iortschreiteudeu  Bewegung  er- 
teilen. Diese  sollen  bei  den  Zusammenstöfseu  in  anderen  Molekülen 
die  lichtansBendenden  Schwingungen  erregen  und  so  Lichtemission  Ter- 
nrsachen,  welche  der  mittleren  T^peratur  des  Qases  nicht  entspricht 
Im  Erfolg  käme  diese  Anschauung  auf  dasselbe  hinaus  wie  die  oben 
angedeutete,  welche  mir  plausibler  erscheint.  Wenn  aher  Wüllner 
sagt^):  „Den  lichtaussendenden  Molekülen  mufs  man  aber  nach  der 
jeteigen  Anffiunung  der  Temperator  die  Glflhtemperatnr  znsehreiben. 
Die  Tempentor  der  Gasmasse  ist  eine  niedrige,  weil  es  nnr  eine  kleine 
Anzahl  tob  Molektllen  ist,  welche  die  Glühtemperatnr  besitzen'',  so 
scheint  mir  in  diesen  Worten  eine  andere  Definition  der  Temperatur 
an  liegen,  ab  sie  allgemein  angenommen  wird.  Die  angenblieldiche 
Temperatur  einzelner  MolekOle  ist  weder  experimentell  bestimmbar, 
noch  nach  der  kinetisehen  Gastheoiie  definiert 

Ans  der  oben  angedenteten  Anschannng  über  die  Entstehung  der 
Gasspektra  ist  es  yerständlich,  dafs  die  gleiche  Emission,  wie  sie  nnter 
Einwirkung  chemischer  oder  elektrischer  Erregungen  auftritt,  bei  be- 
deutend gesteigerter  Temperatur  auch  aln  reine  Temperaturstralilung 
entstehen  kann.  Aber  es  folgt  daraus  nicht,  dafs  alle  unter  Ein- 
wirkung jener  Kräfte  auftretenden  Leuchtbewegungen,  in  gleicher  Weise 
auch  als  reine  Temperatnrstrahinng  zu  Staude  kommen  müssen.  Demi 
möirlieliei  weise  können  di»^  eh<Miiischen  und  elektrischen  Kräfte  Ver- 
änderungen in  der  Anordnung  der  Atom-Bestandteile  hervorltringen, 
welche  durcii  keine  noch  so  grofse  Temperaturerhöhung  verursacht 
werden  können.  Aber  selbst  bei  unveränderter  Atombeschatfenheit  ist 
es  sehr  wohl  denkbar,  daÜB  z.  B.  die  besondere  Art  der  Bewegung, 
welche  zur  Emission  der  Linienspektra  führt,  durch  die  blofsen  Zu> 
sammenstdfse  infolge  der  Wänuebewegong  gar  nicht  ausgelöst  werden  kann. 

Dies  wird  noch  deutlicher,  wenn  man  sich  auf  den  Standpunkt 
der  etektromagnetischen  Liohttheorie  stellt  Hier  mflssen  wir  die  licht- 

1)  Wüllner:  EiqpenmeDtslphynk  p.  404, 1890. 
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emge&den  Schwingoxigeii  der  Molektde  und  Atome  auf  elektrische  ür- 
ndien  xorflckflBliveiiy  mdem  wir  mmehmeiiy  dafs  elektriB&he  Ladungen 
entweder  ielbBt&ndi(0[e  oder  an  materielle  Teildiien  gebundene  Sohwingungs- 
Wegungen  ansfOhien.  Hier  w&re  es  sehr  möglich^  anzunehmen^  dafs 
diejenigea  als  besonders  frei  zn  betrachtenden  Schwingimgeii;  welche 
den  Linienspektren  entsprechen,  nicht  durch  mechanische  Stöfse,  son- 
dern nur  durch  elektrische  Kralle  hervorgebracht  werden  können. 

Die  Zurürkführuiig  der  Licbtemission  auf  elektrische  Bewegiiiigeu  Ln 
den  Atomen  ist  von  mehreren  Seiten  versucht  worden.*)  Diese  Theorien 
können  ebenso  wie  die  rein  mechanischen  nur  allgemeine  Andeutungen 
Aber  «Iptt  Vonmntjf  der  Emission  geben,  zu  einer  Erklärung  der  Ei^ 
H  lieiuimgeu  an  eiiizeiiieu  oder  gar  ZU  quantitativen  liesultaten  suid  sie 
noch  nicht  vorgeilrnn^en. 

Leichter  ist  es  für  die  Theorie,  bestimnite  Resultate  zu  erhalten, 
wenn  sie  die  Licbtemission  als  gegeben  annimmt  imd  nur  die  Ver- 
andaimgen  betrachtet,  welche  die  Emission  durch  bestimmte  äufsere 
Einwirknngein  erleidet.  Die  Versuche,  die  Verbreiterung  der  Spektral- 
linien  theoretisch  zu  erklaren,  sind  allerdings  noch  nicht  zu  einem  all- 
gemein anerkannten  Resultate  geführt  worden,  was  schon  deshalb  nicht 
wunderbar  ist,  weil  die  Bedingpingen  dieser  Erscheinung  experimentell 
noch  nicht  ToHstandig  bekennt  sind  Dagegen  hat  die  Theorie  das 
Zee  mansche  Phänomen  wenigstens  in  einigen  Fällen  bis  ins  einzelne 
Terfolgjen  kSnnen. 

Betrachten  wir  unsere  gesamte  Kenntgois  von  der  Natur  der  Qas- 
emission,  so  mfissen  wir  eingestehen,  dals  wir  trotz  der  ungeheuer 
grofsen  Anzahl  Ton  experimentellen  und  theoretischen  Arbeiten  die 
rieh  mit  diesem  Gegenstände  beschäftigen,  in  das  Wesen  der  Erschei- 
nungen noch  sehr  wenig  eingedrungen  sind,  Yielleieht  werden  die 
Grundlagen,  von  denen  die  Theorie  der  Lichtemission  auszugehen  hat, 
durch  die  neueren  Fortschritte  in  der  Erkenntnis  der  elektrischen  Ent- 
ladungen in  verdüimten  Gasen  wesentlich  gefestigt  werden.  Das 
Studium  der  Kathoden-  und  der  Kanals trahlen  hat  neuerdings  zu  der 
Annahme  ijeführt,  dals  elektrisch  geladene  Teilchen  existieren,  deren 
Masse  sehr  kU'in  isL  gegen  die  der  chemischen  Atome.  Sollten  diese 
kleinsten  Teilchen  und  ilire  Ladungen  vielleicht  mit  jenen  hypothe- 
tisdien  Trägem  der  Leuchtbeweguug  in  den  Atomen  identisch  sein? 

1)  Vgl.  Kolftiek:  Wied.  Ann.  9»,  224,  1887;  F.  Bichars:  Sitigsbr.  d.  Nleder- 
rfacm.  Gm.  Bona  48 ,  18,  1891;  8it^gBhr.  d.  K.  Akad.  d.  Wus.  Mflnehen  M| 
18M;  H.  Ebert:  Wied.  Ann.  48,  1, 1S98;  49,  6ftl,  1898. 


Sur  quelques  nouveaiix  thöortoies  lelatifs  au  triangle; 

(suite  &  un  artiele  de  M.  F.  Casparj). 
Par  II  L.  RiPBBT  ä  Paris. 

1.  —  M.  F.  Casparj  a  publie  dans  les  NauveUes  Annales  de  Mathe- 
maUques  (Uv.  1900,  p.  79)  un  artide  sur  qudqties  nouveaux  iheonmes 
rdai^s  au  iriangie,  dont  l'objei  est  de  montoer  qae  les  principales  pro- 
pri^t^  r^oentes  du  triangle  qui,  eomme  l*on  sai^  d^rivent  do  point  de 
Lemoine  K,  existent  encore  lonque  Ton  subsfeitoe  h  K  jm  point  X 
arbitmirement  choisi  dans  le  plan.') 

Cet  artide  offire  nn  int^rlt  considMble;  il  präsente  sons  nne  fome 
oondse  un  gnnd  nombre  de  r&niltats  rdatifB  h  la  Odom^trie  da  triaDgle; 
ainsi  qne  M.  Gaeparj  l'a  indique,  U  pent  ^tre  notablement  d^Tdoppe, 
de  mani^  k  embrasser  les  A^menis  les  plos  impoiiants  de  eette  Geo- 
metrie nonTelle,  et  ^pargner  ainsi  de  laborienses  recberdies. 

Ce  qui  8uit  est  un  complement  et  un  commentaire  de  Fetude  de 
M,  Cas])ary  qui  resuUeut  de  la  correspondance  ecliaugee  avec  ce  geo- 
metre  a  la  suite  d'etudes  com  man  es. 

Pour  plus  de  clarte,  je  reproduirai  en  itaJiques  et  sous  les  memes 
minipros  Tarticle  dos  Nouvelhs  AnnuJtis;  colles  des  proprietes  ajoutees 
qui  pourront  paraitre  nouvelles  appartifiinent,  d'aprös  ce  qui  Tient 
d'etre  dit,  au  moins  autant  a  M.  Casparj  qu'ä  l'auteur  du  preseni 
artide. 

2.  —  Soit^j-^jvl,  un  triangle,  X  un  point  absolument  quelconque 
de  son  plan  et  X*,  X*,  X'  les  points  oü  les  droites  AiX,  A^X,  A^X 
oonpent  les  cdtes.   Soient,  de  plus,      et      les  points  oü  les  paral- 

1)  Voir  (lanB  le  mAme  ordre  d'id^es:  —  E.  Lemoinc:  Propri^tös  rplativp?  k 
deux  pointii  to  ei  tu'  du  plan  d'uu  triangle  ABC  qoi  se  deduiseni  d'im  poiot  A' 
quelconque  da  plan  comme  les  points  de  Brocard  se  dMuisent  du  point  de 
Lemoine  (ÄFA8,  Grenoble,  1886).  —  L.  Ripert:  La  dnalitä  et  Hiomognplu« 
dans  le  triangle  et  le  t^traMze  (Ganthier-ViUsn,  1898)  et  diven  artidea  des  N.  A. 
(1898  et  1891)).  —  E.  Jahnke:  Über  dreifach  perspektivische  Dreiecke  in  der 
Dreiecksgeometrie  (Berlin,  1900).  —  Consulter  enfin  le  travail  en  coon  de  puWi- 
cation  de  M.  Casparj:  Zur  neueren  Dreiedugeometrie. 
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ttlfls  men^s  par  X*  et  respectivement  aux  cot^s  A^A^  et  AiAf 
content  A^A^;  et  de  menie,  les  points  et  ^  et  obtenus 
pir  peirmntatioik  ejclique.  Soient  enfin  J^,  I^,  les  points  sita^ 
rapectiTemeni  sor  A^Ä^,  A^A^$  -^i-^  confitniitB  de  %oii  qne  les 
fiBgmeitts  A^B^  A^Bl  soient  reepectiTement  aux  «egments 
jl^Af,  ^A^t  X^Ai  (en  d'^ntres  temnee,  Boiit  les  fsoANfitgue» 

dea  points  J}^  Z",  i?). 

AloTB  on  a  les  th^r^es  sniTants: 

I.  Les  (iroites  A^Bi,  A^Bj,  A^Bf  concottrenl  au  point  Bi  (t  =  l,2,3). 

II.  Las  ilroites  BiX  aoni  paralleles  aux  cötes  AtAi  (i,  Ä:,  i  =  1,  2,  3; 
2,  3,  t  ;  3,  1,  2). 

En  d'autres  termes,  les  paralleleB  meiiees  |)ar  les  points  B,  aux 
cotes  AkAi  concourent  au  point  X,  propriete  que  nous  rapprocbons 
immödiatement  de  la  suiyante  (Caapary,  17):  Le^  paraüMes  menäes 
fCHT  les  pmnfs  Ai  (MX  cätäs  BtBt  eoncattrenf  au  point  B.^) 

III.  Lea  deux  iriangies  A^A^A^  et  ^  ^  wiim  emire  de 

IV.  Les  droUes  AtG  passent  par  les  müieux  des  se^menis  BiX.  — 
Et  fiomparatiTement  (Casparj,  n®  18):  Les  droUes  BiG  passent  par 
ks  müieux  des  segmenis  AiK 

Bmtarqfte.  —  Par  «uite  des  propri^t^  II,  et  IV.,  {)our  construire 
le  triangle  B^B.,B_^^),  on  determine  le  centre  de  gravite  G  de  A^A^A^^ 
on  prend  1»^$  points  B',  d'intersection  des  medianes  A,G  avec  les  paral- 
IMes  iiKeiit*  s  ]»ar  A  aux  cötes  AkAi,  et  Ton  porte  enfin,  sur  ces  paral- 
lele, une  iongiieuT  BiBi=  XB',.  En  termes  plus  simples  encore,  on 
construit  les  trois  semi-reriproqtttM>  du  point  X. 

IV'.  Si  Von  designe  par  A^  et  B^  les  müieux  rcsp'Xtifs  des  cötes 
AtAi  et  BkBij  les  droites  AaBi^  concourent  au  point  D^s-') 

IV^.  Les  droites  BiAu  eoneownni  au  point  0,  —  £t  comparatiTe- 
iiMiit:  Les  droites  AtBu  eoneourent  au  point  5. 

IV^  Si  Von  designe  par  Et  les  points  antieon^pll6nentaiim  des  points 
Bi,  ies  droiks  AtHi  concourent  au  point  H  awticomplUmenkUre  de  0.*) 
—  Et  comparatiTement:  Si  Von  däsigne  par  H/  les  points  anHeompi^men' 

1)  X  etant  ^ou  faisaui  i'ouctions  de)  point  de  Lemoine,  R  est  (ou  fait 
fonetioiit  de)  poim  de  Steiner  de  Ä^Ä^A^\  c*eat  le  eeooiid  point  foadame&tal 
de  cette  ^de.  (Nola:  Lee  note  entre  parenthteei  eeront  dor^vant  eone- 
eateBdni  dam  les  d^oniiiiatioiui  lappeUes]. 

2)  B,  B,B,  e8t  le  premier  triangle  de  Brocard  {second  trisagle  fondameotal) 
3^  /), ,  est  !<'  milieu  de  la  droite  df  Brocnrd. 

i)  Lei  droites  AiHi  sont  les  ha%^wr»  et  M  Vwihoce^re  de  A^Ä^A^. 
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L.  Bipbst: 


Anres  des  jxmife  At,  les  droites  BtSg  comcomrmt  an  pokU  M'  an^ibtniK 
T^ilemmkiwe  de  8. 

IV*.  Les  pafüH&es  menees  por  les  mSiatx  Bu  des  coiA  BtBi  aux 
eät^  AjtÄt  concourent  au  poüU  Q,  eomplänentaire  de  X  (Caspar  j,  16). 
—  Et  comparatiTement:  Les  pairaUeles  meinks  paar  Us  mlieux  Akt  ^ 
AkAi  am  cäi^  BkB^  comeausrent  am  pomt  Q\  eompl^neMiam 

de  B. 

IV*.  La  conique  circonsciie  au  triangle  A^Ä^A^  et  inscnte  d 
Iricinglc  anticomplenienfaire  HiH-lH^  est  une  ellipse  ayant  son  cmtre  en 
(i  rt  (HÜ  passe  par  b  po  'nü  Ii  srs  deux  isolxin'ques  et  ses  trois  semi-im- 
pfu>i<if's^).  —  Et  comparativemout:  La  conique  circonscrite  au  triangk 
B^B^B^  rf  insn^ik'  ä  son  triarnjlr  anticompletncntaire  H^H^H^  est  une 
eUipse  aijci/t  son  centre  eti  G  ei  qui  passe  par  h  point  X,  srs  deux  iso- 
hariqttes  et  scs  trois  semi-reciproques  (res  derni'fr.->  rtant  Ics  poinfs  7?A') 

Rn)uir<inr.  —  Ou  j)eut  npcrcevoir,  dans  ce  qui  precf-  it  .  Ii  s  prfmicrs 
elemoiits  d  une  correspondance  importante  (Zweites  Cbertraguiigbpriiizip 
dn  M.  Caspar y),  dont  la  base  est  Veclian^  de  Ai  ayec  J?,>  de  X  avec 
de  <)  avec  S,  de  n  avec  H\  etc.,  et  qni  «ora  developpee  plus  loin.  — 
D^&nisflOiiB  maintenant  la  generalisation  de  quelqueB-unf  des  cerdea 
remarqaables  du  plan  du  tnaogle  A^A^A^. 

Conique  0  (eercle  drconscrU),  —  La  coniqae  cirooiiBcrite  ä  A^A^A^ 
et  dont  le  centre  eat  O  (IV^),  paaie  par  B  et  est  teile  quo  le  tiiaogle 
AgAfAf  et  le  triangle  circonfimt  (dont  les  aommets  sont  les  pdl« 
des  e6t^  A^A^  ont  ponr  centre  dliomologie  le  point  X  (de  Lemoine) 
et  ponr  axe  dliomologie  1a  polaire  ^  de  X  (droite  de  Lemoine). 

Cmique  Og  (eeurde  ci'Enler  <m  des  neüf  poifUs).  —  La  coniqne 
circonserite  an  triangle  A^^A^^A^^  et  ayant  ponr  centre  Je  milieu  Os 
dn  »eixment  Off  est  homothetique  a  la  eoniqne  O;  les  denx  centre« 

d'homothetie  sont  H  et  Cr}  le  rapport  d'homotheüe  est  ^.  Cette  couique 

passe  par  les  pointa  de  rencontre  des  droites  AM  et  ÄkJ^,  par  los 
milieux  des  Segments  AiB[,  par  le  point  Q'  (P^%  6tc. 

Coniqve  Oc  (eerde  eot^ugue),  ~  La  coniqne  homoth^tiqne  0, 
ajant  H  ponr  centre  et  paasant  par  les  points  communs  aux  coniques 
0  et  Oe  est  coijugu^e  an  triangle      A^  A^ 


1)  Ellipse  de  äteiner  de  A^A^A^. 

S)  EUipse  de  Steiner  de  B^B^B^.    On  saii  qu  au  point  A  Uont  lea  coor- 
donn^  barjßcmbriqtiet  sont  correspondatt  les  dexa  iiobmriques  (a^,  a,,  a, 

et  «1,      «i)  et  les  trois  semi-»$ciproqiies  (o^,  a^,  ««,  «i;  «if 

mippose  d*MlIeiin  le  lectenr  an  comaat  de  la  teminologie  habitöelle  d«  triangle 
et  des  oonstractions  ^Idmentaures. 
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Conique  Oom  (cerde  or^ioceniroiM).  —  La  conique  homoth^tique 
a  0  dachte  bui  OH  comme  diametre  pa«8e  par  les  points  oommuna 
MX  conique«  0,  Oe,  Oc.  £n  d'autros  temes,  lee  qnatre  coniqnes  0 
Off  Ocf  OoH  out  m^zno  aze  Tadical. 

Cofitsues  Ai  (eerdes  d'Apollonina).  —  Lea  trois  coniquea  homo- 
ihefeiqiiw  k  0,  ayant  ponr  centres  les  pointe  d*iiiienectioii  de  la 
droiie  x  (de  Lemoine)  et  des  isMi  A^tAt,  t/k  paeeant  raepectiTemeiii 
par  lee  aommete  Ä^,  ont  denx  k  denx  m^e  aze  radical  qni  est  la 
droite  XO  (diametre  de  Brocard). 

Cetdiiies  I  et  /,  (ccrdes  iinsarit  et  ex-imariis).  —  Si  l'an  d^signe 
pw  «j  et  a'i  les  points  (r^lfl  ou  imagmairee)  d'interaectiozi  de  la 
conique  Ai  et  du  cote  AtÄi,  les  droites  Äitti  et  Äia]  sont  conjugiiees 
par  rajiport  a  la  conique  0.  Les  six  droitos  A,a,  et  A.a',  so  coupent 
txüis  k  trois  en  quatre  points  I  et  (rdeis  ou  imagiuaires).  Les 
coniques  ayant  ces  points  ponr  ceiitres  et  touchant  les  trois  cötes 
A^Af  sont  homothetiqurs  ii  la  conique  0  et  tangentes  a  la  conique 
Ofi  (aux  pvints  de  Feuerbach). 

Rnnofffiir.  ---  On  pent  gene'raliser  de  m^me  la  notion  d'autres 
corcles  remarqiiables  (cercles  de  Lemoine,  de  Longchamps,  de  Neu- 
berg, de  Mackay,  de  Taylor,  etc.).  On  trouve,  dans  les  Notes  de 
BibUographie  des  Courbes  geotnehriques  de  M.  Brocard  dee  propii^t^ 
ae  j^tant  a  cette  generalisation. 

Je  raia  mamtenant  definir  lea  deux  coniques  les  plus  importantea 
aa  point  de  Tue  de  cette  ^tude,  aayoir:  la  conique  Ob  (faisaut  fouctiona 
de  cerde  de  Brocard;  Gaapary,  19)  et  la  conique  SI4  (Oaapary, 
20).^)  Ces  deox  coniques,  par  la  poaaibilit^  d'^hange  des  diras 
el&Biflnta  qui  8*y  rattachent,  donnent  la  def  de  la  coireapondance  d- 
dflsaus  indiqn^e,  pour  laquelle  j*emploierai  dor^navant  rabr^viation  (JP); 
je  d^ignerai  en  outre  lea  trian^es  A^^A^A^  B^,.,,  par  la notation 
abregee  A,  B,  


Comgue  Oß  (cerde  de  Brocard), 

La  conique  Ob  est  celle  qui  est 
cbconacrite  au  triangle  ^  et  a  pour 
cantre  le  milieu  Oß  du  segment 
XO;  eile  passe  par  les  pointa  X 
et  O;  le  diametre  XO  (dUmHsre 
de  Brocard)  paaae  par  i),,.  La 


(r):  Cmque  Slj. 

La  conique  i2j  est  celle  qui  est 
circonscrite  au  triangle  et  a  pour 
centre  le  milieu  SIa  du  segment 
BS*\  eile  paaae  par  les  pointa  R 
et  S;  le  diametre  B8  (diametre 
de  SIa)  paase  par  i>,|.   La  corde 


1)  J^avais  signald  cette  coxdqae  SIa  dans  ma  brochux«  de  1898  (La  dftalifctf, 
etc. ;  p.  U);  eile  a  6U  nncontrde  ^galement  par  U.  Jahake  (Über  dreifteh  etc., 
p.  8Ä). 
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coiqugu^  de  E8*  meaSe  pv  8 
conp«  U  ooniqne  aux  mdmee  pointi 
2)s  et  D,.^)  —  Lft  coide  i),D|  i 
poor  pdie  im  point  Z  (Toir 

«Tappelleru  eonigue  S  U  ooniqne 
homotli^qae  k  514,  ouconBcrite  I 
eile  a  pour  centre  S, 


oorde  coigogn^  de  XO  men^ 
par  D|g  conpe  la  coniqne  anx  pomta 
et  [brooardienB  (pakUs  de 
Brocard)  de  X].  La  corde  JD^D^ 
a  pour  p61e  un  point  lF(Toir  n^S). 

La  ooniqne  Ob  est  homoth^qne 
B  la  conique  0,  circonscrite  a  A 
et  ayant  pour  centre  (). 

V.  Le  point  d  uikrsrction  (\  de^s  droiks  A,X  et  B  G  est  sih^e  w 
Ja  droite  qui  passe  par  et  le  müieu  du  segmetU  Hj,-^*)  ^  sur  la  co- 
mque  Ob- 

En  d'autreä  termes,  le  triangle  C  (second  iriaagle  de  Brocard) 
homologique  a  A  avec  centre    X  et  h  B  avec  centre  G  — 
(r):  Le  point  d'intenection  Ci  des  dioitee  BtR  et  Ä,G  est  sitn^  nur  U 
coniqne  Aj;  le  tiiangle  C  {second  inangle  de  SI4)  ^t  donc  homolo- 
giqne    B  arec  centre  R  et  k  A  aree  centre  G. 

Y\  La  polaire  de  ^  par  rapport  a  la  coniqne  Oß  conpe  la  oomqne 
0  an  point  2S  et  en  nn  second  point  nM  rar  la  droite  GO«*); 
le  second  point  d'intersection  de  GOß  et  de  la  ooniqne  0  est  le 
point  N  diara^tralement  oppose  ä  jR  (point  de  Tarry).  —  {V):  La  po- 
laire de  G  par  rapport  u  la  conique  Ha  coupe  la  conique  S  au  pomt 
X  et  en  iin  st'cond  point  situe  sur  la  droite  GSIa\  le  second  pomt 
d'intersection  de  GSl.x  et  de  la  conique  .S  est  le  point  iV",  diametrdie- 
ment  oppose  (dans  cett©  (x^nique)  au  point  X. 

VI.  Les  iriangles  A  ei  B  sont  tripknwtü  homologiq^tfs.  de  l(i{0}i 

les  dröiies  A^B^,  ^^it  ^s^s  concourcnt  au  jmut  1)^  (rt'ciproqHr  \ 
par  rapport  au  triangle  A)\  les  draites  A^B^,  ^^i^f  -isA  P^^^  A 
et  les  droites  A^B^,  A^B^y  ^  J»in/  Z),.  —  (F):  Les  triangles  B 

et  A  sont  triplement  bomologiqnes,  de  fa^on  que  les  droites  ^wlj» 
B^A^j  B^A^  conconrent  au  point  (r^iproqne  de  B  par  rapport  so 
triangle  B)\  lee  droitee  B^A^,  ^ii«,  B^Ä^  an  point  D,  et  les  dxoites 
B^A^t  ^-^t         *u  point 

VI*.  Les  triangles  J.  et  D  sont  triplement  liotnoIogiqneSy  de  6900 
qne  les  droites  A^D^,  '^Ai  eonconieut  an  point       les  dioitei 

1)  On  veira  plne  bin  pouqoei  JD,  ■'ichaoge  stso  2>g,  et  2>g  avee  D,. 

2)  Cett«  partie  de  la  propri^ttf  peomit  (trs  sapprimtfe  oomme  ^ridenfte,  1« 
dioites  BiG  dtant  les  medianes  de  B,  J9,B,  (n"  8) 

3)  La  droite  importante  RR^  e^t  Taxe  d'homologie  de«  triangles  B  et  C, 
comme  la  droite  XX^  est  celni  des  triaiiglt-!»  .1  et  C'\  tdüip,  pour  abräger.  je  sup- 
prime  »ystematiquement  la  eousideratiou  des  axes  d'homologie,  bien  qu'elle  coa- 
duine  ä  nn  graad  aombre  de  propridtt^a. 
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ÄiBg,  A^D^,  A^D^  an  point      et  les  droites  ÄiD^,  -^A  ^ 

point  B^,  —  (F):  Lob  triangles  P  et  D  Bont  triplement  komologiqneB, 

de  fafon  que  lee  droites  j?j2>u  ^^^^t,  conoounot  an  point  At*, 

Im  droitee  £|Z>3,  ^sA?  -^iA  point  ^  et  Ibb  droitee  B^Z>2,  j^/>3, 
H^D,  tu  point  A^. 

Remarques.  —  Des  correspondances  (F)  dans  les  proprietes  VI  et 
reäolte  nettement  Fechange  de        avec  D^j        avec  D^, 
»Tee  D,. 

Les  triangles  A,  By  7)  sont  tels  que  deux  quelconqne«:  f^ont  tri- 
homologiques,  les  trois  centres  etant  les  sommets  dn  troisieme  triaugle. 
De  tels  thangles  sont  diis  compLemeiUains  du  type  brocardien  (E.  J  ahnke, 

loc.  cit.). 

VI''.  Le  point  D,  est  Fintersectioii  des  droites  G'Aj  et  BON,  — 
(f):  n  eBt  rintenection  deB  droitea  GD^  et  XSN'  (V'). 

YI^  Si  Ton  d^igne  par  Bf  les  points  d'intersection  des  droites 
AtO  avec  Jee  pandlMes  men^s  par  les  sommetB  Bs  aux  cötes  BkBt, 
Im  droites  Bfif,  Bj^E^f  BtEi  concourent  auz  poxnts  H,  (IV*).  — 
(F):  Si  Tob  d^gne  par  J?i  les  points  d'inteneetion  des  droites  BS  ayec 
les  paralleles  menees  par  les  sommets  aux  cöt^s  A^A^,  les  droites 
Ä^C'i,  A^Ek,  AtE'i  concourent  aux  points  Hl  (IV"). 

VI*.  Les  points  Ei  sont  situes  sur  la  conique  Of,.  Le8  triangies 
C  et  inscrits  a  Op,  soiit  Ivniologiques,  le  centre  etant  sur  la  droite 
GObN.  —  (F):  Les  points  El  sont  situes  sur  la  conique  SIa  Les 
triangles  C  et  E',  inschtg  a  Sl^f  Bont  homoiogiques,  le  centre  etant 
tOT  la  droite  GStj^N'. 

VII.  Le  centre  de  gramU  du  iriangle  D  est  le  poitd  0,  eenkre  de 
gneUd  des  iritmg^  A  ei  B 

VUJL  Si  Von  ddaigne  par  Wt  les  poinis  d^mterseetim  des  droües 
AJ>^  et  A^Bgt  les  drMks  A4  W{  coneoureiU  au  point  W,  pole  de  D|I^ 
par  vapport  &  Ob»  (T):  Les  droites  BtD^  et  BiD^  concowrent  aux 
mimes  points  Wi,  et  les  droites  Bi  Wt  coneowrent  au  point  Z,  p6U  de 
i)|Z),  par  rapixfrt  ä  Slj. 

VIII».  Le  point  Z  est  sur  les  droites  GOB,  D.^SR  et  D^W.  — 
(F):  Le  point  W  est  sur  les  droites  GSH',  D^^OX  et  D^Z. 

IX.  Im  droite  W  X  passe  jxir  Je  milieK  Z)«„  du  seammf  7),  7)o.*  ]i;u 
»nit«,  le6  points  W,  X,  üß,  0  sont  en  ligue  (iroitt-  ^^diametre  de 

Oß\  —  (F):  Lee  points  Z,  Ji,  Du,  Sl^t  ^  sont  en  ligue  droite  (dia- 
metre  de  Ä,X 

IX*.  Si  Ton  d^igne  par  F,  les  points  d'intcrsection  des  droites 
Ci  Wi  sTec  les  eöt^  AtAt,  les  trois  points  (Ii  sont  snr  nne  droite  u 
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L.  Bifset: 


paseant  par  W.^)  —  (r):  Si  Ton  d^igne  par  üi  les  points  d'into^ 
Bection  des  droites  Cl  Wf  avee  les  cötiB  Bi  B.,  les  tirois  pomts  ÜI  90d 
snr  nne  droite  u'  pasMitfc  par  u. 

JX\  Si  Ton  d^Bigne  par  X«  et  Zc  Iw  centres  dlioinologie  respec- 
iiii  des  triangles  B  et  C  et  de  letirs  triangles  circonflcritB  (par  rapport 
ä  la  conique  O^))  ces  points  sont  sur  la  droite  GK  Le  point  X« 
{poitU  de  Lern  o  ine  du  inomgle  E)  est  em  ontre  snr  la  droits  D|  WZ 
et  le  point  Xc  (poita  de  Lemoine  du  hiangHe  C)  snr  le  diamttn 
XO  (de  Brocard).  Le  point  Xc  est  le  pole  (par  lapport  Ob)  de  k 
droite  x.  II  en  resulte  que  les  triangles  A  ei  C  ont  m^me  droUe  <k 
Lemoine.  —  {r):  Si  Toü  desigue  par  i.'j  et  Üe'  les  centres  d'homo 
logie  respectifs  des  triangles  A  et  6"  et  de  leiirs  triangles  circonscrits 
(par  rapjjurt  a  Slj),  ces  points  sont  sur  la  droite  GX,  le  poiiit  /»'j 
etant  en  outre  bot  la  droite  D^ZW  et  le  point  Bc'  sur  le  diametje 
ES  (de  Ä^). 

X.  Si  Von  df'signc  par  L,  les  poinfs  (VifiterspcHon  des  droit ts  BtCi 
et  BJ'k  d  par  Xi  les  points  d  intersedim  des  droiUs  AkL^  H  A  L  ,  rr'i 
painis  Xi  sont  les  trois  points  associes  de  X  (par  rapport  au  triangle 
A).  —  (F):  Si  Ton  d^igne  par  Li  les  points  d'intersection  des  droites 
AkCi  et  Aidt  et  par  Ri  les  points  d'interseetion  des  droites  B^Li  ei 
BtL'tf  oes  points  sont  les  trois  points  associ^  de  B  (par  rspport 
ati  triangle  B)» 

X^  Lea  trois  points  Li  sont  snr  la  droite  BB^^  (V*).  —  (JT): 
trois  points  X/  sont  sur  la  droite  XX^  (V*)» 

XI.  Les  droites  BiXi  passent  par  les  points  Att;  par  snite  (pP'l 
les  points  B{,  An,  0,  X;  sont  coUin^iires.  —  (F):  Les  points  Af 
Bu,  8,  Bi  sont  oollin^aires. 

ISL  Si  Von  däsigne  par  Fi  les  points  tVintersection  des  droites  A^C,  H 
AiCi,  les  droites  F(Ö  sont  paraUHes  aux  droites  B^X  et  aux  ootes  A^A^ 

—  (r):  Si  Ton  d^igne  par  F-  les  points  d'inteiseotion  des  droit» 
BkCl  et  BiCl,  les  droites  F!G  sont  paralleles  ans  droites  A4B  et  snx 
cötes  Bj^Bf. 

XIII.  Tues  droites  A.Fi  eoncouretü  au  point  F  (anticomplementaire 
de  X).  —  (T):  Les  droites  ß,If"i  concourent  au  point  F'  (anticomple- 
mentaire de  B,). 

XIV.  Les  droites  C,F  ronroHrrnt  au  [xjint     (^complementaire  de  X). 

—  (r):  Lea  droites  CiF,  concourent  au  point  Q'  (complementaire  de 

1)  Lea  ooordonnöe«  bsiycantriqnes  de  X  Haat  (er,,  or„        TT  wt 
deozitaie  potentiel  (0^,  a|,  af).  La  droite  u  paase  anaai  par  le  troin^e  potenlid 
(aj,  cf|,  «1).  Ponr  Aioncfr  h\  propti^iä  correapondante  (F)  de  la  droite  u\  il  fao 
dxait  donner  quelques  däfinitioiia  präliminaiiea  qne  le  leoteor  tmiTera  aitdnMot 
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XV.  Les  pomts  X,  G,  F,  Q  mnt  situes  sur  la  nunw  droüe  et  de 
kik  fa^n  que  le  point  Q  est  le  milieu  du  segment  FX  et  h  segmetit 

1G'^^^GF^2GQ,  —  n  ea  est  de  rneme  (P)  pour  Im  pointa  B, 

G,  F',  (/,  et  l'ou  peut  übserver  (jue  cm  relations  gont  Celles  qui,  par 
detinitiou,  ( xistent  entre  tout  point  du  plan,  son  complemeutaire  et 
öon  aulicomplementain'. 

XVI.  — XX,  —  Ponr  mfimolrr:  les  proprieU's  enoncecs  par  M.  Caspary 
S0U8  ces  mitnt-ros  ani  ete  reproduiies  ci-dessus{n'"  II,IV,1V^,  coniques  Ob  et  Ä^). 

XX^  La  conique  circonschte  au  triangle  A  et  passant  par  Q  et 
ü  est  une  hjperbole  ayant  son  ccntre  au  point  eile  est  conjuga^ 
an  triangle  A^A^iAi<gj  complementaire  de  et  ses  lajinptoteB  sont 
eoiijngaMa  par  rapport  4  la  eonique  0\  eile  passe  en  oatre  par  les 
poinis  1>|^  8,  ete.  (huperhole  de  Kiepert  de  A^A^A^.  — 
(r):  La  coniqne  circonacrite  au  triangle  B  et  paaaant  par  G  et  H*  (n^  IV*) 
eat  mie  hyperbole  ayant  aon  centre  an  point  Q;  eile  est  ooignga^  au 
triangle  B^B^xBif^  complementaire  de  et  aea  asjmptotea  sont  con- 
joguees  par  rapport  ä  la  oonique  S\  eile  pasae  en  ontre  par  lea  pointa 
D^j  iV,  Oj  etc.  (hyperbole  Q). 

Remarqtie.  —  L'ellipse  de  Steiner  du  triangle  B  coupant  la  co- 
nique  Op.  en  A  le  point  A'  est  le  point  de  Steiner  du  triangle 

B  et,  par  ijuite,  0  est  sou  poitd  de  Tarry.  L'hyperboie  Q,  ainsi  de- 
t€nnine<»  par  les  points  B^,  G,  0,  est  donc  Yhypcrboiv  de  Kiepert 
du  triangle  B'^  eile  passe  nf)tamment  par  le  point  Hjfy  anticomplemen- 
taire  de  O,.  et  orthoceutro  de  B.  Ses  asymptotes  sont  conjugu^es 
par  rapport  ä  la  conique  Oßy  et  elles  le  sont  d^ja  par  rapport  ä  la 
foniqne  il  en  est  de  meme,  en  vertu  de  (F),  pour  les  asjmptotea 
de  Iliyperbole  Q'  de  Ä.  Donc,  les  hyperhoUs  de  Kiepert  dee  triangles 
A  ei  B  sont  homothätiqiiies,  lea  directiona  commonea  dea  aaymptotea 
etant  cellea  des  droitea  oonjngn^  h  la  foia  par  rapport  ans  coniquea 
0»  et  A^. 

Snppoaons  maintenant  qne  X  soit  K,  <m  aait  (Nenberg  et  Gob, 
AFAS,  Psrii^  1889)  que,  dana  tont  triangle,  lea  azae  de  Steiner  aont 
ptnIlMea  anz  asymptotes  de  Iliyperbole  de  Kiepert.  II  en  r^aolte 
qoe  les  ^iipses  de  Steiner  des  Hcm^  A  ei  B  et  la  eonigue  onf 

kms  axes  paralleles}) 

Des  tlu'vremes  precedenis  —  cunclut  M.  Caspary  —  se  deduisent 
d andres  si  Von  echange  aver  B_,  et  constqavmmetü  avec  Dj,  X 
acec      etc.    G'est  bieu  le  prmcipe  de  la  correspondance  jT,  que  je 

1)  8i  OM  dernien  rMitats  eont  noQveaiix,  iU  rafifiaent  4  jvatifier  Tint^t  de 
U  eoReapondanee  F. 
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Yiens  de  d^yelopper  longuement  et  dont  le  leeteor  pent  ponnoim 
r^tade  k  Tolont^ 

On  peot  allonger  ind^finiment  la  double  liste  des  propriM  qni 
pT^deiit,  et  je  tennmerai  par  rmdication  de  quelques  directions  hiaHm 

ä  explorer.  J'ai  dejä  feit  obseirer  que  j'ai  laisse  de  cöte  le  groupe 
des  proprietes  provenant  de  la  consideration  des  axos  d'homologie. 

Un  autre  groupe  important  resulte  de  Textension  de  la  uotioii  des 
poitUs  inverses:  Les  coordonu^es  barycentriques  de  X  etaut  k,  ,  er,,  Cj, 
deux  points  {x^y  a:,,      et  x\,  xi,  x^)  sont  dits  inverses  itar  ropport  a 

X,  s'ils  Bont  li^s  par  les  relatioiis       —  A  cette  d^finiü«» 

tt^  «, 

analytiqne  correspondent  des  constnictioiiB  g^om^triques  (Voir,  par  «x, 
El  Progreso  Matematico,  1900,  p.  378).  Dans  T^tude  actuelle,  les  points 
G  et  X,  I)^  et  J\,  1)^  et  IT,  IK.,  et  II  et  0,  Bi  et  W,^  etc.,  sout 
des  points  inverses  par  rappoi  t  u  X. 

Le  centro  d'homologie  du  triangle  A  et  de  sou  inangie  ciicua- 
scrit  par  rapport  ä  la  eonique  ii  i  est  un  point  tres  important  T:  ce 
point,  son  inrerse,  ses  associ^s,  les  droites  qui  en  dej)endeüt,  etc., 
donnent  lieu  a  de  nombreuses  propriet*'s.  II  pennet  detablir  une 
correepondance  tres  interessante  entre  les  coniques  0  et 

On  peot  aussi,  et  meme  de  plusieurs  manieres,  etablir  la  correspoo- 
danee  entre  les  coniques  0  et  0^;  j'ai  indique  la  base  de  deux 
«ystlmes  de  correspoudance  en  determinMit  (IX^)  les  points  (de  Lemoine) 

et  Xc  des  triangles  B  et  C. 

Tous  les  theor^mes  ^nonc^s,  ^tant  projectife,  ont  des  corräetiii- 
J'obserrerai  enfin  que  tons  ees  theorämes  penvent  snbir  tme  seeonde 
g^n^ralisation,  si  Ton  sabstitae  ü  la  droite  de  Tinfini,  qni  est  le  droito 
fondamentele  dans  les  qnestions  oü  interriennent  des  droites  psnllütir 
des  coniques  homoth^iqnes^  des  centres^  des  milieaz  des  segmenti^  etei 
une  droite  fondemeiLtale  arbitrairement  ehoisie  On  pent  aloiv  g6ii^ 
raliser  et  dualiser  mdme  les  propri^t^s  m^ques,  en  s'appnyant  snr  k 
principe  de  TinTariance  du  rapport  saliannoniqne  (Voir  N.  1899, 
p.  101  et  306). 

Paris,  19  decembre  1900. 

1)  Le  point  Y  est  celoi  dont  les  eoordonn^  baiyeentriqnes  sont  0,01 —af, 

etc.    Lea  coniques  üb  et  Ua  ont  jjour  equation^  respectives        ^     0  et 

^"«"»^"-d^O.  Sur  le  point  Y,  voir  notunment  £.  Lemoine  (AFA8,  Ctr- 

tbage,  1896  j  poiut  W). 
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über  einige  VerallgemeineniiigeiL  des  FermatBchen  und 

des  Wilsonschen  Satzes. 

Von  K  Hensbl  in  Berlin. 

Der  sogenflimte  Wilsonsehe  SatB,  oder  die  Congruem: 

1.2-'-(|)  —  1)     — 1  (mod.  p) 

khrt,  dafs  eine  gewisse  symmetrische  Function  der  (p  —  1)^"°  Dimen- 
sion von  den  (p  —  1)  modnlo  p  inkongruenten  und  p  nicht  enthaltenden 
ZiUen  kongruent  (—  1)  iet.  Dieser  Satz  wird^  wie  idi  sunSehst  er- 
wihnen  mödite,  durch  ein  allgemeineree  Theorem  über  Byrnmetrische 
Funktionen  jener  Zahlen  erjg^nzl^  deseen  Beweis  ebenihlls  auf  der  That- 
«ehe  beruhig  dafe  jene  p  —  i  Zahlen 

(1)  1,  2,  p- 1, 

modulo  p  betracktet,  eine  Gruppe  bilden,  dals  nAmliftli^  wenn  h  irgend 
eine  Zahl  jener  Beihe  ist,  die    —  1  Produkte 

(Ii)  2Ä,  (p-1)* 

fflodulo  p  den  Zahlen  (1)^  abgesehen  von  der  Reihenfolge,  kongruent 

smd.    Es  besteht  nämlich  der  Satz: 

Jede  ganze  symmetrische  Funktion  einer  beliebigen  Dimension 
der  Zahlen  (1)  ist  stets  durch  p  teilbar,  sobald  v  kein  Multiplum 

Ton  ;>  —  1  ist. 

I-^t  nämlich  S,  (V,  2,  •••,;>—  1 1  jPTiP  Funktion  und  h  eine  der  p—i 
Ishlen  (1),  so  tolgt  aus  der  Grundeigensdiafi  der  symmetrischen  Funk- 
tionen und  aus  der  soeben  erwähnten  Gruppeneigenschaft  der  Zahlen 
(1),  dass: 

HK2h,-  ,(p^  l)h)  =  8,(1,  2, p  -  1)  =  2, p  -  1), 

d.  h.  f&r  jede  der  p  —  1  Zahlen  h  besteht  die  Gongrnenz: 

(h' -1)8^=^0    (mod,  p), 

Ist  aber  v  kein  Multiplum  Ton  p  —  1,  so  ist  die  Differens  —  1  nickt 
ftr  jedes  h  durch  p  teilbar;  also  mnßi  in  diesem  Falle  wirklich  5»  durch 
p  teilbar  sein,  w.  a.  b.  w. 
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320  K.  Hemhbl: 

So  folgt  z.  dab  alle  elementaren  aymxnetriaehen  Funktionen  der 
ZaMen  (1),  mit  Auenahme  der  letzten,  nnd  auch  dab  alle  Potenzsommeo 
$v  doraelben  p  enthalten,  mit  Ausnahme  der  Summen  sif^^i),  welche 
gleich  p  —  1  sind,  u.  s.  w. 

leh  möchte  aber,  tmd  das  ist  der  Hauptgegenstand  dieser  Zeflen» 
auf  eine  andere  Elasse  ron  Sfttzen  hinweisen,  welche  dazauf  beruliea, 
dats  man  die  (p—l)  Zshlen  (1)  irgendwie  in  zwei  Abteilungen 

iß)  Of,       Of,    und   6»,  ^„ 

teilt  und  nun  die  symmetrischen  Funktionen  der  Elemente  Ton  einer 
dieser  beiden  Klassen  mit  denen  der  anderen  Klasse  rergleichi 
Es  sei  jetzt  nämlich: 

(3)  <p  (x)  =  (x  —  a,)  (  r  —  a^)  •  •  •  (a;  —  a„) 

das  Produkt  der  zu  •  •  a^,  gehörigen  Linearfaktoren,  so  besteht  lur 
grofse  Werthe  von  z  die  konvergente  EntwicUung 

wo  allgemein: 

die  Summe  aller  Kombinationen  mit  Wiederholung  zu  je  i  unter  den 
Elementen  a^,  o^,  der  ersten  Abteilung  bedeutet. 

Es  sei  femer 

(5)  4»  i-i:)  =  (J^  -  ^i)     —  K) ' '  •  (-^  -     =  ^*  -  i^i  j:" -  *  +  J?,a;'  -  » — ±  B, 

das  Produkt  der  zu  bg,b^  6»  gehörigen  Lineai&ktoren,  so  dafii  slso 
allgemein 

die  Summe  aller  Kombinationen  ohne  Wiederholung  zu  je  von  den 
Elementen  der  zweiten  Abteilung  bedeutet  Multipliziert  man  dum 
die  Gleichung  (4)  mit  a^-^  —  l  und  beachte^  dafs  fOr  die  beiden  kom* 
plemeniSren  Funktionen  (3)  und  (Ö) 

(6)  fp  (x)  lif  {x)     jcP  -  ^  ~  1   (med.  p) 

ist,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  von  YielfiM^heD  der 
Primzahl  p  absieht»  die  Kongruenz 

+  ...  +  C,_,ar+(C,-i-l)  +  SLZl5  +  ...  (mod.j>). 
'  Da  aber  hier  bekanntlich  die  Koefficienten  links  und  rechts  modiilo  p 
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kttignieat  sem  mtoeii,  so  ergeben  eich  diireh  KoefficientenTeiglBichimg 
die  folgeaden  Eongnienseii: 


(8) 


Cl=    J^,  Ctr+l—Of  Cp—  1   „  1, 

Cf  =  '\-Bt,  Cr+t  =  0,  C,  ^C^^  —  B^ 
:  :  C,+t  =  C,  =  +  ^, 


(mod.  p). 


Alle  diese  BeLationen  kdonen  wir  aW  jetst  in  die  eine  selur  aUgemeuie 
Koogmenz  sossinmeiiifuisen: 

(9)        Ci  (a„  a„  ■  • a,)  -  (-  1>  B,^  {b„  fe„  •  •    6,)     (mod.  p), 

wenn  Iq  den  kleinsten  Rest  von  l  modulo  p  —  l  bedeutet.  In  der  That 
ergeben  sich  die  Kongruenzen  der  ersten  Kolonne  in  (8)  unmittelbar, 
wenn  man  in  (9)  Z  =  =  1,  2,  •  •  v  setzt,  aber  auch  die  der  zweiten 
Kolonne  folgen  aus  (9)  für  J  =  ?o  =  +  1>  ^  +  2,  •  •  p  —  2;  in  der  That 
ist  ja  für  2  >  y  die  Summe  Bt  (bi,  •  • ;  ht)  aller  Kombinationen  obne 
Wiederholung  zu  je  2  gleich  Null;  weil  keine  einzige  solche  Konh 
bination  ezistieri  Setzen  wir  endlieh  B^ih^,  b„  ' * b,)  1,  so  ergeben 
sieh  anch  die  Eongmenaen  der  dritten  Kolonne  filr  — 1,  p,"* 
Es  gilt  also  der  allgemeine  Sata:  Teilt  man  die  p  —  1  Zahlen 
1,  2j      p—1  irgendwie  in  swei  Abteilangen 

"  y  Of,   und   fci,   ■•,  hy, 

80  ist  modulo  p  die  Summe  Cj  aller  Kombinatioueii  der  Elemente 
ffl,.  •  •    üft)  mit  Wiederliolung  zu  je  /  kongruent  der  Summe  (-  1  V^^7?,^ 
aller  Kombinationen  der  Elemento  (h^^  •  •  •,  b,)  ohne  Wiederholung  zu 
je  Iq  mit  abwechselnden  Zeichen,  wenn  Iq  den  kleinsten  Rest  Ton  l 
modulo  p  —  1  bedeutet;  hierbei  ist  sp^ell      =  1  anzon^mien. 
Da&  die  Summen  Cp^^tf  C^»+t>       Cp-%  und  diejenigen,  deren 
Indices  um  Multipla  von  p  —  1  grolser  sind,  durch  p  teilbar  sind,  hat 
zuerst  Steiner  beobachtet  und  in  einer  Abhandlung  ^^Ein  neuer  Satz 
über  die  Primzahlen'^,  Grelles  Journal  13,  356  bewiesen.   Im  nächsten 
Bande  hat  J acobi  denselben  speaiellen  Fall  unseres  Satses  ein&cher  be- 
wiesen. Der  allgemeine  Sata  scheint  jedoch  noch  nicht  bekannt  m  sein. 
Für  I» » 1  und  l^p-^l  eigiebt  sich  spedeli  ans  (9) 

=  1  (mod.p), 

also  der  Fer matsche  Satz.    Für  /i  =  1,  l  ==p  —  2,  o,  =  1  folgt: 

1  =  C,_,  (1)  =  (-  iy-'B,^t  (2,  3,  l)  =  _(p_l)l(mod.  p), 

also  der  Wilsonsehe  Satz. 

Endlich  mochte  ich  noch  eine  andere  Beihe  von  Relationen  an* 
geben,  welche  zwischen  den  symmetrischen  Funktionen  der  beiden  Qj- 
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steme  (a^,  •  • ;  o^)  und  (py  •  •  >  K)  bestehen.  Entwickelt  man  OAmiich  auch 
den  QuoUeaten  ^  nach  faUenden  Potenzen  von  ^  ^  ^ 
genau  wie  in  (4)  die  Gleichung; 

wo  allgemein  Dk  die  Summe  aller  Kombinationen     je  it  mit  Wiede^ 

holung  der  Elemente       •  •   5^)  bedeutet,  und  durch  Mnltiplikatiou  jener 

beiden  Gleichuügeu  folgt  weiter: 

nnd  durch  Koeffizientenyergleichung  erhilt  man  somit  den  Satz: 

Teilt  man  die  Zahlen  (1,  2,       p  —  l)  irgendwie  in  die  beiden 

Gruppen  (a,,  •  •  a,,)  und  •  •  und  sind  Ci(a^,  •••  bzw.  A(fti»  •*•,  ^0 
die  Summen  aller  Comhimitionen  mit  Wiederholung  zu  je  i  der  Ele- 
mente [ti^j  •  •    Of,)  bez.  {Ji^f  ■     />,j,  PO  lälVit  jede  Summe: 

Ci  +  C',-.xA  +  ^W«I>,  +     +  Dl 

durch  I»  geteilt  den  Best  Eins  oder  Null,  je  nachdem  l  durch  p  ^  1 
teilbar  ist»  oder  nicht. 

Aus  diesen  Kongruenzen  kann  man  in  bekannter  Art  die  Fonk* 

tionen  1),  durch  die  Summen  Cj,  C,,  •  •  •  ausdrücken.  —  Ganz  analoge  Re- 
lationen gelten  für  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen: 

•  •    A-n   nnd  •  •  S, 

jener  Elemente  nnr  mit  dem  Unterschiede,  dals  die  entqtrechemd  ge- 
bildeten Summen: 

zwar  auch  für  l .~  1,  2,  •  •  ^  —  2  durch  p  teilbar  sind,  aber  f ür  i  lü  0 
(modulo  (j)  —  l))  durch  p  geteilt  den  liest  (—  1)  lassen.  Diese  Rela- 
tionen ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Kongnienz 

(p(x)jlf{x)^a^^^  —  1   (mod.  p) 

durch  Koeffizientenvergleichung. 

Berlin,  den  24.  Februar  1901. 
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göomötriqaes; 

Par  M.  £.  Lemoine  a  Paris. 
(Saite.) 

Quelques  ezemples. 

Je  veus  seulement  douer  ciuq  coustructions  geometrogratiques  come 
eiemplee  trea  simples  de  traces,  en  montrant  ä  leur  propos  la  fa90D  de 
chercher  ä  reduire  le  simbole.  Ii  est  d'aülenn  Evident  quo  tout  trac^ 
geometrografique  doit  Stra  pr^^^  d'un  croquis  somaire  sur  leqoel  on 
etudie  las  oonstractions  pour  chercher  les  simplifications,  s'il  y  en 
ei  Tordre  dans  lequel  dolTent  s'ez^ter  les  oonstractioiiB  —  qni 
n'cet  pas  toajoan  oehii  oü  Mes  se  pr^sentent  dans  la  aolntion  — 
ponr  lemplacttr  aonvent  lea  Gonatractiona  g^m^trogntfiqaes  anxiliairea 
par  d'satrBa  non  gfom^tarografiquea  maia  qui,  en  ae  aerrant  dea  lignea 
iifjjk  trae^  aor  r^nre,  aemient  plna  aimplea,  ete. 

TlSJL  Placer  lea  dena  aometa  ineonnB  d'nne  ^lipae  dont 
on  conait  nn  aze  ÄÄ'  et  nn  point  M.  Snposons  qae  oe  aoit  le 
grand  ax»  AA*^  2a  qui  aoit  don^;  fl  hni  plaoer  lea  eztrdmit^  S  et  B' 
du  petit  axe  BB' 2h.  O^te  conainietion  eet  ezceaahremoit  almpley 
et  Ton  n'a  que  Tembaras  da  chois  des  proc^^s  pour  l'executer. 
Si  Ton  remarque  le  teorfeme  suivant:  Lorsqu'ime  droite  ßß'  de 
longaeur  constante  a  —  />  a  ses  deus  extremites  ß  et  ß'  sur  dens 
droites  recUagiüaires  oü\  oy  et  que  Ton  prend  sur  ^le  un  point  j\I 

tel  que  ß'M  =a  {ß^  —  ßM  =  ß'ß  =  a-  h),  le  lieu  de  M  est  une 
^ipse  qui  a  aon  grand  axe  AA' »  2a  snr  ox,  son  petit  axe  BB'  2  b 
aar  oy  et  aon  centre  en  o,  on  voit  qne  ce  teoreme  relie  imm^diate- 
ment  lea  axea  et  la  position  d*un  point|  il  y  a  done  grande  chance 
pour  que  Ton  en  d^uise  la  conatniction  gfoxn^trognfiqne. 

(Conatrnetion  g^om^trografiqne.)  Je  traoe  la  peipendiculaire 
oy  an  miliea  o  de  AA'  (SiZ^i  +  ^  +  20^  +  2C,),  je  tracse  M(Ao) 
{BCi  -f  C|)  qni  eonpe  oy  en  ß'  de  Tantre  de  AA'  qne  M,  je 
bioe  Mfi'        +      qni  conpe  cA  en  ß,  Mß  est  la  longaeur  du  \ 
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petifc  axe,  je  taraoe  o  (Jf /})  (3  C\  +  Im  poinis  B  ei  B'  eont  p]ao£i 
ror  op.:  (4i2i+2J^+8Cj+4C,)  S.:  18;  E.:  12;  2  droites;  4oen:l«. 
On  fturait  une  oonstniction  idemtique  en  ntüisant  le  t^rkne:  n 

ß'ß  =  a  h,  et  que  ß' M ^  a,  on  a  Jlf/3  «=  6  etc.  On  peut  comparer  c« 
simbole  avec  celui  de  constructions  deduites  d'autres  Solutions  geomotriques 
evidentes.  Par  exemple:  en  decrivant  la  circonference  sui-  AA'  come 
diametre,  en  joignant  le  j)oiut  ou  la  }>erpendiculaire  au  milieu  de 
AÄ'  coupe  cete  eirconfereuce  au  point  oü  la  perpeudiculaire  abai«9ee 
de  31  sur  AA'  coupe  ceto  circonference  du  meme  cote  de  AA'  que 
■^i'i  ^®  poiut  oü  II  M.  ooupe  AA'  ;iu  point  M;  My  coupe  oJ5, 
en  7?,  pour  jilacer  Ii'  il  taudrait  encore  decrire  o{oB).  On  trouverait 
un  co^ticient  de  simplicite  28.  Ou  encore:  en  apelant  /,  m  les  coor- 
don^s  de  M  par  raport  ä  ox,  oy  on  d^oit  de  Taquation  de  l'^pae 

h  —        ^,  f  <^  eonstniindi  la  mojhae  proportionifele  X  enire  a  et  m, 

puis  Ya^'^P'^ft,  pnia  la  troisi^me  proportionMe  j  et  enfin  o  plaeetait 

et  B'\  c'est  ^videmment  encore  beaucoup  moins  simple  a  tracer. 

Ilemarque.  Les enonces geometriques doivent toujours etre preds, 
mais  les  enonc^  qui  out  k  itre  tradaite  geom^trogrofiqnemeat  par  une 
construction,  doiTent  ^tre  pz^cis  encore  d'une  axitre  mani^,  en  sp^* 
fiant  toat  ce  qui  doit  dtre  constmit  et  rien  que  cela,  afin  qne  Von 
puifiae  comparer  entre  eus,  saus  les  modifier,  les  simboles  corespondant  ä  une 
mime  questioiu  Ainsi:  Troayer  la  longaeur  du  cot^  dW  triangle  ^uilatlral 
inscrit  dans  im  cerde  don^  et  tracer  le  triangle  Ajuilatäral  inscrit  daos  un 
oercle  don^  sont,  ponr  le  g^om^tre,  dens  qneetioiui  toat  k  &it  ^uiTalentes; 
en  g^m^trografie  la  premi^  a  pour  co^cient  de  simplicitd  6  et  k 
seconde  15.  De  m^me  la  qnestion  que  noiu  venoiia  de  traiter  n'est  pas  U 
mime  ponr  le  r^snltat  g^m4trografiqoe  que  clle-ci:  Tr eurer  la  lon- 
gaeur d'an  axe  d*ane  Klipse  conaiasant  l'aatre  axe  et  an  point 
n  fandrait  ariver  k  tracer  Mß'  come  pr^c^emment  (4 12^+  2  4  + 3  CJ, 
puis  tracer  M(Mß)(2Ci  H-  Cg)  qui  placerait  M'  sur  Mß  de  Tautre  cot< 
de  J/  que  (i^  et  ßM'  serait  la  reponse  avec  10  de  simplicite;  si  cetait 
le  J  axe  qu'on  avait  a  construire,  l'enonc^  devrait  specifier  J  axe  et  la 
reponse  31  ß,  obtenue  par  le  trace  de  Mß',  naurait  plus  que  13  come 
coelicient  de  simplicite. 

XXlIl.  Tracer  la  bissectrice  de  Tangle  de  deus  droites 
ABj  CD  que  l'on  ue  peut  prolonger  jusqu'a  leur  rencontre. 

Cete  question  qai  se  preaente  frdqaemment  dans  les  aplications,  se 
troave  traitee  dans  presque  toas  les  livres  dasstqaee;  le  procW  qoe 
Ton  done  ordinairement  pour  le  trae^,  est  le  suivant.   On  möne  noa 
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p€sp«ii(iiciilaire  quelconque  EP  snr  AB  et  iine  perpendicaluFe  qnel*- 
conque  FQ  sur  CD,  E  etaat  sur  ÄB^  F  sur  CD.  Sur  ew  perpen- 
diculaires,  dans  le  sens  conTenablei  on  preud  deas  loogaeura  ^£^66 
FH  et  £6f ;  pnifl,  par  on  m^e  ime  paraUUe  ä  CD^  ef^  par  G^,  nne 
panJlMe  4  le  poiai  de  renoontie  Jf  de  ces  dens  lignes  est  im  pomt 
de  la  bissectrice  cherch^;  oa  r^te  la  mime  coiurtnidion  ponr  obtenur 
im  aoire  point  M*  de  cftte  biweclarice,  il  a  plus  qii*ik  traoer  MM'\ 
qnelquefois,  come  dans  le  trait^  de  MH  Roacb^  et  de  Gomberonsee 
par  ezemple,  an  lieu  de  diie:  on  r^pete  la  mdme  conetniction  ete. 
on  tennine  ainn:  £n  prenant  dens  antres  longaeim  ^alee  aar  EP  et 
FQ,  on  obtiendnüt  im  seoond  point  de  la  bisaectrice  et  il  ne  reste 
qu'ä  tracer  MM'.  C'est  ^videmment  preferable,  mais  lä  se  boraent  les 
biniplifications  essayces  et  on  va  voir  cc  qu'il  restorait  a  iaire. 

II  faut  reinarquer  qu'il  iie  s'a^it  ])aK,  dans  cet  exeinple,  de  Texpose 
d'une  Bolutiou,  mais  dun  procMjde  de  tract':  on  y  saisit  donc  snr  le 
Tif  la  fa«^on  dout  les  sj^ometres  ont  trait«  junqu  iei  la  questiou  des 
trarpsi  qui  est  pour  les  Diodemes  (ele  ne  l'etait  pas  chea  les  Grecs)  le 
bat  final  de  la  geometrie. 

Executons  rigoureusement  cete  constniction,  en  ne  nous  servant  pas 
qnand  il  y  anrait  lieu,  des  traces  geometrografiques.  Trace  de^Petdcl^Q 
(4ß,  +  2if,  +  4Ci  +  2C,  +  6C3);  Plauens  et  G  {2C,  +  2Q;  tra^na 
par  Get i^lea  paralMes  qni  placent  Jf  (42?i  +  2iJ,  +  1Ü6\  +  6 T, );  faisons 
laa  mtoe«:  constructions  pour  avoir  Jf'  (8  7fj  -|-  4  -}- 1 6  +  2  +  14  Cj); 
tra^ons  MM'  (2 Ji,  +  jy  op.:  (18Äi  +  91^  +  32Ci  +  4C,  +  28CI) 
(8.:  91;      54;  9  droitea,  28  ceiclea). 

En  prenant  la  aeconde  indication  qui  ^vlte  le  trac^  inntile  de  dena 
aoiLTeiea  perpendicnlairea  ä  AB  et  a  CD,  le  aimbole  aerait  de  73 
«ndement 

La  g^m^trografie  pooase  plus  loin  la  recberche  et  ae  propoae  eome 
nooTeaa  bat  de  trouTer  la  conatrnction  la  pina  aimple  en  ne  chan- 
geant pas,  d*abord,  le  principe  de  la  aolntion;  ici  ce  principe  eat  de  traoer 
2  conples  de  droitcs  equidistantes  de  ^2?  et  de  CD,  le«  conplea  deter- 
nünant  l  im  M,  l  autre  il/';  on  peut  y  ariver  de  diveraea  fe9ons  plus 
«imples  quc  Ic  procede  que  nous  veuons  d  analiser;  celni  qui  done  lien 
aa  simbole  le  plus  reduit  me  parait  rtre  le  snivant:  tracer  lea  dena 
eercles  E{q),  i^\(>),  E  et  F  etant  respectivement  sur  AB  et  anr  CD 
(2r,  +  2C,),  E{(y)  e^upant  AB  en  A  et  B,  F{q)  coupant  CD  en  C 
«»t  D-  tracer  A{q'),  B(q')  (ST,  +  ^('^)  qui  coupent  E{q)  en  €, 
<iu  meme    cote'  de  AB  dans  liut^iieur   do    l'angle;   tracer   C  {q\ 
D(p')(2<^,  +  2C',)    qui    coupent    F{q)    en    T         ^'  «^'^mcs 
«te  de  Ci>  dana  Tint^eiir  de  l'angle;  peudant  que  la  pomt©  öhV. 
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en  7),  tracer  D(ß")  (C^)  (|ui  determine  rp^  sur  F(q),  puis  ('{q"') 
(C;  4-  63)  qni  determine  fp^  sur  tracer  .!(()"),  B{q")  rJ(\-i-2r) 

qui  placent  £j,  £^  sur  £(()).  Tracer  qpqp'  (4iij  4-  -/<V'  qui  placem 
31,  e^el,  fpi^p'i  (4i?i -f  2i?j)  qui  placent  il/';  euün  tracer  31 M' 
(2ii\ +  op.:  (10J?i  +  5i,+ 76;  + 2 C,-f  lOCi);  S.:  34;  K:  19; 
Ö  droiteSy  10  cercles. 

Enfin  come  but  final,  la  geometrografie  Be  propose  de  changer  s'il 
y  a  lieu  le  principe  de  la  Solution  et  d  ariver  a  celui  qui  dooe  le  tnca 
le  plas  simple.  Aprts  divers  essais  Toici  la  Solution  qne  nons  croyooB 
la  meillenre.  Tracer  one  pand^e  AE  k  CD  par  le  point  JL;  one  per- 
pendicolaire  ä  la  bissectrioe  de  BAE  coupeja  CD  en  D,  BA  en  £  et 
la  peipendicolaiie  au  naliea  de  BD  sera  la  droite  cheroh^.  On  resliie 
cela,  an  miens,  come  il  suit: 

(Gonstruction  geom^trografique.)  —  C  ^tont  im  point  arbi- 
traire  de  CD,  je  traoe  C(q)  (0^+  Q)  qui  coupe  CD  en  D,  AB  en  A 
Je  tnM^  A  {g)  -f  Q)  q^ii  coupe  AB  en  B,  Lee  sens  de  CD  et  de 
AB  ^tant  ceus  de  points  qni  s'eloigneraieni  du  somet  de  Tangle  donf 
Je  trace  D{p)  (6\  +  qui  coupe  ä(q)  en  Je  trace  BE{2B^-\- B^] 
qui  coupe  6'/)  en  D'.  Come  la  figure  AECD  serait  un  losauge, 
ylL^  serait  paralcle  11  6'/>,  £AB  serait  isocele,  aiüsi  que  Ii  OD'  \0  etant 
le  somety  hors  de  lepure,  de  BOD).  Je  trace  donc  la  perpenfliculaire 
au  luilieu  de  BD'  (2/^i  +  7^,  +  2C, -f  2C3);  c'est  la  droite  clierchee; 
op.:  (4i^i  +  2i?,4-4C\  +  r,-f-5C3);  S.:  16;  E.:  9;  2  droit^s,  5  cenles. 

Si  CD  sont  paraleles,  la  soIutioD  est  illusoire,  il  faut  tracer 

]a  droit«  egalement  distHiif.'  dr  deus  droites  paraieles  ^/),  T/).  En  voici 
le  trace  pfeometrogi-ati(iue.  ,ie  trace  Ä{q)  (Cj -f  qui  coupe  CD  en 
6'  et  en  i>;  au  mojen  des  2  cercles  ('(q)j  D{q)  {2C^  +  2(^3)  je  trace  la  per- 
pendicnlaire  an  milieu  A'  de  CD  -j-  -K^).  Je  trace  A'  (p)  (Cj  -f  C,) 
qui  coupe  en  2  points  qui  donent  la  droite  cherchee  (2Jij -f 

op.:  (4i?j  -f-  27?,  +  3Ct  +  Q  +  4Ci)j  S.:  U5  E.:  8;  2  droites,  4  cercles. 

XXIV.  Tronver  deus  longueurs  conaissant  lenr  some  BC 
et  leur  moy^ne  proportionöle  IK 

(Constrnction  habituöle.)  —  Sur  BC  come  diametre  je  dMs 
une  ciroonf&rence  (212|  +  -Ba  +       +  trace  la  tangente  en  B 

(Construction  dassique  XV,  p.  105)  (6i{i+  3^+  C/^H-  C«)  >^  laqu^ 
prends  j9i>  *^  I  (3Q  +  P<u^  -2)  je  trace  une  pandUe  ä  BC  (con- 
struction daasiqne  fian^aiseXII;  p.  104)  (272^+7^3+5  C\  +  3  63)  qui  coupe 
le  Gerde  en  J&  et  E'\  j^abaisse  de  la  perpendiculaiie  EF  sur  BC 
(27?,  +  7?2  +  36',  +  3Cy,  T^jp*  et  FC  sont  les  longueurs  cheroh^s;  op.: 
(127?,  +  67?,  +  16C,  +  IIQ);  S.:  55;  E.:  28;  6  droites,  11  cerdei. 

Si  nous  exaininous  la  construction,  nous  vojons  que  le  tract^  de 
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]i  Uiigeiite  en  ^  est  tnutile,  car,  {loiir  tracer  le  oerde  d^crit  sur 
BC  oome  diametre  nons  aTons  äev^  nne  perpendicnlaire  ao  nuliea  0 
da  BC,  nons  poaroiui  porier  en  OD'  la  longoeor  l  rar  cete  perpendicnlairey 

00  bien  ai  nona  tra^iia  efete  taiigeiite  ü  est  mntile  d'abaisaer  de  E 
Que  perpendicolaire  siir  SC  pnisqne  les  2  longaenn  chereh^  sont 
DE  et  DE';  mais  il  vaut  mieus  ne  pas  tracer  cete  tangente  et  con- 
duire  geumetrograli»(uemeiit  ainsi  la  construction:  Sur  BC  come 
diametre  je  decris  un  cercle  (2/^,  -f  i?8  +  4C'j  -f  SCj)  de  centre  0;  enr 
la  perpendiculaire  &  BC  menee  par  0  je  prpnds  OD'  ^  l  0^>(\  +  Cj); 
par  /)'  je  trace  ime  panilele  a  BC  (Oonf?triirti(>n  XU,  i^"'"''  j^eomotro- 
gratique)  {'JM^-j- 4(\  +  2C^)  qui  coiipe  le  cercle  eu  i:*";  je  reporte 
D'Een  OF  anr  BCißC^  +  C^y,  op.:  (4 iJ^  +  2 14 Cj-f  7 C^)  ö.:  27; 

1^;  2  droitesy  7  ceicles. 

Nona  pOQYOiia  aler  plus  loin  dans  la  simplification  eta  nioutrant 
vn  aatre  proc^d^  de  la  g^metrografie  qui  est  de  voir  directement 
Rir  le  trao£  Ini-meme  des  relations  qui  le  aimplifient;  ainsi  le 
iMUt  final  consiste  a  plaoer  F,  or  si  nous  ezaminous  la  figure 
OD*EF  c'eat  un  reetangle  dans  lequel  D'F^  OD'^  OB,  donc  le  trac^ 
da  Mrcle  d^crit  snr  BC  come  diametre^  celai  de  la  paral^le  D'F  k  BC, 
loiii  eeta  est  inutüe,  il  sufit  de  placer  D'  et  de  d^crire  D'  (OB)  qui 
CODpe  BC  en  F.    On  a  alors  la  construction  suiyante. 

(Construction  geomctrografique.)  Je  trace  la  perpendiculaire 
äu  müieu  0  de  HC  (2  J?,  +  +  2C,  +  2^3^;  j**  preuds  sur  He  Ojr  -  / 
i^3C,  +  rj);  je  trace  D' {OB)  i2C^  +  C'j)  en  ayant  eu  soin  ]U)iir  ^^agner 
un  C,  de  prendre  OB  dans  le  compaa  pendant  que  Ba  pointe  etait 
CD  0  pour  placer  D':  op.;  (22^4  +  ^  +  7  C;  +  4C;);  S,;  14;  E.:  9; 

1  droite,  4  cerdes. 

8i  Tod  pose  BC  —  a,  le  probleme  que  nous  venons  de  r^soudre 

tradiiit  1  equation  —  ax  -\-  P  =^  0  d'oü  2^  ^  ^  Hh  —  et  la  con- 
itruction  geomctrografique  que  nous  yenons  d^ezposer  se  dCduirait 
immediatement  aussi  de  c^te  Taleur  de  x,  puisque  OB |  et  qu'il 

ftat  j  ajouter  et  en  retrancber        —  P,  c*est  a  dire  OF,  pour  avoir 

Im  2  longupurs  qui  doneni  ia  reponse. 

II  est  assez  rare  d'aiUeurs  que,  daus  iine  question,  ce  soit  la  sulu- 
tioü  alg<*bricjue  qui  done  immediatement  la  construction  geometrografique. 

XXV.  TroHTor  deus  longtiours  conaissant  leur  dilerence 
BC  et  leur  moyüne  proportionele  /^ 

(Construction  habituöle.)  Sur  BC  come  diametre  on  dCcrit 
Ott  oeide,  en  J9  on  ^re  une  petpeaidiculaire  AB  » l  k  BC,  on  Joint 
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D  au  opntro  O  dii  cercl^',  lequel  est  coupe  par  07)  en  E  et  F.  Les 
deus  longueurs  cherchees  sont  DE,  7) F.  Cete  construction,  menee 
geometrografiquemenfc,  a  pour  simboie  op.;  (6-ß|  +  3i2|  +  9Ci  +  6Cj); 
S.:  24;  E.:  lö;  3  droites^  6  cercles. 

(Gonsiruction  g^ometrografique.)  —  Je  trace  une  perpen- 
diculaire  sur  le  miliea  0  de  BC  (2J^i  -f      H-  2     -f  2      et  je  prends 
BOT  ele  OG  =  l  (SCj  +  C,);  je  trace  C  (CG)  (2C^  +  Q  qui  coupe 
en  £  et  en  H'^  OH  et  OH'  Bont  les  deus  longaenn  cherch^.  op.: 
(21^  +  -Bi  +  7Ci  +  4(^);  S.:  U;  E.:  9;  1  droite,  4  eeiolee. 

UvL  Oonstmire  la  moy^ne  g^om^triqae  entre  deus 
droites  plac^es  OAy  OB  (Gonstraction  geom^trografiqne). — 
de  Probleme  qui  eonaiste  ä  porter  Bur  la  biesectrice  de  Tauige  BOl 
nne  longueur  egale  &  la  moylne  proportion^  entre  OA  et  0J9  se  pi»' 
eente  sourent  dana  les  aplications  et  on  en  a  donä  de  nonbroosM 
Solutions,  nous  mentionons  ici  seolement  c^e  qui  aous  a  amen^  a  Is 
construction  f^om^ografique. 

(Construction  geometrografiqiie).  —  OA  etant  ia  plus  petite 
des  longueurs  OA,  OB  tra(;ons  0  (0-ß)  (2 Cj -f- Cj)  qui  coupe  OA  en 
C  dans  le  sens  OA,  puis  saus  deranger  recartemeDt  des  })raiiches  «In 
conipaS;  en  nous  servant  de  ce  c^rclr,  trar^ons  la  bissectricc  de  rangle 
Ä0B{2R,  +  7?2  +  2(\  -f  2(y;  travoMs  A  {OB)  (C^  +  C,)  qui  coupo  OA 
en  D  an  delä  dv  0  dans  le  seiis  A  (9;  trarous  D(OB)  (r,  +  ^3)  qui  tx»upe 
en  F  le  cerde  C{OJJ)  doja  trace.  En  se  rej>ortant  a  la  construction 
geom^trogratique  XX  on  voit  que  OF  est  la  moyfene  proportionele 
entre  OA  et  DA  ou  OB.  Tra9on8  0{0F)  (2Ci  +  Ci)  qui  coupe  la 
bissectrice  de  AOB  en  y  dans  l'angle  AOB,  et  en  y':  y  est  le  point 
eheiche,  y'  corespond  ä  la  moyene  geom^trique  entre  0^  et  —  OÄ 
Op.:  (2ii|        +  8C|  +         S.:  17;  B.:  10;  1  droite^  6  eensLss. 

Bimbolee  de  divers  instnimentB  soit  pratiques,  eoit  idöaus. 

La  G^m^ografie  canonique  est  Mfi^  ä  l'aide  des  senls  simbolss 
que  nons  aTOns  consid^r^  mais  son  easence  sp^culatiye  a  permis  es- 
pendant  ik  la  pratique  du  trac^  de  profiter  de  ses  eneeignements,  ds 
Sorte  qu'il  est  tout  natural  d'^tendre  la  m^tode  qn'^e  indique,  a  tou 
les  eas  de  c^te  pratique.  D'aillenrs,  m^me  dans  les  principes  que  noui 
avoiis  exposes,  nous  n'avons  pas  perdu  de  vue  son  utilite  concrete;  par 
exemple,  dans  le  cas  suivaul:  Kii  iie  considerant  que  son  cote'  specu 
latif  nous  avous  pris  les  deus  simboles  diferents  et  Q  parcc  qu'il 
est  speculativement  tout  ;i  fait  diferent  de  nietre  une  pouite  en  un 
point  place  ou  de  la  metre  en  un  pomt  mdetermin^  d'une  ligne  tracee 
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et  quo  an  point  de  Tue  pratique,  060  simboles  euseent  pn  ^tre  vfosus  en  C| 
b  dutinetion  n*ofn  oependaat  raenn  inooiiTi^cnt.  O'est  enoore  snr  le 

cote  speculatif  que  nous  norm  somes  apnye  pour  admetre  qu'U  n'y  avait 
a  employer  qu'uu  seul  simbole  pour  metre  unc  pointe  en  im  point 
place,  que  lautre  pomte  soit  libre  ou  qu ele  soit  ddjä  placee  en  un  autre 
point;  de  sorte que  tracer  siiccessivement  les  deus  cercles  0{OA)y  0(0 B)  est 
compte  (2  Q -h p  'nt  0{0Ä)  plus  (Cj -f  C^)  pour  0{0B),  ce  qui,  du  reste, 
est  fait  en  prati(|ue  si  Ton  ne  sonlüve  pas  de  0,  la  pointe  quand  on 
a  traoe  le  premier  cercle.  Spef^ulativement,  nous  devnons  de  meme 
compter  -f  27?^)   pour  tracer  suecessivement    lea    deus  droites 

OÄf  OB;  mais  come,  en  pratique,  ü  est  absolument  impossibie  de  main- 
teoir  le  bord  de  la  r^gle  en  0  qnaiid^  apräs  avoir  traoe  OA^  on  la  d^ 
place  pour  tracer  OB,  nous  serions  conduits  a  une  conrentioD  abmrde 
c'est  en  nous  apnyant  sur  le  cot^  pratique  cete  fois,  qne  nous  comp* 
tons  (4i2j  +  2  Bf)  pour  traoer  CA,  OB  ezaetement  come  pour  tracer 
OA,  O'B 

Lee  teacft  pratiqnes  d^vani  de  la  g^m^farie  canoniqne  s'tfectaent 
fonrent  «n  employaiit  T^u^  pour  mener  des  paraleles  ou  des  per- 
pendieoUune  a  des  droitee  don^,  disBimulaiit  aiiui  rinterveuiion  ndoes- 
nure,  speculatiTCment^  du  cerde  daiu  ces  op^rationiB.  Tout  ce  qui  est 
a^eenaire  &  Taplication  de  la  mdtode  georaetrografique  a  F^qu^  sera 
dii  quand  nous  aurcms  don^  lea  simbolee  relatiis  F^u^  et  que  nous 
les  aozons  apliqu^  a  ^blir  le  simbole  des  deus  seules  consfamctions 
speciales  qu'ele  pennet  d'executer, 

Les  Operations  {ß.^)  et  (itj)  de  la  regle  conservent  le  meme  nom 
quand  eles  sont  faites  avec  l'equere;  cependant,  mais  uniquement  pour 
montrer  ä  vue  du  simbole  final  d'une  construction,  quel  y  a  ete  a  peu 
Pres  1p  röle  dp  l'equere,  nous  aecentuons  (7?j)  et  ecrivons  nous 
aci  pfirnons  alors  aussi  le  (Üj)  de  la  regle  quand  il  va  servir  immedia- 
tement  a  nne  oj  eration  faite  arec  l'equere;  ces  speeifications  sont 
fl'ailleurs  d'importance  tres  secondaire.  L'equere  etant  apuyee  sur  la 
reglet  nous  apelons  (Ej  Toper^ition  qui  consiste  ä  faire  glisser  l'equere 
sur  la  r^gle  jnsqu'ä  ce  que  ie  bord  de  l'equere  le  long  duquel  on 
doit  tracer  la  droite,  passe  par  un  point  plao^  C'est>  en  d^finitiTe,  le 
seul  simbole  special  ä  l'equ^. 

II  y  a  une  optetion  que  Ton  &it  souvent  avec  la  r^le  on  avec 
r^n^  dans  les  trac^  qui  admätenit  oe  demier  instrumenta  c*est:  mitre 
le  bord  de  la  rigle  on  de  T^u^re  en  coineidence  avec  une  drmte  iano^ 
nous  raasimüons  Ik  faire  passer  un  bord  de  cee  instnunents  par  deus 
points  plac^  et  nous  comptons  (212^').  Oöte  op&ation  n'est  jamais 
isile  dans  la  Q^m^trografie  canonique. 
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Pftr  on  poini  Ä  tracer  nne  paraUle  a  une  droite  BC*  Soii 
6  le  Bomet  de  Tangle  droit  de  T^quere,  y  et  les  extr^mit^  de  Tipol^ 
nuM.  Je  place  6t  en  coiueidenoe  «ree  BCCStB^),  Je  plaque  la  regle 
enr  tt'  (cete  manceuvre  n'a  pas  de  simbole,  ce  n'est  pas  une  Ope- 
ration proprement  dite,  il  n'y  a  pas  plus  de  raisons  pour  lui  eu  doner 
un  que  d  en  doner  im  a  la  lUcUiu nvre  qui  ecarte  ou  luproche  arbi- 
tirairement  les  hrauohes  du  compas,  ou  qui  pose  sa  pointe  n'importe  ou 
8ur  repure);  je  fais  glisser  l'equere  sur  la  rcjjle  jusqua  ce  que  6t  pa^^se 
en  A{E)f  je  trace  la  droite  chereliee  le  long  de  ör^i^).  Up.: 
(2B^  -\-  E  -\-  /O;  Siiuplieite:  4;  Exactitude:  3;  1  droite. 

Par  uu  point  A  tracer  une  perpendiculaire  ä  BC, 

On  arive  ä  un  simboie  ideniique  op.:  (2R^-\-  E  Bg), 

Tracer  un  angle  droit. 

On  ne  peut  pratiqnement  tracer  une  droite  le  long  de  öv  et  une 
droite  le  long  de  6t'  parce  que  le  somet  de  Tangle  droit  serait  fort 
mal  determin^  aiiui;  on  evite  la  dificulte  en  plaqnant  la  r^le  contra 
tt[  en  tra9ant  6t  (R^),  pois  faisani  arbitrairement  gliaaer  T^a^e 
le  long  de  la  regle  dans  le  eena  oü  et'  conpera  la  droite  6t  tracee,  eofin 
trafant  €t'  dans  aa  nonyMe  position  (B^),  en  tont  op.:  (2 Bf).  Ce  trao^  de 
eimplieit^  2  n'a  pas  de  co^dent  d'ezactitnde,  ele  ne  dopend  qne  de  oäe 
de  l'equ^*  Nona  renTojona  pour  plns  de  detail«  bot  la  G^metro- 
grafie  des  oonstmctions  avec  T^nere^  ä  noa  memoirea  de  rAaaociatioD 
fran^aiae  ponr  TATancement  des  Sdenoea,  Congrte  de  Gaen  1894  (celai- 
ci  partiGnli^rement  pour  Taplication  k  la  G^m^trie  descriptive),  a  nofae 
traTaü  des  Becaeils  „Scientia",  an  memoire  dn  Gongres  deBologne  1899, 
Comparaison  geom  etrografique  etc. 

Si  Ton  se  sert  du  compas  de  proportion,  admetra  les  sunboles 
ordinal  res  du  compas  avec,  en  plus,  le  simboie  (G)  par  exemple  qui 
indiqucra  la  mise  au  point  du  compas  de  proportion  pour  doner  U 
reduction  vduhie. 

Monsieur  Hilbert  dans  un  admirable  memoire  publie  a  prop"»s  de 
l'inauguration  du  monunient  de  Gaus.s  et  Weher  a  Güttingen  a  iiiu 
gine  de  distinguer  des  autres,  ceus  des  problemes  de  la  Geometne  canoniqu« 
de  la  regle  et  du  compas  qTii  peuTent  etre  construits  au  moyen  de  U 
r^gle  et  d'on  instrument  ideal  qu'il  ap^  „Streckenübertrager''  et 
ne  conaerrerait  du  compas  qne  la  propriete  de  prendre  la  loogaev 
d*un  sqjment  de  droite  et  de  la  transporter  sur  une  autre.  Pour  anar 
liaer  les  constructions  faites  avec  oet  instrament  on  n'a  qa'^  adopter 
pour  d^igner  Toperation  qu'il  permet  le  aimbole  (tf)  reproBentaai 
(3Ci  +  C,)  ou  +  +  ^t)'  ^  simboie  gßmiSinl  d'nne  constroefeioii 
fatte  aTee  le  Streckenttbertrager  aera  donc  Op.:  (I|2{|  +  ^lif  +  s^)r 
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et  ponr  revenir  au  simbole  de  la  geometrografie  canoüique  ordinaire 
00  ua  qu'ä  y  reujpliicer  (0)  par  (3C,  -f  C\)       [ßC\  -f  C,  CjY 

La  Geometrografie  est,  on  le  voit,  uno  inotode  generale  fort  large 
qui  n'est  pas  forcement  bornee  au  simbolisme  que  nous  avons  aJopte. 
Cbacun  peut  meuie  modifier  ä  son  grd  les  conveatious  proposees  generale- 
raent  une  foi??  pour  toutcs,  afin  que  les  geometres  puissent  se  coni- 
prendre  d&iis  ce  domaine;  il  sutit  de  prevenir  de  la  modiücaiion  qa'on 
adopte  dans  Texemple  que  Ton  traite.  Aimn  il  est  convena  que  le 
traceur  en  Geometrografie  n'a  qu'un  eeul  compas,  mais,  il  y  a  des  cas 
04  la  Gonstraction  pent  ae  simplifier  noiablement  si  ron  en  a  plosieiurs, 
(par  exemple  lorsque  des  cercles  de  rayon  diferent  doivent  etre  aliema- 
tiTemeni  trac^  plnaieurB  fois^  pnisqae  Temploi  d'autant  de  oompas 
qa'il  y  a  de  layons  ^viterait  de  repiendre  la  longaenr  du  rayon  entre 
les  branches).  Dans  oe  cas  on  peot  doner  le  simbole  x6dmt  en  pr^e- 
nuA  qti*il  exige  Temploi  simultan^  de  tant  de  eompas. 

n  r^solte  des  Stades  piMdenies  qn'il  y  a  dens  simpliciies  tr^s  disUnctes 
a  eonsid^rer  dans  ehaqne  qnesiion  de  O^m^trie:  P  la  simplieite  d^* 
doetiTe,  e'esi  k  dire  la  simplioii^  de  lad^monstration,  la  seule  qui  ait  ^t^ 
Traiment  consid^r^e  jnsqn'ici;  2^  la  simplieitä  du  traoe^ifSBcine.  Ponr 
la  premi^  les  geom^tres  n'ont  rien  h  modifier  h  lenrs  errements,  mais 
ponr  la  seconde  tont  4tait  k  faire.  Quand  nn  g^ometre  disait:  voici 
une  constructiou  simple,  cela  voulait  dire:  simple  a  cnonoer,  rien  de 
plus;  une  construction  plus  simple  ((u'unn  autre  etait  une  construction 
plus  simple  a  faire  comprenilrc  et  a  expliquer.  L'idee  geomctrografique 
etait  si  peu  dans  le  courant  de  la  ("onaissance  que  nul  ne  s'ctait  arete  a 
eludier  un  trace  en  lui  merae  et  quo  les  afirniations  les  plus  faiis'^p*«  au  sujet 
de«?  ronstructiciiij  etaient  faites  meme  dans  les  Elements  de  geonietrip  oü 
1«"-'  ronstructions  sont  simples;  nous  en  avons  cito  quelques  exemples, 
[•ar  exemple  la  constructiou  X,  et  l'apreciation  relative  des  sim- 
plicites  des  3  constructions  classiqaes  de  la  moyene  proporti  onhle  entre 
deus  droitee  doneea  ete.  8'il  en  etait  ainsi  dans  les  Elements,  a  plus 
fort«  raison^  entre  les  geom^tres,  le  mot  de  construction  simple 
n'aTaat  ancun  sens,  et  Ton  navait,  d'aillenrs,  point  de  crit^  ponr  lui  en 
doner  un.  La  construction  de  Bobillier  et  Gergonne,  pour  n'en  dter 
qn*on  ezempley  du  celäbre  probl^me  d'ApoUonins  (cercle  tangent 
3  cercles  donft)  dtaii  uniTersfelement  cit^  come  la  plus  simple;  c*esfc  de 
beauconp  la  plus  compUqufe  de  cMos  que  j'ai  ezamin^es.  Le  snjet 
qne  je  trsite  est  donc  absolument  vierge  et  auonne  recherche  y  tenant 
de  pres  on  de  loin,  ne  Ta  encore  ^fleure  ä  ma  conaissance;  c'est  d'antant 
plus  singnlier,  come  je  le  consiaiais  en  oomen^ani  oet  artide,  que  le 
ptobleme  »  4b6  pose  ponr  ainsi  dire  nHement  par  rillustre  Steiner, 
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3S2  liBMOim: 

4Ui  a  exjilorti  lous  les  domaines  de  la  geometrie,  lians  im  passage  qne 
je  vais  riter,  mais  la  tradition  de  pure  logiqiie  des  Grecs,  ipnotisait 
jusqu  aus  modernes  he'ritiers  de  leur  metode  et  persone  u'avait  remarquf' 
cc  passage  pour  ce  qu'il  valait;  c'est  M.  L.  Gerard ,  professeur  au  Lycee 
Charlemagne  ä  Paris  qui  me  l'a  Signale,  il  y  a  trois  ans  environ. 

,,Es  scheint,  dafs  man  im  allgemeinen  bis  jetzt  noch  zu  wenig 
Sorgfalt  auf  die  geometrischen  Confitruktionen  Terwendet  habe.  Die  ha- 
gebraehte  von  den  Alten  uns  überlieferte  Weise,  wonach  man  nämlich  Auf- 
gaben als  gelöst  betraehtel^  sobald  naebgewiesen  worden,  dorcfa  welche 
Mittel  sie  sieb  auf  andere  vorher  betraohtete  zurückführen  lassen,  ift 
der  richtigen  Benrteihing  dessen,  was  ihre  Tollstindige  LSsmig  eEheiseht^ 
aehr  hinderlicL  So  geschieht  es  denn  auch,  dab  auf  diese  Wdae 
häufig  Constmktionen  angegeben  werden,  die^  wenn  man  in  die  Not* 
wendigkeit  Tersetzt  wSre,  alles,  was  sie  einsehlielsett,  wirklieh  und 
genau  auszufuhren,  bald  aufgegeben  würden,  indem  man  dadurch  ndi 
gewils  bald  überzeugen  müfste,  duls  t  s  eine  ganz  aiidert;  Sache  sei,  die 
Constniktionen  in  der  That,  d.  Ii.  mit  den  Instrumenten  in  der  Hand, 
oder,  um  mich  des  Ausdruckes  zu  bedienen,  blofs  mittelst  der  Zunge 
auszuführen.  Es  lUfst  sich  gar  leicht  sagen:  ich  thue  das,  und  dann 
das,  und  dann  jenes;  allein  die  bchwierigkeit,  und  man  kann  in  g*> 
wissen  Fällen  sagen,  die  Unmöglichkeit,  Constniktionen,  welche  m 
einem  liohen  Grade  zusammengesetzt  sind,  wirklich  zu  Tollenden,  ver- 
langt^ dafs  man  bei  einer  voi^elegten  Aufgabe  genau  erwäge,  welches 
Yoa  den  yerschiedenen  Verfahren  bei  der  Nützlichen  Ausführong  das 
einÜMliste^  oder  welches  unter  besonderen  Umstanden  das  aweckmalsigsie 
sei,  und  wieviel  Ton  dem,  was  die  Zmige  etwas  leichtfertig  aosfOlurt, 
2a  nmgehen  sei,  wenn  es  darauf  ankommt,  alle  fiberflüssige  Mflhe  in 
sparen,  oder  die  grdlste  Genanigkeit  zu  erreichen,  oder  den  Plan  (das 
Papier),  worauf  gezeichnet  wird,  möglichst  zu  sdionen,  u.  s.  w.  Es 
käme  also  mit  einem  Worte  darauf  an:  „zu  untersuchen,  auf  welch« 
Weise  jede  geometrische  Aufgabe  theoretisch  oder  praktisch 
am  einfachsten,  genauesten  oder  sichersten  construirt  werden 
könne,  und  zwar  1)  welches  im  allgemeinen,  2)  welches  bei 
beschränkten  II ülfsniitteln  und  3)  welches  bei  ob waltendt-n 
Hindernissen  das  zweckmäfsigste  Verfahren  sei".  (Steiner, 
Ges.  W.  1, 509,  ölO), 

C'est  le  programe  complet  de  la  Geom^trografie  et  je  suis  chanue 
qne  le  profond  geometre  me  Tait  laisse  ä  remplir. 

D  y  a  des  questions  qui  n'ont  pas  de  solntions  g^metrografiqas» 
g^i^rales,  ce  sont  c^les  dans  lesquUes  s'inirodmt  Fid^  de  nomhre, 
de  ia^n     fiure  d^endre  la  Solution,  d'ua  probl^me  d*aritmoiogie 
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aon  encore  r^lo.  Par  ezemple.  Con str n  ire  (aree  le  compas  et  la  r^^e) 
QDe  longuenr  nl,  l  ^tant  nne  longuenr  don^e  et  n  qh  nombre 

entier.  On  peut  chercher  une  constmction  g^om^trografique  pour 
ciiaque  valeur  particuli^re  de  mais  uon  une  metode  s'apliquaui  quel  que 
soit  n.  La  Solution  d^pendniit  de  cete  question  pos^e  par  M.  le  Pro- 
fesseur  Dellac  et  qui  ne  parait  pas  resolui)!»-  dans  l'etet  actiiel  de  la 
fcience  des  iKuubres:  Quel  est  le  nombre  ininimum  de  multipli- 
cations  necessaires  pour  Clever  un  nombre  ^  a  la  puiHsance 
»?  Cäte  question  generale  de  geometrografie  a  eu  pour  moi  une  im- 
portancp  capitale  car,  ä  cause  d'ele,  j'ai  ^te  bien  pite,  an  moment  oü 
l'idee  de  la  Geometrografie  m'etait  venne,  de  n'en  point  poursniYre 
r^de;  le  probl^e  de  la  moliiplicatioE  d^une  longaear  a^^tait  natu- 
i^ement  poa^  d^a  le  d^bnt  et^  ne  ponTBnt  le  rteudre,  fa-vaia  M  ieni^ 
da  eomdure  qne  mon  id^  ne  ponTait  ayoir  de  poit^  et  de  m'ea  tenir 
ia^  aTaat  d'aroir  r^^chi  ä  Tordre  exceptionel  dea  dificolt^  qn'ü  pi^aentait. 

Je  Vena  encore  dire  qnelqnea  mota  au  anjet  de  la  ftoilit^  d'in- 
trodoire  la  G^m^trografie  dana  renaeignement  m^me  trka  416nentaure. 
Je  ne  suis  point  professeur  et  je  ne  puis  parier  que  d'apres  Texp^rience 
des  autres,  mais  11  parait  queii  i  uiiroduisant  par  la  detinitiou  des 
sirahok's  cn  meme  temps  que  Ton  dessiue  les  droites  et  les  eercles 
'hl  ])remier  trace  que  le  professeur  explique,  ele  eutre  iiuiiiediatenient 
dans  l'esprit  des  eleves,  qu'ils  s'amuseiit  ä  la  recherche  de  f^imboles 
plus  simples  que  ceus  trouves  par  leurs  camarades,  etc.  Lin  professeur 
a  ajoute,  en  m'ecrivant,  qu'un  de  ses  Cleves  qui  paraissait  tout  k  £ait 
rebele  a  la  Geometrie,  s'etait  int^rease  ä  aon  ^de  par  cete  voie  et 
(ja'il  ^tait  devenu  Tan  des  meillenra  de  sa  daaae;  il  eaümait  anaei, 
ijaWcan  ezeieice  n'eat  pr^il^iable  pour  d^Teloper  aaiia  fatigue  Teaprit 
de  remarques  le  goüt  de  recherclie  dea  comen^anta,  pour  lenr  aprendre 
i  gpCtter  le  plaiair  de  trouTer  qnelqne  cboae,  que  lea  probl^ea  de 
dfom^trografie  qui  ae  poeent  avee  chaqne  conatruetion. 

Quelquee  oonatraotioiui  gtoaitrofiailqiMe  soit  oanoniquea,  aoit 
ayeo  r^udre,  k  reoheroher  eome  exeraioe. 

Le  nombre  qui  est  a  la  fin  de  l'enonc^  designe  le  coelicient  de  sim- 
plicite  de  la  co]i>trn  ;tioii  canoiiique  de  ce  probleme  que  je  regarde  couie  la 
construeiKJii  geoiuetrogratique,  jusqu'a  ce  ({ue  Tüh  en  ait  trouve  une  plus 
simple,  s'il  y  en  a,  ce  qui  est  tres  possible,  au  moins  pour  quelques  unes. 
1.  Etant  done  un  triangle  ABU  et  un  point  J£  de  aon  plan,  mener 
leg  deoa  traoaTeiaalea  rfoiproquea  paaaant  par  ee  poini^)  —  43. 

1)  Je  rapple  qne  deas  tmnmnaleB  Hciproqnes  ooupoit  les  coMe  d^im  triangle 
ea  det  pointi  mmätriqnes  par  raport  aoa  milieoi  de  cet  cot^s. 
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£.  Lemoihk: 


2*  titant  doB^  im  triangle  ABC  tronTer  nne  longaeur  ^gal«  I 
d^4R-{-  r  ou  ä  d«  4R  —  r«.  1^ r,  sotit  Iob  rajons  des  eeidei 
ciicoiiscrity  ixucrit  et  exnocrit  tangents  Ii  BC,  —  31. 

3.  ^tant  don^  xm  triangle  ABC  tronTer  nne  longueur  dont  le  can^ 

soit  M!^  -f  (Ja*  +       —  16. 

4.  Etant  douees  3  lignes     m,  n,  trouver  uue  iigue  dont  ie  carre  soii 

+  «1*  +  n\  —  24. 

5.  Piacer  dans  an  triangle  ABC  \e  point  dont  lea  coordon^  normale« 
Bont  b^-c*,  c»-a»,  «»-6*.  —  38. 

6.  Lea  longoenra  a,  a\  b,  b',  c,  c'  ^tant  don^s,  tronTer  dea  longaeuis 
X  Bi  if  tties  qne  Ton  ait:  ax+b^^     a'x  +  b'y  —  e'*.  —  64. 

7.  £iant  don^  nne  paiabole  par  dena  tangentee  TA,  TB  et  psr  1« 
pointa  de  eontact  A  et  B  plaoer  le  fojer.  —  18. 

8.  Piacer  sur  une  droite  trac^e  et  dout  les  poiuts  A  et  JJ  sont  places, 

le  point  M  de  fa^on  que  i'on  ait:  MA*  —  MB^  =  1%  l  etant  im 
longueur  donee.  —  18. 

9.  Piacer  ie  centre  de  gravite  du  perimetre  d'un  triangle  ABC.  —  23. 

10.  On  done  dena  conplea  de  droites:  1"  AB,  A'B',  eoit  M  lenr  point 
de  coneonrs,  2^  AC,  A'Q\  soit  7^  lenr  point  de  eonconn^  traoer 
Jlf  ^  an  anposant  que  les  points  If  et  i\r  eont  Hoib  de  la  feuille 
de  desain.  —  23. 

11.  On  done  dens  dioites  AB,  A*B*  qni  se  lencontrent  en  un  point  if 
hors  de  F^pure,  tracer  par  3f  la  paralMe  a  nne  direction  AC.  —  29. 

12.  On  demande  de  tracer  par  raport  aua  dens  axes  coordon^is  ox,  o.v, 
le   faiBoean   des  dens  droites  repr&ientte  par  Tiqnation  aj* 

+  hxy  -H  ci/^  =  0;       c  sont  des  longuenn  don^  en  grandenr  et 

en  signe,  o  etant  regarde  come  positif. 

13.  Trouver  l'angle  ./  done  par  la  formule  a  sin    -f  ^  cos  r  =  r,  —  31. 

14.  Piacer  les  deus  points  do  Brocard  d'un  triangle.  —  35. 

15.  Piacer  nn  point  de  Brocard  dans  un  triangle.  —  24. 

16.  Constmire  le  cercle  d 'Euler  (ou  des  9  points)  d'un  triuigie  ABi.. 

—  25.  I 

17.  Piacer  le.s  deus  centres  isodinnmiqnes  ( iutersectious  des  rert  lr-i 
d'Apollouiuäj  en  meme  temps  que  le  point  de  Lemoine  (point 
de  Grebe)  d'un  triangle  ABC.  —  29. 

18.  Piacer  le  point  de  Steiner  d'un  triangle  ABC.  —  22.  | 

19.  Traoer  un  des  cercles  de  Neu  borg  du  triangle  ABC,  —  31.  I 

20.  £tant  don^  un  triangle  ABQ  constmire,  ä  la  fois,  lea  longuenn  < 

CA  *  AB    .  C3*  ... 
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1^1.  itut  don^B  2  pointi  Äet  B  (AB  n'est  p«8  tnM)  ^luem,  KTec  le 
compas  leid,  lee  points  M  et  M'  qoi  diTisanuant  AB  en  moy^ 
et  flztrtoe  nison  (sectio  anrea).  20. 

22.  Stallt  dones  en  grandeor  et  en  position  Ttm  des  axeB  d^une  ^pse  et 
une  tangente  ä  cete  elipse  trouver  la  tleini  loiigiieur  de  lautre  axe 
par  uiie  simpUcite  28  au  plus  et  ]>ar  consequent  l'axe  par  ;>1. 

23.  Plarer  les  axes  d'une  elipse  couaissant  en  grandeur  et  en  position 
deus  dianietres  eonjujj^es.    --  41. 

24.  (Junstruire  im  triangle  ABC  conaissant  la  liase  a  ^  BC,  la  mediane 
AL  =  ))i  et  l'augle  d  =  B  —  C;  on  ne  coustruira  qu'un  des  dens 
triangles  qui  peurent  r^pondre  k  la  question.  —  46. 

ib.  On  done  an  cercle^  et  une  conique  qoi  passe  par  trois  points  dones 
Bf  C  de  ce  cerde  et  par  dens  antres  points  D,  E,  plaoer  le 
4ita«  pQjiit      r^lipse  eonpe  le  oerde.  —  15.^) 

Je  temnine  ces  exercicea  en  signalant  qu'il  y  amrait  int^irdt  k 
fmdre  tontea  les  solntions  difetentes  conues  de  plnsienrs  probl^es 
cefebrss,  par  ezemple  de  celni  de  la  seetion  de  raison  d'ApoUonias, 
de  odoi  de  Pappns  g&i^ralis^:  mener  par  an  point  L  de  la  bissec- 
triee  d'nn  angle  xCy  ane  droite  qui  coupe  Cx  en  B,  Cy  en  A 
et  t%le  qne  BA  seit  de  longuenr  conue  I  etc.  et  k  les  comparer 
geometrografiqueraent.    Ce  seraient  des  monogi-afies  fort  interessantes. 
J  ai  examine  cinq  Solutions  seulement  du  fameus  probleme  d'Apol- 
lonins:  tracer  les  8  cercles  tangents  a  trois  cercles  dones.    Celes  de 
Vi^te,  de  Bobillier  et  Gerffonne,  de  M.  Mannheim,  de  Poncelet 
(reetndiee  par  M.  Foucliej  et  cele  de  M.  L.  Gerard,  le  temps  me 
manr|ue  poiir  r«  i  Litrcher  le  plus  graud  uombrp  possible  de  solntions 
diferentes  conues  et  pour  en  faire  une   monogrutie  de  comparaison 
geometrografi(iue.     (Un  geom^tre  itaiien  mecrivait  il  y  a  quelques 
annees  qn'il  en  conaissait  22  solntions).    Je  donte  qu'U  y  en  ait  une 
dont  le  eo^cient  de  simplicii^  soit  inferieure  a  153  auqnel  M.  Gerard 
est  ariT^  en  partant  d'une  tres  elegante  et  tres  simple  Solution  don^ 
par  lui  il  y  a  environ  trois  ans  et  qne  j*ai  analisee  dans  mon  ouvr^^  ^ 
de  »Scientia«  d^  eit^.  Ne  poQTsnt  le  £»ire  moi-mdme  pour  toutes  les 
queatioms  qui  le  mdriteraient,  je  signale  au  moins  oe  genze  nouTeau 
d'^tnila  aus  g^omitres  qu'il  pourait  tenter. 

Nona  Toulons  encoie  parier  d'un  antra  travail  fort  interessant  k 
enire|iremdre;  Qn  traoe  les  eourbes  soit  par  points,  soit  par  tangentes, 
et  pour  chaque  courbe^  il  y  a  un  nombre  ind^fini  de  ces  tnc^s  suivant 

1)  Les  oonttracüont  g^m^trografiques  doivent  ttre  g^n&nlei  c*e»t  k  dirs 
t*S|i]iq[ii«r  k  tous  Iss  eas  des  dontfei. 
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£.  liBioiini: 


les  ^l^menis  domk  qoi  la  d^tormment  dsau  diaqne  cm.  Si  k  plaee* 
meat  d'un  point  oa  d'oiie  tangente  se  &tt  ponr  an  de  ces  tnoft  am 

la  simplicit^       je  dirai  que  la  coarbe,  dans  ce  cas,  se  tnuse  aree  Ii 

simplicite  ponctuele  ou  avec  la  simplicite  tangentiele  ^T.  C'est 
de  l  etude  des  diverses  simplicites  ponctuele  et  taiigeutiele  d'ime  cuurk 
qu'il  s  agit. 

On  poura  encore,  par  exeniplo,  pxammer  quei  uombre  yi  il  fant 
avoir  de  points  a  piacer^  d  une  couique  determinee  par  5  points  pour  qu  il 
soit  plua  avantageas  de  placer  d'abord  le  grand  axe  et  les  fojen  e& 
se  Borvant  de  ces  5  points  don^  et  de  plaoer  ensnite  les  n  pointe 
demand^  par  la  m^tode  daasique  quand  on  conait  le  grand  axe  et  ks 
fojers,  qne  de  placer  ces  n  points  par  la  m^tode  d^duite  de  rexagnme 
de  Pascal  (on  trouTera  qne  Tayantage  a  lien  ä  partir  de  n  24)^ 
et  efliayer  d'aatres  rechercheB  analogncB. 

G^omitrogralte  daoa  Teapaoe  ou  StMomteografto. 

Je  vais  seiilenient  definir  les  simboles  que  j'ai  adopt^  et  je  ren- 

Yoie  pour  les  detail«  au  memoire  que  j'ai  preseute  en  1900  au  congr^s 
de  Paris  de  VÄ.F.A.S  (Association  franyaise  pour  l'Avaiieement  des 
Sciences.  Quand  on  aura  pratiqu^  la  geonietrografie  plane,  il  ue  peiit  y 
avoir  dificulte  a  edifier  soi-meme  cele  de  l'espace;  mon  memoire  Ott- 
n'a  d  utilite  que  pour  etabiir  et  pour  discuter  les  conventious  qui  per- 
metent,  en  s'entendant,  de  comprendre  ideutiquement  de  la  meme  fa^oo, 
leg  simboles  dea  constnictionB  qni  Beraient  ^tabüa  par  les  divers  geo- 
m^tres. 

Nous  entrons,  avec  la  StMom^trografie,  dana  le  domaine  de  U 
sp^colation  pnte,  car  ancime  aplication  imm^diate  ne  vient,  conune 
dans  le  plan^  BOiüigner  I*nti2it6  de  la  t^orie,  anssi  je  vens  la  justifier 
par  quelques  ezplicattons  pr^alables. 

Ponr  les  Grecs  la  G^m^trie  4tait  an  pur  exereiee  de  logiqne: 
'  de  don^es  qni  4taient  les  ^tres  g^^ometriques,  ils  yonlaient  d^oire  des 
y4in\4B  y  relatives  par  nn  cliafnon  de  raisonements  dont  les  mailles 
^taient  des  droites  et  des  cercles.  Un  teoreme  etait  dit  simple,  si  les 
cbainons  se  reliaient  facilement  entre  eus  et  c'etait  tout;  la  seien« 
moderne  qui  nous  vient  d'eus  a  pris  leur  esprit  et  Tedifice  qu'ils  ont 
bäti  est  si  admirahle  qn'cle  l'a  conserve  intaet  daus  la  geometrie,  en 
y  ajoutant  des  veritr.s  «»btenues  par  des  moyeus  aiialogues  aus  leurs.  0^ 
qui  explique  mome  (jue  la  |roonietrogratie  n'ait  pas  ete  creee  plus  tot 
c'est  que  les  Oroes  ne  l  avaient  paa  falte  —  ils  n'en  avaient  aucun  be- 
fioiu  et  ele  u'aurait  r^ponda  k  rien  ponr  ens  —  car  la  peifectioa  ^ 
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lenr  üBuwre  a  emp^ch^  de  chercher  ti,  tont  h  \b  base  de  I'^difice, 
ne  86  trouTait  paa  quelque  chose  qu'ils  auraient  negligee  et  qui  pouruit 
cependant  etre  utile  inaiuteuaiit  avec  lu  conception  d'aplication  qui  s'est 
ajoutee  a  leur  geumetrie  depuis  la  renaiasance  des  Hi  iences  Toutes  les 
etndr«  nouvMes  se  sont  donc  faites  en  avant;  la  baae  didactique  est 
toQjours  Eue]  i  He  et  il  y  a  des  pavs  come  TAngleterre  oü  son  texte, 
literalemeat  traduit,  fait  encore  l'education  de  tout  le  monde. 

Nous  avoDB  dejä  mis  en  ^videnoe  ies  aplicaiions  que  peat  ayoir 
l'idee  geometrognfique,  mala  a  atiwi  un  aufcre  ^et  Le  cot^ 
materiel  de  la  constructioii  pent  ne  pae  interesser  outre  mesure  le 
geometre,  seolement  ü  eafc  montr^  anaai  par  kikd  qa'il  y  %  &  cot^  de  la 
simplieit^  des  laasoueineiiiB  —  ka  diainona  dont  noiia  parlioni  toni  4 
llieare  — ,  la  aimplicit^  due  an  moindve  nomine  dea  dioitea  ei  dea  oerdea 
mii  en  oeovre»  c'eet  &  dire  dea  mailles  qui  aont  matfrialiafoii  par  le 
bnt6  dHme  dxoite  on  le  trac^  d'nn  oefcle;  et,  an  fand,  trouTer  le  aimbole 
ie  phia  nmple  d'nne  conatmelion  e'eat  lerenir,  sp^ealaliTemen^  ik  d^nire 
le  r^niltat  dea  don^ea,  en  employant  le  moins  de  mailles  penible,  c'eet 
I  dire  de  droites  et  de  cercles.  Ce  sont  deus  problemcs  tout  diferents 
de  Tancien.  L  uu  est  si  ancien  et  l'autrc  si  r^cemment  pose  qu'il  est  clair 
qne  l'acord  n'existe  nuleraent  entre  les  resnitata  que  done  chaque  point 
dp  vije;  auRsi,  actuelement  au  moins,  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'une 
iolutiuD  geometrique  dite  plus  simple  qu'une  autre  conJuise  ä  un  trace 
plus  simple  que  cele-ci;  i'experience  de  la  geometrograEe  prouve  qu'il 
en  est  ainai  et  avant  qne  je  ne  aoia  remont4  aua  raiaona  de  ces  diferenoea^ 
e'etait  pour  moi,  cbaque  foia,  nne  grande  impriee.  L*acord  complet  ne  sera 
probablement  jamaia  absolu,  car  le  raiaonement  est  libre  de  toute  entrare 
«t  le  traoä  doit  se  soumHro  am  ezigenoea  mat^^les  des  instrumenta 
o&ploy^  ponr  r^ectneri  maia  le  laproehement  eat  d^airable  et  laiaae 
an  ehamp)  eneore  inexploar^,  de  recherobea  gtoi^tziqnea.  Eh  bienl 
ee  eot^  de  la  Ofom^trogxsfte  du  plan  reite  tont  entier  k  la  StM>- 
nftrografie  qui,  hie,  est  pnrement  ap^enlatiTe.  En  ^fet  loa  maillea  a*y 
oompoaeraient^  en  plna  de  droite  et  dea  oerdeE^  de  plana  et  de  af^rea;  le 
nomrean  probl^e  que  i^sondra  la  BtMom^trograifie  aera  donc  de 
passer  des  don^es  an  r^soltat  en  employant  le  moins  possible  de 
droites,  de  cercles,  de  plana  et  de  sferes,  problemes  que  ne  se  sont 
t^ucore  jamais  pOB^a  les  geometrea.  De  meme  que  la  r^gle  corespond 
ü  la  droite  speculative  et  le  compas  a  la  circoiiierence,  j'ai  besoin  d'in- 
Btruments  cjui  corespoudraient  au  plan  et  ä  la  sfere;  je  vais  donc  imaginer 
des  organismes  ideaus,  Tun  que  j'apMe  planque  et  qui  tracerait  les 
pUns  dana  Teapace,  Tantre  que  j'apMe  af^rdtre  et  qui  tracerait  les 
iftres.   Je  aupoee  que  ces  instruments  se  mainti^nent  dana  l'eapace 
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ponr  l68  trao^  et  qae  les  traces  ^fectoes  par  eus  y  restent  mu- 
qaiSB  oome  reftent  l«i  tnc^  da  1»  rtgle  et  du  eompM  daat 
le  plan. 

Apnyer  U  planqne  en  un  point  plac^  seia  (Pj). 

Faire  paaaer  le  planque  par  deufl  pointa  plac^  aeim  (2Pi). 

Faire  paaaer  le  platique  par  3  pointa  ou  par  nne  droite  efe  im 
point  on  par  den«  droitea  qni  ae  coupent,  on  l'apuyer  anr  one  ligne 
plane  plae^,  aera  (SP^). 

Traear  le  plan  aer»  (P,). 

Fixer  nne  pointe  du  afi^ttre  en  mt  point  placl  aera  («Sj). 
Fixer  une  pointe  du  ef^retre  en  an  point  arbitraire  d*ime  ligne  oa 

d'une  öuifacc  ütia  [S^). 

Tracer  lä  sfere  sera  (/S,). 

La  some  des  co^ficients  de  toutes  les  Operations  elementaires  R^,  Rjj 
Pj,  P^,  etc.  sera  dite  le  coeficient  de  simplicite  ou  la  simplicite;  la 
some  des  co<?ficients  des  ope'rations  elementaires  i?,,  Cj,  C'„  P^  5»,  -S^ 
aera  dite  le  coeticient  de  preparation  ou  la  preparation. 

0(q^)  ou  0(Ji£J^*)  repi^aentera  one  sfere  de  centre  Oet  de  rajron 
(f  ou  MN. 

Kona  convenona  qne  le  compas  ne  ponra  traeer  un  oerde  dao» 
l'eapaoe  aaus  s'apnjer  sur  aon  plan  trac^. 

Je  vais  seulement  doner  un  exemple  de  eomparaiaon  de  dena  trac^ 
id^na  du  probläme  auivant  pris  an  liaaard. 

Par  un  point  C,  plae^,  mener  nn  plan  perpendiculaire  a 
nne  droite  placke  BA, 

(Premiere  conatruction). 

<Je  faia  paaaer  le  pknqne  par  AB  et  je  trace  un  plan  ABM 
(2P|  +  P|),  puia  en  laiaaant  le  planque  apuy6  aur  BA,  je  le  ftia 
paaaer  par  C  et  je  trace  le  plan  ABC  (P^  +  P«);  de  C  come  ee&tR^ 
je  traoe,  dana  le  plan,  ABC  un  oerde  queloonque,  il  coupe  AB 
em  A  ei  B  (C^  Q).  Je  place  dana  le  plan  ABC  le  point  C  a 
diatance  de  j1  et  de  (2(7j  +  ^^s);  ABMU 
point  M  k  ^le  distance  de  et  de  2^  (2Cj  +  2O3);  je  trace  le  plan 
CC'M  (ßPi  -f  P«)  qui  est  le  plan  cherche. 

op.:  (6P1  +  3P,  -1-  5Cj  +  üCjjj  simplicite:  19 j  preparation;  U, 
6  plans,  5  cercles. 

(Deusieme  coTistrnction). 

Jp  trace  une  siere  Ü[q^)  qui  ait  son  centre  en  iin  pomt  0  ar- 
bitraire de  AB  ei  passe  en  C  {S^  +  5j  +  S^),  j'en  trace  une  secoiiLie 
0'{q'^)  daus  les  memes  conditions  (5*,  +'8^2  +  S^),  les  2  sferes  placeut 
par  ieur  intersection  un  cerde  pasaant  en  C  et  situä  dana  un  plu 
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peipeiidieiilaire  ä  BÄ,  J*apiiie  le  pl«nqo6  war  oe  cercle  ei  je  tnce  le 
pkD  (3P,  +  P,). 

op.:  (3Pi  +  P,  +  25^1  +  25',  +  2Ä,);  sünpUdtl:  10;  prepantion:  7; 
ou  plan,  2  sföna 

Beftirt  et  Ustorique. 

Je  ne  puls  renvojer  ici  simplement  aus  principaus  memoires 
qui  ont  edifi^  la  g^ju^trografie  saus  quelques  mots  d'explication  parce- 
que,  dans  leur  oidre  cronologique  que  smyeut  lee  progräfl  de  Gäle^ci^ 
ÜB  ont  des  diferencee  dont  je  dois  doner  la  raison. 

—  1888  (Comptea  rendus  des  s^oes  de  l'Aead^niie  des  Sdenoes  de 
Paris,  16  JuiUel  1888).  Conrle  note,  sorte  de  simple  piise  de 
date.  Je  n'ttvais  pas  encore  4Mi4,  d'aiUeon^  sufisaaunent  les  simboles 
de  Tequere;  les  deos  simboles  caract6ristiqaes  de  rinstroment  qne 
j'y  admets  ont  4ib6,  depnis,  rMoits  %  an  seol. 

—  (Congres  d'Oran,  Association  Franyaise  pour  l'Avancement  des 
Sciences,  2  avrü).  De  la  mesure  de  la  Siinplicite  dans  les 
sciences  matematiques.  Dans  ce  memoire  il  y  a  deus  parts  a 
faire:  1  Tele  qui  touche  au  Bujet  ^^eiieral  qu'iudique  le  titre  et  ä 
laqu*  1*  ]♦>  ne  vois  pas  un  mot  ä  changer;  il  me  semble  meme  qne  son 
d^veiopement  general  pourait  faire  Tobjetdune  tres  importante  etude. 
2.  Cele  qui  en  presente  Taplication  aus  conatructions;  ^le  est  pour 
ainsi  dire  inatile  i  lire  maintenant,  en  ce  qni  regarde  les  simboles  des 
eonstractiona^  parce  que  je  maniais  encore  maladroitement  la  m^tode 
naissante,  que  je  n'en  conaissais  pas  les  ressources  et  sortout,  parce 
que  considerant  come  des  dogmes  les  trac4s  dassiques  s^culairement 
admis  par  les  g^m^tres,  je  n'avais  pas  song^  k  y  cherdier  des 
simplifications. 

—  Une  note  ins^i^  an  Bulletin  de  la  Sod^t^  matAoDatiqne  de  France 
oft  je  ne  me  montre  pas  plus  habile  et  od,  en  paiüeulier,  j'atribne 
un  simbole  beaucoup  trop  compliqu^  ^au  simple  placement  d*nn 

point  par  ses  coordonees  cartesienes. 

—  Un  eipose  dans  Mathesis;  c  est  un  abrefi;t'  de  uioii  memoire  da  Congres 
d'Oran.  J'y  ajoute  la  determination  des  simboles  de  la  Constructiou 
du  Probleme  d'ApoUoniua  par  la  metode  de  Viete  et  par  cele  de 
Bobillier  et  Qergonne.  Pour  doner  une  id^  des  progres  faits 
depnis  cete  ^poqne,  je  dirai  que  dans  ce  travail  les  co^ficients  de 
simplicit^  sont  respectivement  335  et  500,  tandis  que  dans  le  memoire 
des  NouvMes  Annales  de  1892  cit4  plus  loin  ils  sont  derenns 
234  (il  fiiut  lire  235)  et  356;  nombres  dans  le  mftme  raport 
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d'aOleun  h  pen  pr^s,  que  les  anciens,  le  perfectioaement  ftyaal 
T^Bgi  k  pea  pr^B  de  mdme  fa^on  pour  les  2  tnoft. 
Jiuqa'en  1892  U  n'j  a  qne  des  notes  de  d^tul  dans  diTenea  pablicatioiii. 
1892.  Kourellea  Amialea  de  Mathönatiquei.  Aplication  d'une 
m4tode  d'^Talaation  etc.  Ge  memoire  done  an  ezpos^  lettreiDt 
de  la  m^de,  pour  Tapliquer  k  ^valner  les  siinboles  dMnite  de 
4  flolntions  diföreiites  du  Problte&e  d'ApoUonins  (Vi^te,  Bobillier 
et  Gergonne^  MM.  Mannheim  et  Fonch^. 
(Congres  de  Pau,  Assoc.  Fran9aise  etc.).  La  Geom^trografie 
Oü  1  Art  des  Construotions  geometriques.  Ce  memoire 
assez  develop«  (65  pages  grand  iu  8")  comprend  l'e'tude  de  toutes 
les  constnictioiis  des  element«,  de  nombreus  exemples  d'aplication, 
une  discussion  dea  prliicipes  et  la  refiitatinn  de  cpielques  objectioDS. 
Un  Corps  de  doctriiu'.s  auquel  je  donais  pour  la  premi^re  fois  ie 
nom  de  geometrogratie  y  est  en  lormatiou. 

18Ü3.  (Congres  de  Besan^ou,  Assoc.  Fran^.  etc.).  Ce  memoire  est 
consacre  ä  d'assez  nombrenses  simpUficatioiiB  des  constrnctions  da 
m^oire  de  Pau. 

Depuis  ce  temps  j'ai  amene,  peu  a  peu,  la  geometrografie  a  la  fonne 
didactique  actu^e  et  j'ai  fait  paraitre  en  France  et  a  l'^tranger  di- 
Terses  notes,  on  qnelquefois  des  expos^  plus  on  moins  abrd^  qoi 
m^^taient  demandft,  parmi  lesquels  ü  sufit  de  citer: 
1894.  (Gongr^  de  Oaen,  Ass.  Fron^.  etc).  Ce  memoire  compreitd 
2  parties.  1*^  T^tade  du  raport  anbarmoniqney  des  pointa  doabks 
de  deus  figures  directement  on  sim^triqnement  semblablea  et  de 
diverses  constmctions.  2^  iTmtrodaiB  Ie  simbole  de  l'^qn^  dont 
je  n*avais  point  jusque-lä  don^  autre  ehose^  pour  ainsi  dire,  qae  la 
difinition  et  j'aplique  la  geometrografie  ä  la  gtfom^trie  descriptiTe. 

1899.  Kote  didactique  assez  ^tendue  que  j'ai  redig^  h  la  demande 
de  M.  Rouche  pour  etre  inseree  dans  la  T'*"*  Edition  fpanie  en 
Janvier  lüÜO)  de  sou  graud  Traite  de  Geometrie  eu  coUaboratioii 
avec  feu  de  Comberauase.  Cet  ouvrage  a  fait  depuis  40  ms 
l'education  de  probablement  toiis  les  geonibtrcs  franeais.*) 

1901.  II  y  a,  sous  {)ressc,  (Nov.  19(K))  chez  M.  Naud  editf'tir  3 
me  Racine,  im  ouvm<^e  des  Reeueils  «Scientia»  qui  est  rrxf  use 
le  plus  complet  que  j  aie  publik,  josqu'ici^  de  la  g^ometrogratie. 

Paris,  22  Not.  1900. 

1)  A  ajouliT  como  juiblif^  dopuis  Isi  rt'rniso  du  T7ianuscnt  de  ce  travail: 

1900.  La  (rc'omt't  rogral'ic  daii.s  1  «-siiacL"  ou  8t  eiromi^troj^rafip  — 
Compted  reuduB  des  «ieauces  de  rAcademie  dea  iScieuceä  de  Taiiä  Deceuibre). 
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Kotes.  1.  Lea  leefeem  qiii  ttoavenient  constaractionB  que  j'ai  indiquee« 
«m  comtmetiona  g^ojn^trogrftfiquea  de«  nmplificatioitf,  on  qtii  «araient 
uie  Mlntioii  tmin  dooftot  an  limbole  ploa  amiple,  fendimient  le  pliia  gmnd  aervioe 
i  la  g^omdfarografie  et  me  fanietii  particuli^ment  beancoap  de  plaisir  s^ils  vou- 
laieot  bien  me  les  comaniqner  soit  directement  (SS  Mrenne  du  Marne  ft»  Paiia),  aoit 
p&r  M  Jahnke  Eies 

2.  Tout  n'^r-nimcnt  lavril  I90t\  K'  simiiole  gt-ometrogratique  de  deu8  dee  con- 
«tmctious  claböujuosi  doaees  dans  ce  travail,  a  l^g^rement  rMntt  Je  ne 
äigQ&ld  la  cliose  que  parce  qu'ele  devicut  rare  pour  eles  et  qu'ele  »e  raporte  ä  deus 
comfani^oiia  importentes,  partiedli^remeiil  et  longaement  6tndl^  ea  vne  d*ob- 
Inir  leer  aimbole  g^om^trografique  ddfinitif  en  UaL  M.  O.  Tarry  a  duninnd* 
d'aae  vaiii  le  codfident  de  aimplioittf  de  la  oonalniction  du  aegme&t  capable 
d'oD  aoi^e  dond  dtoit  aar  imc  droito  donde.  D'aniie  pait  M.  G.  Tarry  et  le 
colonel  Morean  m'ont  adross^,  chacun  de  leur  cot^  et  preeqne  en  möme  temps, 
dp-  trac^s  pour  placer  lest  4  tanfrf'nt^^s  a  deiis  ccrcles  don(^g,  avec  un  co^firiont 
de  «impiicite  3ö  au  lieu  de  HG,  nonibro  au-desnoua  duquel  il  n'avait  pu  Gtre 
äbäi^^  et  que  j'ai  iudiqut'  ici  come  coeticieut  gt'omi'tro^rafiqiie  du  probl^me.  Ce 
fOnt  ce«  nouvclea  couHtructions  qui  devieueut  luaiutouaut  les  coutttructionü  geo- 

n^grafiques  de  eea  ptoUteieiw 
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Aug.  FÖppl.    Vorlesimgen  ftber  TeohnlifttM»  Merthiuilk.    i  Bde, 

Leipzig  1899,  1900,  B.  G.  Teubner. 

An  den  deutschen  Technischen  Hochschulen  werden  die  Lehren  der 
theoretischon  Mechanik  gleichzeitig  mit  ihvfn  Anwendungen  auf  Gegenstände 
der  Bautechnik  entwickelt  in  Vorlesungen,  denen  der  Namo  der  Technischfn 
Mechanik  beigelegt  wird.  Dem  Lehrplan  dieser  Hothsthulen  entsprechend 
fallen  diese  Vorlesungeu  in  eine  Studienzeit,  zu  welcher  die  Studierenden 
eben  das  Stadimn  der  höheren  SCathematik  begonnen  haben,  und  Mbratee 
mit  diesen  Stadien  fort  Die  Zweekmftftigkeit  solcher  Einricbtaag  ksm  in 
dieser  Besprechung  nicht  erörtert  werden. 

Der  Herr  Verftsser  hat  die  von  ihm  in  München  üb«r  Technische  Mechanik 
gehaltenen  Vorlesungen  in  vier  Bttnden  veröffentlicht  Nur  der  Inhalt  der 
Bände  T,  ITT,  TV,  in  denen  analytische  Entwickelungen  der  theoretischen  Mpchasik 
zur  Geltung  gelangen,  soll  im  folgenden  besprochen  werden.  Hinreichende 
Veranlassung  zu  solcher  Besprechung  geben  die  in  den  Vorlesungen  selbst  m 
fast  allen  Kapiteln  befindlichen  Erörterungen  von  Fragen,  die  zu  dem  wisM* 
sohaftUehen  Inhalt  der  Hedianik  in  keiner  Beiiehnng  stehen,  woU  iber 
sn  ephemere  Tagflsmeinnngen.  Li  diesen  Erdrtenuigen  nimmt  der  Hör 
Ver&sser  wiederholt  Veranlassung  sich  seinen  Lesern  als  einen  Antor  vor- 
snftthren,  der,  in  zwei  Sätteln  gerecht,  eine  besondere  Bcachtiing  seiner  m- 
getragenen  Auffassungen  wohl  zu  erwarten  berechtigt  ist. 

Wir  werden  aus  folgendem  ersehen,  wie  weit  eine  solche  BerecbtigoDg 
vorliegt. 

Von  den  vier  Bänden  der  Technischen  Mechanik  hat  der  Herr  Verfasser 
den  dritten,  die  Festigkeitslehre,  zuerst  erscheinen  lassen,  nach  ihm  difl 
swei  Binde  Aber  Mecfauiik.  Dieser  Beihenfolge  werden  wir  uns  für  msm 
AnsfOhrongen  anschlielsen,  am  so  mehr,  als  gerade  die  Festigkeitslehie 
stets  den  technischen  Wissenschaften  beiges&hlt  wurde  und  der  Hot 
Verfasser  auf  seinen  wissenschaftUehen  Standpunkt  in  den  teehnischen  Wis«n- 
schaften  Wert  legt. 

Bei  der  lieurteiliniL'  ♦  Ines  Lehrbuches  der  Festigkeitslehre,  das  selbsl- 
verstlindlich  vieles  sein< n  A  orgängem  zu  entlehnen  hat,  ist  in  erster  Lini« 
mafsgebend  deijenige  Inhalt,  der  der  Eigenart  des  Verfassers  verdankt  wird, 
die  Ton  ihm  eingeftthrte  ICethode  der  üntersnchung  und  die  AbwmchongeB 
vom  Hergehraditen.  Wir  werden  daher  nur  einige,  aber  flr  die  Üit^ 
bildnng  voUstindig  ansreichende  Beispiele  des  Yezfahreas  nnd  der  SeUall^ 
weise  des  Herm  Verfassers  Toriegen* 
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Zunächst  ihm  eigentümlich  sind  seine  Definitionen  der  Elastiatftt  and 
der  EhstuDtätsgrade.   Er  definiert: 

1.  SastigUät  ist  Allgemem  die  FShigkeit  eines  KOipera,  Fonnlndenings- 
ubeit  in  umkehrlwrer  Weise  aufzuspeichern. 

2.  Voükammm  elektisch  verhält  sich  ein  Körper  bei  einem  gewissen 
Torganpr"^,  wenn  man  die  ihm  durch  Ilufscre  Krüft^  zupeftihrte  Fomiiin<1p- 
nmgsarbeit  voUstüudig  wirder  in  Torrn  von  mechanischer  Knergie  aus  ihm 
wirückgewinnon  kann  (Snit^  13). 

Zur  Erläuterung  giebt  er  au:  Die  UmkchrunQ  der  Zugversuche  ist  die 
Zummmmziehung  des  Probestabs  beim  Abnehmen  d«r  Belastong.  Damit 
die  FormSnderangsarbeit  nmkehrbar  sei,  mtUis  der  Stab  beim  aXimälMdkm 
Atitragm  der  Belastong  dieselbe  Arbelt  wieder  nach  au&en  hin  abgeben, 
die  ihm  zuerst  sngeflUirt  wurde. 

An  welches  aufsen  Befindliche  diese  Arbeit  beim  allmählichen  Abtragen 
der  Belastung  abgegeben  wird,  nnd  wo  nach  der  Umkehrung  dos  Znpver- 
snchs  die  betreffende  mectianisctie  Energie  sich  „aufgespeichert"  befindet, 
gitibt  er  nicht  au.  Diese  Angabe  würde  das  VersUlndnis  seiner  Sätze  er- 
leichtert haben. 

Der  Herr  Yerfiusw  benntst  in  denjemgen  Kapiteln,  die  nicht  her^ 
gelnmchtes  Material  der  Festigkeitslehre  enthalten,  httufig  den  Begriff  der 
Fom&nderaiigsaibttt  oder  Deformationsarbeit  sor  Entwickelnng  weiterer 

Folgemngen.  Darin  wäre  an  und  fOr  Bich  ein  Vorzug  seiner  Darstellungen 
zu  erblicken;  allein  diese  Darstellungen  selbst  sind  fehlerhaft  nnd  au  An- 
wendungen nicht  geeignet. 

Zum  Beweisp  g^eben  wir  hier  einige  seiner  Entwitkelungen  über  die 
Delorinationfsarbeit  wieder.  Sie  finden  sich  im  Parafrraplien  2.'i  (Seite  180) 
des  Werkes,  unter  der  Uberschrift:  Die  Sätze  von  Castigliano. 

Zur  Beurteilimg  der  Dantellong,  die  der  Verfasser  an  dieser  Stelle 
Tortrigt,  schicken  wir  einige  Bemerkungen  Uber  den  Begriff  der  Defoi^ 
mstioiisarbeit,  wie  er  in  d«r  Theorie  der  Elastizitttt  fester  Körper  auf« 
tritt,  voran. 

Wenn  ein  homogener  neutraler  elastischer  Körper,  er  sei  isotrop  oder 
ani<totrop  von  auf  seine  Teile  angreifenden  Kräften  ans  seiner  Ruhelage  in 
fine  benachbarte  neue  Lage  übergeführt  wird,  derart  dals  in  dieser  Lapfe 
die  Geschwindigkeiten  sämtlicher  Teilchen  wiederum  Null  sind,  während  die 
alsdann  angreifenden  Kräfte  unveränderlich  geworden  sind  und  sich  am 
Körper  das  Gleichgewicht  halten,  so  hat  der  Körper  eine  dauernde  Defor- 
mation angenommen.  Die  Arbeitsgröfse,  welche  innerhalb  der  Zeit  des  erfolgten 
Übergangs  aus  der  ersten  Lage  in  die  zweite  Lage  durch  die  Kalberen  an- 
greifenden Kräfte  ausgeübt  worden  ist,  nennt  man  die  Deformationsarbeit. 
Sie  i«t  mit  der  gleichzeitig  geleisteten  Arbeit  der  inneren  elastischen  Kräfte 
gleichw fällig.  Von  d*'r  Zeitdauer  der  Deformation  und  der  Änderung  der 
äofseren  Kräfte  wahrend  derselben  ist  diese  Arbeit  unabhängig,  uher  voll- 
ständig bestimmt  durch  die  Angabe  des  in  den  Punkten  des  Körpers  schliess- 
lich angreifenden  Kräftesystems,  das  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
sm  festen  Körper  genügen  mnfs.  Beseichnet  man  durch  E^  den  Wert  der 
sm  tten  Punkte  des  Körpras  angreifenden  Kraft,  durch  dS|  die  Grüfee  der 
Verrückung  dieses  Punktes  nach  eingetretener  Deformation  und  bestehendem 
CQeichgewieht,  duich  0|  den  Winkel  swischen  der  Bichtang  Toa      und  dSf, 
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so  gilt  fOr  den  Wert  der  DefonnationMrbeit  Z>,  glflichgUtig  ob  d«r  KSrp« 
isotrop  oder  «nisotrop  sei,  die  Gleichaog 


in  welcher  Oleichülig  die  Summe  ühor  alle  äxactlk  Ki^fte  E  angegriffen«! 
Punkte  des  Körpers  zu  erstrecken  ist.  Nennt  man  noch  das  Produkt  cos9,(^-, 
die  relative  Yttrilclofno  des  /ten  Anf^riffspunktes  nach  der  Richtung  d'r 
Kraft  R^y  so  kann  man  die  vorstehende  Gleichting  durch  die  folgende  ei- 
setzen: 


Will  man  sich  dieser  Gleichung  zur  Berechnung  von  D  Vedienen,  so  bl  M 
ftagenscheuilioh  notwendig,  zwei  Lagen  des  defonuerten  Körpers  xn  kaum, 
die  aDttDgliche  nnd  die  Endlage,  da  jedes  ds  die  Kenntnis  gwtiet  Psskla» 
des  Ausgangs-  und  des  Endpunktes,  erfordert 

Das  ^dresultat  D  aber  wird  unabhängig  von  der  gewählten  Anfangs» 
läge,  da  man  durch  nlnf^  andere  Anfangslag»^  din  f/rmmte  su  bildende  Summe 
um  eine  Orf^rsf>  rindert,  die  in  Folge  der  durch  die  Jl  befriedigten  sechs 
GleichgewK.ht.sbediugungea  verschwindet.  Die  Deformationsarbeit  ist  daher 
nur  durch  die  Endlage  bestimmt. 

Aber  keineswegs  findet  dieselbe  RestiiomUieit  statt,  flir  die  eimeliiai 
Bestandteile  jener  Snnixue  nnd  fllr  die  GrOlsen  f|.  ISiner  gewihlten  An&sgi* 
läge,  ans  der  die  sobliefsHdie  Deformation  bervorgebt,  entspviobt  ein  la- 
gebttriges  System  der  r,,  jeder  geänderten  ein  geändertes  System 

Dieser  Umstand  ist  nicht  berttoksichtigt  in  dem  Ton  Castigliano 
aufge^tollipn  Batze: 

A\  i  nn  man  die  Deformatiomiarbeit  eines  elastischen  Korpers  in  eiuer 
Funktittu  der  äufseren  Kräfte  ausdrückt,  so  giebt  der  Differentisdquotient 
dieses  Ausdrucks  iu  Bezug  auf  eine  dieser  Kr&fte  die  relative  VerrückuDg 
ihres  Angriflbpnnkts.  (Gastigliano:  Theorie  des  QleiehgewiditB  elastiiehtr 
Systeme.  Übersetzt  Ton  E.  Hanffe.  Wien,  1886.  Verlag  von  Carl  Geroldi 
Sohn). 

Dieser  Satz  ist  daher  ohne  jeden  präzisen  Inhalt  Denkt  man  die  Defor* 
mationsarboit  als  eine  bestimmt  gegebene  eindeutige  Funktion  der  sämtlichen 
äufseren  Krifte  li^^),  so  sind  ihre  partiellen  Differentialqnotienten  bestimmt* 
Werte,  während  die  r,-,  welche  dargestellt  werden  sollen,  unendlich  vieldeutig 
sind,  je  nach  der  Anfangslage  des  deformierten  Körpers.  Auch  sind  die 
sftmtlicben  doroh  sechs  Gleichungen  unter  einander  verbunden.  Man  ksss 
daher  nicht  ein  bestimmtes  Rf  sieb  Andern  lassen,  ohne  die  anderen,  oder 
einzelne,  gleiohseitig  zu  Endem.  Von  einem  DüFerential  der  Deformationi- 
arbeit,  gebildet  durch  Änderung  nur  einer  Kraft,  also  vom  partieJIm  Dlft- 
rential  der  Deformationsarbeit  zu  spreoben,  hat  keinen  Sinn.  Will  man 
aber  in  den  Ausdruck  von  D  mir  nnfserc  Kräfte  aufgenomm'^n  denken,  di? 
in  Folge  der  sechs  GleichgewichtsbedingunfTf^n  von  einander  unabhängig 
bleiben  (was  Castigliaao  nicht  thut),  so  kann  mau  diesem  Ausdruck  je 
nach  Wahl  dieser  Kräfte  viele  verschiedene  Formen  beilegen. 

1)  Jede  aus  ihr  durch  Transfoimi^on  mittelst  der  ftlfi^gfFwii?httlMHirg**l|f— 
gewonnene  ist  gleichberechtigt 
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Der  Satz  vuu  CastigltaDO  ist  daher  inhaltlos  und  selbäi  bei  präziser 
gofiibtfliit  Inhali  Tieldeutig.  Dadnzch  wflrden  all«  aus  ihm  äBein  gezogenen 
Folgenmgen  aa  nnd  fllr  flieh  hinfUlig. 

Naflh  dlMen  Torhenitenden  Bemerkungen  gehen  wir  snr  Betnohtimg 
dar  Enftwiekdnngen  des  Hemi  Verfassers  über.  Er  beabdohiigt,  die  all- 
genidne  Formel  für  die  Gröfse  der  Deformationsarbeit  nur  ftLr  den  Fall 
eines  in  zwei  Punkten  unterstützten  Balkens ,  der  durch  einzelne  Lasten  P 
in  Deformationszustand  versetzt  ist,  zu  entwickeln,  und  ist  <\*'r  Moinunp, 
dais  snne  Entwickelung  Wort  für  Wort  auf  den  allgemeiueu  Fall  über- 
tragen werden  könne.  Für  dift  Anseinandprspitznng  der  Verhältnisse  für 
den  speziellen  Fall  des  Balkens  geht  er  von  der  Annaime  aus,  dafs  während 
der  irtntlSiidenden  Deformstion  die  Einwirkung  der  Laaten  P  nur  nach 
MaHigabe  der  schon  erreichten  ISinseokung  y  der  belasteten  Stelle  anter  ihre 
An&ngslage  zur  Geltung  gelange,  derart  daCi  eine  Steigening  der  Lasten, 
die  mit  dem  Werte  Null  beginnen,  bis  zu  dem  im  scbliefsUchen  Gleich- 
pewichtf  aiiftrfitenden  Endwerte  P,  während  der  Dofonnationszeit  eintroto. 
Pip  ArbeitsgTöf^f  für  oine  dieser  Lasten  betrage  daher  nach  dem  Ablauf 
der  Deforniationübuwegung  nicht  Fify  sondern  nur  ^Pj^,  und  für  die  ganze 
Formänderungsarbeit  A  ergebe  sich  die  Formel 

da  überdif'  in  den  Auflagerpunkten  eine  l!^iusenkiing  ausgeschlossen  sein 
srUte  Diese  Formel  ist  mit  der  Fundamentalformel  für  die  Deformations- 
arbeit identisch. 

Tritt  man  dieser  Theorie  des  „alimählichen  Anwachsens  der  Lasten 
«ibreBd  der  Durchbiegung  des  Balkens^',  in  der  die  FroportiioBaHtit  der 
Laet  mit  der  angenbUcklich  Torhandenen  Einaenkung  die  Voranssetsimg 
bildet,  dn  wenig  nfther,  so  ergiebt  sich  Folgendes:  Der  Wert  der  Lasten 
im  An&ngsmoment  der  Dnrchbiegong  ist  Null,  diesem  entspricht  die  Ein- 
senkimg  Null,  die  zunächst  besteben  bleibt.  So  lange  die  Einsenkung  Null 
besteht,  behalten  die  Lasten  nach  dem  Proportionalitätsgesetz  ihren  Wert 
Null,  es  kommt  \vi*drnim  /u  keiner  weiteren  Einsenkjmg,  und  die  Durch- 
biegung des  Balkens  bleibt  daher  dauernd  Null.  Nach  der  Theorie  des 
Herrn  Verfassers  kann  bei  einem  nach  seinuu  Vorschrifien  belasteten  Balken 
daher  eine  Deformation  Überhaupt  nicht  zn  Stande  kommen.  Der  Herr 
Verftsaer  sieht  diesen  äUem  möglichen  8cUn&  nkM,  sondern  sagt  (Seite  190, 
§  29),  dats  die  für  seme  Seredimm^  gemaiolite  Amiahme  der  aUmfthliofaen 
^teiL'erung  der  Belastung  in  WirJdkhkt  if  die  Bffjff  bildet,  dafs  man  aber 
"lur(h  geeignete  Vorrichttifigen  erreichen  könne,  dafs  die  Last  von  Anfang 
an  riiit  ihrer  vollen  Orr^fse  auf  den  Träger  einwirke.  Wir  glauben  hiemach 
auf  diese  Theorie  mcht  weiter  eingehen  zu  sollen. 

Nachdem  der  Herr  Verfasser  auf  diesem  bedenklichen  Woge  zu  der 
t  uxKiaiiientalformel  der  Deformationsarbeit  gelangt  ist,  versucht  er  durch 
Diffarentialoperationen  zu  dem  schon  erwähnten  C as t ig liano sehen  Satz  von 
den  Differeutialquotienten  der  Deformatioiiaarbeit  su  gelangen,  den  er  in  der 
aaelolehanden  Form  anaspricht: 

Die  Verschiebimg  dea  Angriflbpunktea  einer  KuAeren  Kraft  bei  der 
elastiaefaeE  Fonnliidenuig  eines  dem  Hookeachen  Cteaets  nnterworfenai 
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Ettrpers  ist  gleich  der  naeh  dieser  Kraft  genommenen  paiüellen  Ablettong 
der  Formäiidcnmgsarbeii. 

Es  würde  uns  zu  weit  fuhren,  wenn  wir  die  Schlüsse  des  Herrn  Vcr* 
fasscrSf  aus  drnrn  dieser  Satz  hervorgeht,  ins  finzflm  bior  verfolgen 
wollten  Wir  wollen  uns  damit  begnügen,  ihre  Unzulänglichkeit  an  dem 
cinzigoi  Heispiel  nachzuweisen,  das  er  l'ilr  die  Berechnung  der  Stützdrucke 
eines  in  drei  Punkten  unterstützten  gleichförmig  heiasteten  Balkens  zur 
Eiltaterang  der  Gastiglianoschen  Methode  auf  Seite  188  u.  189 
gebracht  hat 

Auf  Seite  188  stellt  er  die  Deformationsarheit  für  einen  solchen  Balken 
als  Funktion  der  in  den  Endpunkten  auftretenden  Sttttsdrucke  B  und  C  and 
der  laufenden  Belastung  q  in  der  Fönn: 

anf.  Bildet  man  für  die  rechts  stehende  Funktion  die  partiellen  Ableitungen 
narh  dpn  Rtützdruckm  B  und  (7,  so  erhalt  man  fiir  die  Verschiebunßiti  ihr 
Auf  lafjt  r/noikt<'  nicht  etwa  Null,  sondern  von  Null  verschiedene  Werte. 
Man  erkennt  leicht,  dafs  diese  Verschiebungen  der  Deformation  des  Balkens 
aus  einer  Anfangslage  entsprechen,  welche  durch  Drehung  der  Endl(tge  um 
den  mittleren  Stützpunkt  gefbnden  wird.  H&tte  man  fftr  A  nnr  die 
FnnktioBidawteÜiiBg  dnrch  den  StOtsdraclt  B  älkm  gewUdt,  eo  wllide  mta 
für  die  VtrsfM^vng  desselben  gLeichfnlls  nicht  Null,  sondern  die  Ver- 
schiebung aus  einer  Anfangslage  gefunden  haben,  die  der  Unverschieblich- 
keit  der  Stützpunkte  für  C  und  Z  entspricht.  Jeder  andrrm  Darstellung 
von  A^  die  aus  der  vorstehenden  durch  eine  Transformation  vermöge 
der  Gleichgewichtsbedingungen  entsteht,  entspricht  eine  andere  Ver- 
schiebungsweiee  aller  Punkte;  der  Elimination  von  B  und  C  xuaA  dem 
Beibehalten  des  mittleren  Stiltzdraobi  Z  cXtem  aber  diejenige,  bei  weldier 
die  AnfUgerpnnkte  unverschoben  bleiben.  Der  Castiglianoeehe  Satt  iei 
daher  unhestimmt,  und  nach  der  Wahl  der  Funktionsdanteilung  von  A 
unendlich  neldeutig,  zn  Anwendungen,  ohne  Voruntersuchungen,  keineswegs 
geeignet. 

Mit  der  Utihvsliwmtheif  der  Castiglianoschen  Vorschrift  entfallen 
aber  die  sämtlichen  vom  llenn  Verfasser  im  §  28  aus  ihr  gezogenen 
Folgerungen,  so  die  Folgerung  des  sogemanten  SatsM  Tom  Minimum  (dar 
für  sich  betarachtet  ridiHff  ist,  aber  unbewiesen  bleibt).  Ebenso  erweisen 
sich  die  scheinbar  sehr  allgemeinen  Vorschriften  und  aper^us  der  Seiten  186 
(am  Ende)  und  187  als  unzutreffend  und  der  Anwendung  bar. 

Auf  Seite  410  u.  ff.  in  den  §§  63*  und  63^  glaubt  der  Herr  Ver- 
fasser auf  Fehler  anderer  aufmerksam  machen  7.\\  sollen,  die  von  einer 
unzureichenden  Beachtung  der  VoranssetTinngen  herrühren,  welclie  der  An- 
wendung des  Castiglianoschen  Satzes  zu  Gninde  liegen.  Unter  dem 
Castiglianoschen  Satie  yersteht  er  hier  die  bekannte.  Fonnel  för  die 
Variation  der  Deformattonsarbeit  A  eines  in  einem  elastischen  Kttiper  be- 
findlichen Körperteils,  weldie  die  Fonn  hat: 

in  welcher  Gleichung  die  Summe  ftber  äüe  durch  in&ere  Krifte  (dsres 
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K  [p; >'  ti-^nten  X,  F,  angegrifleiien  Stellen  erstreckt  wird,  und  d|»  6^ 
aie  wiiikürlichen  \  axiaLionen  der  Verschiebungskomponenteu  dieser  Stellen 
baeidmen.  IMeie  Gleichung  ist  bekanntlich  cAne  jede  Bescbiftnkung  der 
Yinationeo  effUli  Durch  eine  fehlerhafte  Auberachtlassong  der  Be- 
dingimgen,  wdche  an  der  Begrenzimg  dei  aittgesonderten  Teils  dee  Körpera 
ftb-  die  Drucke,  welche  den  äuTseren  Krftften  znzuafthlen  sind,  statthaben, 
wird  der  Herr  Verfasser  z\x  der  Beschränkung  geführt,  dafs  zur  Gültigkeit 
TorstehfTdor  Gleichung  die  Variationen  rfrj,  iJf  Wr  Punkte  dieser  Be- 
greniung  als  Null  angenommen  werden  müssen.  Der  gleiche  Fehler  hndet 
sieb  bei  den  Betraehtungen  des  §  deren  Endresultat  schliefslich  die 

ukfdische  Gküchuug  Null  gleich  Null  darstellt. 

Den  mit  gesperrtem  Dmck  vorgelegten  umratreffeDden  Beschrinkungen 
filgt  der  Heir  Yei&Mer  die  belehrenden  Worte  hinsu:  ,,Dagegen  ist  manch- 
mal gefehlt  worden^   (Seite  416.) 

Von  gleicher  Hinfälligkeit  sind  die  Entwickelongen  des  §  65,  welche 
die  Eindeutigkeit  der  Lösung  der  statiselien  Probleme  nachweisen  sollen. 
Diesfr  Nachweis  geschieht  mit  Hilfe  der  Annahme^  dafs,  wenn  ein 
elastischer  Körper  weder  in  seinen)  Innern  noch  an  seiner  Oberfläche  durch 
äm&ere  Krüfto  angegnflen  wird,  in  ihm  keine  inneren  Spannungen  ant- 
aten kuuut'u.  Aber  gerade  diese  Annahme  ist  der  Ausdiuek  des  aus  den 
Gnudg^eiehnngen  der  ElaiHdtAtelehre  ni  heweiMiidm  Satses.  Nun  ist  dieser 
Site  Mit  langem  aus  diesen  Qrondgleichnngen  abgeleitet  worden  (s.  B. 
in  Glehseh:  lElastioitatslehre),  unter  der  Voraussetzung,  dals  die  Kompo- 
oentea  der  Verschiebnngen  der  Körperpunkte  sich  im  ganzen  von  dem 
Körper  erftÜlten  Raum  nach  der  Stetigkeit  ändern.  Unter  dieser  Voraus- 
Sf^tzung  sind  daher  Eigenspannungm  des  Körpers,  der  ä^m  Einflufs  nnßcrrr 
KniJte  entzogen  ist,  unmöglich  Dagegen  sind  sie  möglich  bei  Fliicheu- 
discontinuitäten  der  Verschiehungen.  Die  Meinung  des  Herrn  Verfassers, 
dals  „etwaige'^  Eigenspanuuugen  durch  die  Theorie  nicht  berührt  werden, 
ut  daher  nazntrefTend. 

Die  im  §  50,  dessen  Übenchrift:  IHdswimiigt  ESiwm  lantet^  beigebrachten 
Entwickelnngen  sind  gleichfalls  nnbegrttndei  Die  Lage  der  Hauptachsen 
des  Spannungszustandes,  die  der  Yerfttfser  angiebt,  ist  durch  „Symmetrie^ 
CTÖnde"  nicht  mehr  angezeigt  als  unbegrenzt  viele  andere.  Die  Spannungen, 
welche  einer  Verschiebung  in  der  Richtung  der  IlÖhrenarhse  entsprechen, 
kennen  nicht  nachträglich  in  Rechnung  gebracht  werden,  da  die  Spannungen 
von  allen  drei  Verschiebungskomponenten  abhangen,  und  nicht  von  zweien 
tOein.  Die  Endformeln  des  Verfassers  sind  längst  durch  einwandlose  Be- 
titohtungen  gegeben  worden.  Ihre  Übereinstimmung  mit  den  thatslchlioh 
gütigen  Besnltaten  beweist  nnr,  dafii  auch  auf  unberechtigtem  Wege  zu  den- 
mHmd  gelangt  werden  kann,  um  so  mehr  als  dieselben  vorher  bekannt 
wiren. 

Wir  gehen  nunmehr  zu  der  Besprechung  der  Eigenart  der  in  den  Bänden 
I  und  TV  von  <lem  Verfasser  vorgetragenen  Lehren  der  „Mechanik"  über. 
Die  Entwickelung  der  Lehren  der  theoretischen  Mechanik,  die  in  diesen 
B&oden  vorgelegt  werden,  zeigt  äulserlich  einen  uuiiailenden  Unterschied 
ven  den  biäier  üblichen  Formen  des  Vortrags.  Der  Yex^sser  Tertritt  die 
lUauing,  dafs  in  der  Uechanik  bisher  der  Begriff  der  gerichteten  QrSfte 
neht  m  der  angemessensten  Fonn  wwertet  worden  sei,  dafs  yielmehr  nur 
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die  Bechmiiig  mit  ungtriehtaten  Grül^  benutzt  worden  Mi  Die  adinibir 

geometrischn  Einführung  der  imaginären  Grölben  ,^abe  sogar  mehr  geschadet 
nls  genützt."  Er  hat  sich  daher  ontsi-hlosscn ,  mit  den  gerichteten  Cnlf^fn, 
„den  Vf  f  toren  selbst",  wie  er  sagt,  zu  rcf  brifn.  und  in  seine  BntwickeluogM 
die  Foniu  n  dT>s  inneren  und  iiul'seren  l  'ioduktes  einzuführen. 

Durch  den  Gebrauch  vun  iiichtungsixoeitizieuten  f,  k  führt  er  zur  Dar- 
Stellung  der  Vektoren  lineare  Aiudrfioke  in  den  Komponenten  der  Vektona 
fflr  ein  gegebenes  KooidinatensTstem  ein.  Alle  gerichteten  GrOlbeB  be- 
zeichnet er  durch  Buchstaben  des  deuisdtm  Alphabets,  alle  ungeriobteteD 
durch  solche  des  Inteinisdim. 

Man  könnte  Veranlassim^r  nehmen,  die  Frage  aufzn warfen,  ob  sokh? 
rein  formale  Einführungen  dem  ünterriehte  von  Zuhörern,  die  am  Antangfi 
aller  mathematischen  Studien  stehen,  nicht  ein  für  sie  unverdauliches  Material 
zuführen.  Aber  der  Herr  Verfasser  enthebt  uns  jeder  weiteren  Diskussion 
dieser  Frage  dnreh  die  eigentflmlidien  Darlegungen,  die  er  selbst  auf  dm 
Gebiete  der  Bechnimg  mit  gwicfateten  GrOIben,  den  Vektoren  selber,  im 
Verlatife  seiner  Entwickelungen  vorlegt.  Wir  werden  snr  EennzeidmiiDg 
derselben  hier  die  Besultat^^  des  Kapitels:  „Dynamik  zusammengesetzter 
Systeme"  vorlegen,  in  welchem  die  aUf'^^moinen  BewegungR-^l'^ifhungen  von 
Lagrange,  die  der  zweiten  Form,  ?.ur  Entwickelung  gelangen  sollen.  Der 
Herr  Verfasser  meint,  dafs  die  Castiglianosehe  Methode,  Aufgaben  der  Festig- 
keitslehre mit  Hilfe  von  Differentiation  an  der  zuvor  berechneten  Form- 
Snderungsarbeit  su  l^teen,  genau  dem  Zwecke  entsptttche,  der  bei  der  Bat* 
wiekelnng  dieser  Lagrangesehen  Gleidumgen  beabsichtigt  wird  (Seite  279. 
Bd.  IV).  Wir  mUssen  uns  wegen  des  beschränkten  Baumes  einer  Be> 
sprechung  versagen,  die  eigenartigen  Ausführungen  des  Herrn  Verfassers 
über  die  allgemeinen  Sät/.e  der  Mechanik  hier  wiederzngeheyi ,  die  auf 
den  Seiten  280  etc.  geiuuden  werden  können,  und  gehen  zur  Heproduktion 
der  Ableitung  der  Gleichungen  über,  die  der  Herr  Verfasser  als  die  Lagrange- 
schen bezeichnet  Es  handelt  sich  um  die  Beweguugsgleichungen  eines 
Punktsystems,  bei  weldiem  die  Koordinaten  der  einseinen  Punkte  denit 
durch  eine  Anzahl  unabhSngiger  Parameter  g,  sogenannter  allgemeiner  Koor- 
dinaten, ausgedrückt  sind,  dafs  die  Bedingiingsgleichungen  zwischen  den  Koor« 
dinaten,  denen  das  System  unterworfen  ist,  identisch  erfüllt  werden.  Von 
diesen  Gleichungen  sagt  der  Herr  Verfasser  nichts,  auch  vermeidet  er  die 
Angabe  irgend  eines  Beispiels,  „weil  es  zum  Geiste  dieser  Betrachtungen 
gehört,  sie  so  allgemein  als  möglich  darzustellen"  (Seite  283). 

Er  beginnt  seine  Entwickelung  folgendermalsen  (Seite  384): 

„Misn  betrachte  femer  ein  Massenteilchen  m,  das  m  irgend  einem  fon 
den  Körpern  des  Systems  gehört  Der  von  einem  festen  Anfangspunkte 
nach  m  gezogene  Radiusvector  sei  mit  r  bezeichnet  (Deutsche  Buchstabee 
bezeichnen  die  gerichteten  Gröfsen  aclhsf.)  Während  der  Bewegung  des 
System'^  i«*  t  veränderlich,  und  die  augeublickliche  Gröfse  und  Kichtung 
von  t  ist  ahhüwrig  mn  Tq,  d.  h.  von  dem  Werte,  den  t  in  irgend  eiaer 
Stellung  des  Systems,  die  als  seine  Nonualstellung  angesehen  wird,  ein» 
nimmt,  und  von  den  Koordinaten  q.   Wir  schreiben  also: 

JH$  Fcrm  der  FunOm  f  hängt  wm  der  {jssomferen  OmslrHäim  des  Sjfitem 
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-ii5.    Wir  bilden  jetzt  den  Ausdruck  fQr  die  lebendige  Kraft  des  Systems. 
Zusiehst  erb&lt  man  aus  der  Gleichung  fOr  f 

-'^  =  lit  +  ä^^H-  +  ^1?7.  ("0) 

^mn  Tq  ist  eine  Constante,  so  lange  man  dasselbe  Massenteilchen  be- 

tiacht^^t. 

Für  die  lebendige  Kraft  L  des  ganzen  Systems  hat  man  nach  Dehnition. 

L  -  1  Vm»«. 
Nach  Gleichung  (170)  erh&lt  man  daraus: 

Jemand,  der  mit  Gleichung  (l69)  glaubt  irgend  welchen  Sinn  ver- 
binden sn  können,  wird  der  Meinunff  sein,  dafii  die  Zeichen      ,  ^  etc. 

GrZUsen  darstellen  werden,  die  von  den  Consiamtm  abhiagen,  und  dals 
also  die  lebendige  Kraft  X  abhlngig  sein  mnik  von  den  sSmflichfln  Kon- 
staateo  r^ 

Von  der  Olei^lmne  (I7l)  ans  erreicht  der  Herr  Vcrfa'-ser,  diirf:>h  Rech- 
nuQgeD,  welche  denjemgeu  uachgebüdet  sind,  die  gewöhnlich  aui  die  La- 
grangeschen Gleichungen  ftlhren,  die  Gleichung 

welche  nach  ihm  dne  der  Lag  rangeschen  Gleichungen  darstellen  soll. 

ADeui  In  dieser  Besiehung  ist  er  in  offenbarem  Irrtum.  Diese  Gleichung 
kann  Lagrange  nieht  sugeschneben  werden;  sie  ist,  so  lange  It  durch  61ei> 
cfang  (171)  dsfiniert  blÄt,  Eigentum  des  Herrn  Verfassers. 

Die  Gröfse  welche  die  Gleichung  (174)  enthält,  ist  durch  die 
Con^fatitnt  mitbestimmt  Diese  Oonstanten  sind  die  Werte  d^r  V'^r- 
ütuifrlicJien   r,   die   für   cinf   L*f»wis.se  Normallnijf  Sv«tf'Tn'^  staTtliulen, 

wekhe  selbst  m  einer  besluujuten  Zeit  eintret'-n  k;ni[i,  und  siad  also  abhängig 
lon  den  Kuordinateuwerten  der  Systempuukte  zu  einer  bestimmten  Zei^ 
Die  Lagr  an  gesehen  Olstdmngan  fUhren  ftr  die  lebendige  Kraft  sbIchA 
CoBilsalen  nicht  mit  sieh.  Die  Gleicbungen  (174)  sind  daher  imcM  die 
Lagrangeschen,  und  würden,  wenn  sie  anstierten,  mcbis  Chringorea  als 
Ittegrale  der  aUgemeinen  Bewegnngsgleichungen  darstellen. 

Als  Anwendunfrm  dieser  Entwickelungen  giebt  der  Verfasser  «igen- 
tamlicher  Wei-^e  nicht  Anwendungen  seiner  eigenen  Gleichungen  C^74), 
90ßdem  Anwendungen  der  bekannten  Lagrangescben  Gleichungen  auf  «wai 
Beispiele. 

Das  ente  Böspiel  ist  das  des  pbysikaliBehen  Pendela. 

Die  sweita  Aawandung  macbt  der  Herr  Verfssser  auf  ein  Problem,  das 
er  Problem  von  Glocke  und  Kläppd  nennt,  welches,  wie  er  sagt,  in  einem  B"'^^'*: 
«Us  sich  mit  technischer  Mechanik  beschäftigl,  nicht  f^lil-  n  dürfe_^  Dabei 
hittp  er  viellfMcht  angeben  können,  d^fs  «^ine  Entwickeln nKf"  einer 
i«»  Herrn  Veitmann  entnommen  sind.    Nur  der  Fehler,  der  in  der  B«- 
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baaptung  liegt,  dafs,  wenn  eine  veränderliche  Gröfse  zwei  Differential- 
gleichungen gleichzeitig  genügen  soll,  diese  beiden  Gleichungen  notwendig 
idmtisdi  sein  mnss*^n,  stammt  nicht  von  Herrn  Veit  mann. 

Zur  weitereil  Darlegung  der  Eigenart  dieser  Vorlesungen  über  twh- 
nische  Mechanik  geben  wir  noch  einige  Beispiele  der  Behandlung  ucr 
HTdrodjiiaiilik  dnnsli  Um  Herrn  Verfimor.  la  emer  der  breiten,  nickt 
immer  gltteUichen  AuseiiiandersetKimgen  von  Nebendingen,  mit  denen  der  Heir 
Yerfasser  seine  Entwickelungen  ausgestattet  hat,  erklärt  er  sein  Wohl* 
wollen  für  die  Betrachtungsweisen  der  „höheren  Hydrodynamik."  Er  sagt, 
dals  er  dieselbe  für  seine  Vorlesungen  ganz  tlber  Bord  geworfen  haben 
würde,  wenn  er  sie  trotz  ihrer  Mängel  nicht  zu  schlit/en  wül'ste  i^Seite  2>'i\\\ 

Er  beginnt  seine  Darstellungen  mit  einer  Einführung  des  Vektors  6 
der  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens,  den  er,  wie  bei  der  Ent- 
Wickelung  der  von  ihm  Lag  ränge  zugeschriebenen  Gleichungen,  dorcli  ^6 
Gleichung 

Ü  -  9{h  t) 

als  Funktion  des  Vektors  des  Teilchens  schreibt.  Aber  nach  einigen  Schritten 
„sieht  er  sich  vor  die  Wahl  gestellt,  entweder  auf  das  Rechnen  mit  ge- 
riditeten  QrOfsen  dwM  näher  einragehen**  oder  aber  die  Üblichen  Hetbodee 
m  benutzen. 

Wenn  er  auch  glaubt«  daTs  kOnftighin-  niemand,  der  fiber  solche  Dinge 

schreibt,  von  der  Darstolluug  nach  der  Vekiormethode  abgehen  wird,  so 
möchte  er  doch  vorlilufig  Mafs  halten  (Seite  333—343).  Der  Herr  Ve^ 
fasser  kehrt  nunmehr  zur  klassischen  Behandlung  zurück. 

Um  dem  Leser  das  Verständnis  des  Folgenden  zu  erleichtern,  werden 
wir  uns  von  hier  an  der  in  der  Hydrodynamik  üblich  gewordenen  Beieich- 
nungen  bedienen,  da  der  Gebrauch  der  Bezeichnungen  des  Herrn  Verfassers 
dne  l&ngere  Erklärung  dersdbtti  notwendig  machen  wfirde. 

Es  mögen  daher  u,  t',  w  die  Geschwindigkeitakomponenten  eines  Flfissig- 
keitsteilchens  am  Orte  («,  p,  m)  vor  Zeit  i  beseiehnen. 

Der  §  39  der  Vorlesungen  (8.  346)  trägt  die  Überschrift:  „Witbel- 
hewegung  und  wirbelfreie  Bewegong."  Nach  dieser  Überschrift  wflrde  man 
glauben,  dafs  die  Definition  einer  vivhcl freien  Bewegung  ans  dem  Begriffe 
der  Wirbelbewegung  entnommen  werden  solle.  Der  Herr  Verfasser  aber 
definiert  zuerat  die  wirbelfreie  Bewegung  auf  folgende  Weise. 

„Das  Kennzeichen,  dem  eine  wirbelfreie  Bewegung  genügen  mofe,  ist 
dadurch  gegeben,  dafs  das  Integral 

f  uäx  +  vdp  +  «d»)  -  0  (ilö) 

über  jnle  geschlossene  fiinie  innerhalb  des  von  der  Flüssigkeit  eriüiiten 
ilaumes  gleich  Null  sein  mufs"  (Seite  347). 

Warum  man  diese  besondere  Art  der  Wasserbewegung  als  eine  mM- 
freie  bezeichnet)  eiliatert  er  ans  der  Umgangssprache  in  eigenartiger  Wöse 
(Seite  348).  ^Diete  Defimtum  MUft  der  ümgernffsapradie  Bedmmg. 
v^st  um  an,  jeden  geschlossenen  Iniegrationsweg  gewissermafsen  als  trirhel' 
verdächtig  zu  hdrnc-lden."  Freilich  sei  das  Kennzeichen  (2ir>)  mit  dem  Be- 
griffe der  Wirbelbewegung  der  Umgangssprache  nicht  geradezu  identiachi 
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^  widenpiicbt  ihm  aber  nirgeada  und  kann  al«  eine  Verfeinerong  oäer 
als  eine  schflrfiare  Fassung  dieses  Begri£fes  betrachtet  werden**  (Seite  349). 

Die  Erfüllung  der  Gleicfanng  (215)  durch  jede  geschlossene  Linie  inner- 
halb eines  Raumes  kann  nicht  wohl  für  ein  ,,Kcnnzeichen"  der  wirbflfrcion 
Bew^^ining  in  ihm  angesehen  wer'l^'n  Die  Brinit/uniT  dies«'.s  Kenn.'firlien.s 
würde  die  Nachprüfung  des  VcrschwiuiJeas  des  Liuieuiiitegrals  für  jede  ge- 
9chii>iti>ene  Kurve  erfordern,  uud  sehr  zeitraubend  sein.  Herausgegrififeae 
Sächproben  hätten  keine  Beweiskraft. 

Thateichlich  drflckt  aber  Gleichung  (215)  ein  Theorem  ans,  welchee  aus 
doB  bekannten  Kennzeiehen  der  wirbelfreien  Bewegung,  dab  udx--^  väy  +  wds 
das  Differential  einer  Funktion  des  Orts  darstellt,  fOr  den  Fall  der  Ein- 
deutigkeit dieser  Funktion  folgt  In  mehrfach  zusammenhängenden  B&umeii, 
iu  d>  nf  n  dif  l  etreffende  Funktion  vieldeutig  werden  kann,  bleibt  das  Tbeorsm 
ohne  Inliigkeit. 

Der  Herr  Wrtasser  tügt  in  .seineu  Erliiuteruugen  Folgendes  hinzu: 
„Zur  Vermeidung  von  Mifsverständnissen  betrachte  ich  noch  die  Be- 
wegung einer  Flüssigkeit  längs  eines  hngförmig  geschlossenen  Rohrs."  Für 
MB0B  bitegrationsweg,  der  dem  Bohre  folgt  und  sich  in  dieser  Weise 
leUiebt,  sagt  er,  ist  die  Gleiebung  (216)  natflrlieh  nickt  erfüllt. 

Der  Grund  dieses  scheinbaren  Widerspruchs  liegt  darin,  dab  der 
iet  „Wirbds"  in  diesem  Falle  an  den  Flüssigkeitsgremen  liegt   Im  ganten 
Q^ommen  ist  die  Bewegung  jedenfalls  tiirhf  wirhtlfrei,  wenn  sie  auch  fiir 
jeden  einfach  zosammenhängenden  Bezirk  im  lAuem  der  Flüssigkeit  wirbel- 
frei sein  kann." 

Unter  den  Flüssigkeiisffrmzm  können  im  Vorhergehenden  nur  die  Bohr- 
Windungen  verstanden  sein. 

Aber  jeder  Btzom&den  Ton  endlicher  oder  unendlicfa  kleiner  Dicke 
Uldet  wiederum  einen  ringförmigen  mit  bewegter  Flüssigkeit  gefimten  Baum 

wis  das  ganze  ursprüngliche  Bohr;  also  ist  der  SitK  des  Wirbels  an  der 
Begreusung  jedee  Wirbeifadens,  also  Hheraü  im  Innern  des  Kohrs.  Trotadem 
ist  in  jedem  einfach  zusammenhängenden  Raumteil  desselben  die  Bewegung 
wirbelfrei.  Dieser  zweite  scheinbare  Widerspruch  bleibt  nach  den  Darlegungen 
des  Herrn  Veriassers  bestehen  und  bedarf  einer  Aufklärung. 

Auf  Öeite  353  giebt  der  Herr  Veriasser  eine  durchaus  fehlerhafte  Eut- 
widrelung  des  Lagrangeschen  Satses,  dals,  wenn  die  Gr01to«(fx  +  V(2^  +  vtdM 
m  irgend  einer  Zeit  für  eine  Flflsaigkeitsbewegung  ein  Totaldifferential  ist, 
BS  dieselbe  EigensehaH  in  jeder  Zeit  besitzt  ir  heweiatf  da&  die  Botations- 
komponenten  fllr  ein  Flflssigkeitsteildien  mit  der  Zeit  uMoeränderUA  bleiben 
(Seite  354). 

Auf  Seite  400 — 101  beteeist  er  die  Hei  inholtzschen  Formeln  für  die 
Änderungen  dieser  Komponenten  mit  der  Zeit. 

Wie  er  diese  beiden,  von  ihm  bewiesenen  Resultate  mit  einander  in 
Ulwreinstimiiiuiig  bringt,  bleibt  unverstündlich.  Der  Herr  Verfasser  giebt 
sttf  Seite  404  fenwr  der  Ifeinung  Ausdruck,  da&  in  den  Erwägungen  von 
Helmholts  eine  für  das  yersUkidms  fuMoee  Eredtwenrng  der  ünter- 
SDcfaung  liege,  die  er  in  seinen  Untersuchungen  durch  W^ßaafwiff  einfach 
beseitigt  habe. 

Im  §  41  giebt  der  Herr  Verfasser  die  Darstellung  eines  partikulären 
Felis  der  Dirichletschen  Untersuchung  der  Bewegung  einer  Kugel  in  einer 
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unbegrenzten  Flüssigkeit.  Für  den  Fall  der  gleichförmigm  Bewegui^  üer 
Kugol  ergiebt  sich  der  Widerstand  der  Flttssigkeit  gegen  die  Kugel  be- 

kaimtlich  gl  ei  eil  Null. 

Der  Herr  Verfasser  ^ebt  eine  neue  Behandlunj?  des  Problems,  ohne 
iijiii  odynamisehe  Gleichuagen,  mit  llilfe  den  lAitrifie^inzips. 

Et  sagt  (Seite  366)  einihch: 

„Da  kein  Energiebedarf  vorliegt,  um  die  Bewegung  (des  festen  KOrpeie) 
zu  unterhalten,  braucht  dem  bewegten  Körper  auch  keine  Energie  2uge* 
Itthrt  zu  werden,  d.  h.  der  Widerstand  der  Flüssigkeit  ist  gleich  Null " 

„Diese  Überlegung",  bemerkt  f^r,  ..bat  ziifrlficb  den  Vorteil,  i^af-;  ?ie  die 
Gültigkeit,  der  Betrachtung  von  dem  kugelförmigen  Körper  auf  einen  Jiörper 
von  hvlicbiger  Gestalt  erweitert"  (sie). 

Hit  diesem  Satze  glauben  wir  unsere  Besprechung  schHefsen  zu  d&fen. 

Auf  Omnd  des  vorstehend  beigebrachten  Materials,  welches  mir  eioM 
kleinen  Teil  desjenigen  nmfafst,  das  den  Torlesnngen  Uber  techniseha 
Mechanik  entnommen  werden  kann,  sprechen  wir  die  Überzeugung  am, 
dafs  diese  Vorlesung«!  für  das  Stodiom  der  Meclianik  nicht  empfohlea 
werden  können.  J.  Wediqabtbii. 


Eutgegnuoi;  auf  daa  Referat  des  Herrn  Weingarten. 

Durch  das  freundliche  Bntgegenkommen  der  Redaktion  dieser  Zeitidinft 

bin  ich  in  den  Stand  gesetxt,  den  Ausnibrungen  des  Herrn  Weingarten 
einige  Bemerknngen  folgen  zu  lassen.  Freilich  mache  ich  davon  nicht  in 
der  Absicht  Gebrauch,  mich  gegen  das  ungünstige  Urteil  aufzulehnen,  da-! 
Herr  Weingarten  auf  Orund  des  von  ihm  gewonnenen  Gesarateindnioks 
über  mein  Werk  ausgesprochen  hat.  Im  Gegenteil:  wenn  ich  mich  in  di« 
Anschauungsweise  des  Herrn  Weingarten  hinein  su  versetzen  veisadii^ 
begreils  idi  recht  wohl,  dals  ihm  meine  Arbeit  nicht  sjmpatiusch  sem 
konnte.  Der  einzige  Zweck  meiner  Zeilen  soll  vielmehr  dünn  bestebsa, 
nach  Möglichkeit  eine  Verstftndigung  über  die  sachlichen  Meinungsunte^ 
se.biede  /wlseben  TTerm  Weingarten  und  mir  herbeizuführen.  Ich  hoffe 
dieses  Ziel  dadurch  erreichen  zu  können,  dafs  ioh  einerseit-?  nn  solchen 
iSttjUeu,  bei  deueu  Herr  Weingarten  mit  seinen  Einweüduugen  meiner 
Meinung  nach  Recht  bat,  ineiueu  Fehler  i&ugest«he,  und  daTs  ich  andererseits 
dort,  wo  mir  der  Fehler  auf  seiner  Seite  sa  liegen  scheint,  dies  mit  einer 
kunen  Auseinandersetamng  klar  m  legen  versnobe. 

Über  die  „Festigkeitslehre^^  bemerkt  Herr  Weingarten  anerst,  dafs 
es  ihm  namentlich  auf  solche  Stellen  in  meinem  Buche  ankomme,  die  Ab- 
weichungen vom  Hergebrachten  7.eigten.  Da  sich  seine  Auspinandersetzungen 
nachher  vorwiegend  um  die  von  Oastigliano  in  die  Festigkeitslekie  «iü- 
gefahrt^n  Methoden  drehen,  möchte  ich  mir  darauf  hinzuweisen  erlauben, 
da£s  meine  Entwickelungen  über  diese  Methoden  kaum  irgendwo  über  das 
hinansgdien  und  von  dem  abweichen,  was  andi  in  vielen  anderen  Bfldieni 
und  namentlich  in  sahlreich«!  Abhandlungen  an  finden  ist,  und  was  sdun 
seit  langer  Zeit  in  der  laufenden  Praxis  jeder  gröfseren  BrückenbauanstaH 
angewendet  wii-d.  Natürlich  sage  ich  dies  nicht,  um  mich  durch  eine  Be- 
rofong  auf  die  Autorität  meiner  in  der  Praxis  stehenden  Koliken  in  decken, 
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äondem  nur  um  ein  nahe  liegondes  MiXsTerständuiä  bei  dem  mit  diesen 
IXagan  weniger  wfaAntoi  Leser  m  ▼«nneideii. 

SEa  meinen  DefimtioDan  Uber  Elnstisitit  n.  s.  f.  sftgt  Herr  Wein- 
guten: 

yfka  welches  anfsen  Befindliche  diese  Arbeit  beim  allmählichen  Ab- 
fatgen  der  Belastung  abgegeben  wird  .  .  .,  giebt  er  nicht  an." 

Die  Antwort  hieranf  hängt  von  den  Umständen  ab,  unter  denen  der 
Beiastungsversuch  angestellt  wird.  War  B.  ein  Draht  dnrfh  ein  an- 
gehängtes Gewicht  P  um  die  Strecke  p  gedehnt,  80  wird  wiibrend  des  Ab- 
tragens  der  Belastung  die  jeweilig  noch  znr&ckgebHebene  Belastung  gehoben, 
ffier  wird  nlao  die  im  Drahte  aufgespeicherte  Arbeit  an  das  Belastungs- 
fewiflht  abgegeben  nnd  in  potentidUe  Energie  dieeee  Gewichtes  nngeeetit 
Ich  braudie  andi  wohl  nicht  weiter  anenilQhren,  dalk  'die  YOiher  wihrend 
des  allmählichen  Aufbringens  der  Belastung  dem  Drahte  mgefÜhrte  imd 
wihrend  des  allmählichen  Abfragens  der  Belastung  wieder  nadl  anben  ab- 
gegebene Energie  dpii  Wrrt  ]  hnt 

An  einer  spüteren  Stelle  kunimt  Herr  Weingarten  freilich  auf  diese 
Frage  zurück,  indem  er  von  einer  mir  zugeschriebenen  „Theorie"  des  all- 
oilUidwi  Anwachsens  der  Lasten  w&hrend  der  FormSndemng  spricht  und 
BeUfisae  sieht»  Ten  denen  er  sagt,  dab  ich  sie  agentlich  hfttte  xiehen  müssen, 
gegen  £e  sidi  mein  Verstand  aber  entsdiieden  strttnbt  Es  handelt  sieh 
vn  die  Betrachtungen,  die  mit  dem  Satse  beginnen: 

„Der  Wert  der  Lasten  im  Anfangsmoment  der  Durchbiegung  ist  Noll, 
diesem  entsprirbt  f]\o  RiTi«en]niTip  Nnll,  die  /nnflrbst  bestehen  bleibt." 

So  lange  kann  ich  ilmi  tolgeii.  W*  im  i  r  ;il»pr  nachher  sagt,  dafs  bei 
einem  nach  meinen  Vürscknlten  In  lasteten  lialki n  *  iiit'  DefomnRtion  über- 
haopt  nicht  zu.  Stande  kommcu  künne,  so  kann  ich  mir  dieti  nui'  dudurcb 
erUiien,  dalh  Heir  Weingarten  die  Lasten  als  die  Unaehen,  die  Dnreh- 
hiegongen  als  die  Wiikongen  betrachtet  nnd  annimmt,  dafs  die  üisaehen 
den  Wickongen  Toran^hea  mftbten.  Ich  will  mich  hier  nicht  auf  das  oft 
b^andilte  philosophiscdie  Thema  über  das  TorhUtnis  Ton  Ursache  und 
Wirkung  einlassen  und  nur  darauf  aufmerksam  machen,  dafs  sich  das  Ver- 
hältnis f-bPHSo  gut  auch  umkehren,  die  Durchbiegung  also  als  TTrsache,  die 
Last  als  Wirkung  ansehen  l&fst.  So  wie  der  Versuch  in  einei-  Fostigkeits- 
maschine  angestellt  wird,  int  diese  Auüassung  sogar  die  näher  liegende  und 
allgemein  gebräuchliche.  In  Band  I,  S.  285  der  2.  Auflage  meiner  Vor- 
Icsoqgai  ist  dies  nXher  ansemander  geeetii 

Pemer  bemerke  ich  noch,  dab  man  flberhanpt  nidit  von  einer  „Theorie** 
des  allmählichen  Anwachsens  der  Lasten  reden  bann,  sondern  nur  von  einer 
Beschreibung  des  thatsächlichen  Hergangs,  wie  er  sich  bei  einem  Belastungs- 
ver^uchc  in  der  Regel  abspielt.    Am  wenigsten  dürfte  aber  diese  „Theorie" 

2,ugeschriebf*n  werden,  da  diese  einfache  Betrachtung  '^f'it  Poncelet, 
der  sie  zuerst  augesiellt  zu  haben  scheint,  überall  in  den  Lehrbüchern  der 
technischen  Mechanik  wiederkehrt. 

%a  dem,  was  Herr  Weingarten  über  den  Satz  von  Castigliano 
sagt,  der  nadi  ihm  ohne  jeden  präsisen  Inhalt  sein  wU,  mnSt  ich  alier- 
diagB  bekennen,  dalh  ich  in  meiner  eigenen  Darstellnng  dieses  Satws  in- 
sofern gefehlt  habe,  als  ich  die  still.qchweigend  auch  bei  dem  „allgemeinen** 
immer  noch  beibehaltenen  Voranssetsnngen  nicht  ansdrflcklich  genannt 
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habe.  Ich  hole  dies  nach,  indoin  ich  bemerke,  dafs  bei  allen  Betrachtungea 
in  §  28  ein  Körper  vorausn-crt^t  wird,  der  so  gestützt  ist,  dafs  Bewegungen 
ohne  Formänderuiig  ausgeschiosseu  sind.  Zugleich  mache  ich  darauf  auf- 
merksam, dafs  unter  den  ,^uiserea^^  Kräften,  von  denen  dort  die  Bede  ist^ 
aolclie  za  Torstoheii  smd,  die  maa  —  im  Gegensatze  su  den  durch  sie  mit 
bedingten  SttttskrilfteD  —  «niela  und  nnabhftngig  von  den  ührigen  beliebig 
m  Andern  Tramag.  Dabei  darf  man,  wenn  es  sweckmftTsig  erscheint,  «och 
von  dem  Kunstgriffe  Gebrauch  machen,  einzelne  der  Auflagerkräfte  zu  den 
„Ilufscrcn"  Kr!iftf?n  oder  f^cn  ..Lastrn"  rechnen,  falls  nur  die  übrig 
bleibenden  Auflagerkräftc  zur  Herstellung  des  Gleichgewichts  bei  beliebi^pr 
Wahl  der  äulsereu  Kräfte  ausreichen.  Freilich  entfernt  man  sich,  wemi 
man  so  verfährt,  zunächst  von  dem  Falle,  der  untersucht  werden  soUie; 
sobald  man  aber  naohträglich  die  sm  den  Sufimen  ^iftsn  gerechnelfa 
Avflagerkrifte  bo  wBhlt,  dab  die  mgMngem  Anflageibedingangen  «r* 
fllllt  Bind,  deckt  sich  der  betrachtete  IUI  wieder  mit  dem  nnpcOng^ieh  ge- 
gebenen. 

Wenn  man  diese  Erbiuterungen  beachtet,  wird  man  keine  Einwendungen 
gegen  meine  Darstellung  der  Castiglianoschen  Methode  und  alles,  wa? 
damit  zusammenhängt,  erheben  können,  Herr  Weingarten  glaubt  zwar, 
den  Satz  an  dem  Beispiele  des  in  drei  Punkten  unterstützten  Balkens 
widerlegen  su  können,  indem  er  den  Ansdrook  Ittr  die  Fonnftaderongi* 
arbeit  Ä  nach  den  Anflagerfaciften  B  und  C  diffecentiiert  nnd  seigt,  dbb 
man  von  Nnll  Tersduedene  Werte  fElr  die  Differmtialqnotienten  erhält, 
während  man  nach  dem  Castiglianoschen  Satze,  wie  er  meint,  Null 
erbalteri  Tnüfste  Er  verc;t<"<r3t  aber  dabei  gegen  den  von  ihm  selbst  «a- 
geführteu  Wortlaut  des  Sat/es: 

„Wenn  man  die  Detonnaiionsarbeit  eines  elastischen  Körpers  in  einer 
Funktion  der  „äufseren"  Kräfte  ausdrückt,  so  giebt  der  Differential-QuottMifc 
dieses  Ansdmoks  in  Besag  auf  eine  di/tser  Ezifte 

Hisn  beidfte  wohl»  der  8ats  spzidit  hier  mir  von  den  ,^alsereii'* 
Kräften,  und  Herr  Weingarten  wendet  ihn  auf  eine  der  Auflagerioifte 
an,  die  nicht  zu  den  äufseren  Kräften  gerechnet  werden  können.  Dafe  dann 
ein  falsches  Resultat  herauskommt,  kann  nicht  Wunder  nehmen.  Offenbar 
handelt  es  sich  hier  nui-  um  ein  Mifisverständnis  im  Wortgebrauche,  das  «"ot- 
weder  von  mir  durch  ungenaue  Ausdrucksweise  oder  von  Herrn  Weingarten 
dnreh  flftohtiges  Lesen  iwischnldet  In  diesem  Zweifbisfalte  will  vA  die 
Sdinld  immerhin  anf  mieh  nehmen. 

Die  Einwendungen  des  Herrn  Weingarten  gegen  die  §§63*  und 
63**  sind  zn  nnbestimmt,  als  da£a  ich  mich  Aber  sie  tnibem  könnte;  ick 
vermag  weder  einzusehen,  dafs  ich  s'^lbsf  einen  Fehler  b*'gftnj»f^n  hntte,  noch, 
wo  sich  Herr  Weingarten  geirrt  haben  könnte,  um  zn  seinem  Widec^ 
Spruche  7ai  gelangen. 

Etwas  günstiger  liegt  die  Sache  bei  §  65,  da  Herr  Weingarien  hier 
eine  im  Gegeusatie  zur  meiuigeu  stehende,  bestimmte  Behauptung  anftlallti 
die  ich  leicht  widerlegen  zn  können  giaube.   Herr  Weingarten  sagt: 

„Unter  dieser  VoiaoBsetnmg  (dab  sich  die  YerschiebongskomponeoteD 
im  ganzen  Tora  Körper  erfBllten  Baum  nach  der  Stetigkeit  Sndem)  sind 
daher  Eigenspannungen  des  Korpers,  der  dem  Einflüsse  äufserer  Krftftf  ent- 
zogen ist,  unmöglich.  Dagegen  sind  sie  möglich  bei  FLächen-Diskontinuitäka 


üiQiiized  by  Google 


Beaensioaeo» 


355 


dar  y«ndii«bii]ig«L    IN«  tfetniiag  d««  Verfikssen,  dab  „utwuge**  Eigen- 
«pamnuig«!!  durch  die  Theorie  nicht  berflhrt  wfliden,  ist  diÜer  misntreffend.** 
Dem  gegenüber  neefae  ieh  daranf  an&ieilaam,  daüli  man  s.  B.  in  einem 

Lampen^linder  durch  einseitige  Erwärmung  so  starke  Eigenspannongen  hervor- 
mfen  kann,  dal's  der  Brach  durch  sie  herbeigeführt  wird.  Ahnlich  liegt  es  mit 
den  sogenannten  „Gufsspannungen".  (Üanht  nun  Herr  Weingarten  wirklich, 
da£s  das  Auftreten  der  Eigenspannuugeu  in  diesen  Küllfn  nur  durch  die 
Ton  ihm  genannten  i)J^kontinuität*n  erklärt  werden  kuime,  oder  glaubt  er 
&ach  nur,  dals  m  überhaupt  phybikalisch  duiehfühibar  wäre,  durch  eine 
dntef  eingerichtete  Art  des  Brwtrmiingsvorgangs  eolehe  DiBkontiniiitSten 
•MditliGh  heriieiziiftfaren?  Wenn  Herr  Weingarten  die  Frage  bejaht, 
sebe  ich  mich  swar  nicht  g^hlagen,  ab«r  jede  Möglichkeit  zu  einer  Ver- 
s^digung  mit  ihm  Uber  diese  Frage  ausgeschlossen.  Denn  für  mich  ist  die 
Festigkeitslehre  angewandte  Naturwissenschaft  und  nicht  reine  Mathematik. 

Hinsiehtlich  der  „dickwandigen  Röhren"  verweise  ich  der  Kürze  halber 
tttf  die  Bemerkungen  am  Schlüsse  meiner  Entgegnung. 

Nun  folgt  die  Besprechung  der  Dynamik,  die  in  der  Kritik  der  von 
mir  gegebenen  Ableitung  der  Lag  ränge  sehen  Gleichungen  gipfelt  Da 
Bm  Weingarten  hier  die  Yorfllhnmg  eines  Beiepiels  TeimiM  und  das 
iptlir  folgende  Beispiel  des  physischen  Pendels  nicht  gelten  Isfst,  weil  er 
memt,  dab  ich  bei  ihm  von  ganz  anderen  Gleichungen,  als  den  von  mir 
abgeleiteten,  ausgegangen  wire,  mögen  hier  die  Entwickelungen,  die  er 
kritisiert ,  von  vornherein  an  der  Hand  dieses  Beispiels  durchgegangen 
werden.  Für  ein  Pendel,  des.sen  ^fasspn  in  einer  zur  Aufhängeachae  senk- 
recht stehenden  Ebene  ausgebreitet  smd,  lautet  Gl.  (169) 

(169)  t  —  To  cos 9  +  Tt^i  •  mnq. 

Die  eiui^ige  hier  vorkommende  allgemeine  Koordinate  q  stallt  den 
Winkel  dar,  den  das  Pendel  zur  gegebenen  Zeit  mit  der  Koxmallage  bildet, 
und  f  bedeutet  einen  i&  der  Bichtong  der  Aufhftngeachse  gezogenen  Einbeits- 
raktor.  Für  i  erhSlt  man 

(170)  g  « ir  «  (_  +  Fr,!  •  cosff)  ^. 
Durch  Quadrieren  findet  man  hierans 

oBd  wenn  man  dies  in  den  Ansdmck  fttr  L  einsetzt,  erliilt  man 

(m)  ^-i3'<i:^r-i»m'^ 

lalls  man  unter  6  das  Ti*agheitsmoment  des  Pendels  verstellt.  Ich  denke, 
Herr  Weingarten  wird  jetzt  schon  erkennen,  dafs  der  Irrtum,  der  offen- 
btr  nur  durch  Ungewandtheit  im  Rechnen  mit  Vektoren  zu.  erklären  ist, 
■of  seiner  Seite  liegt 

Die  Bfige,  die  mir  Herr  Weingarten  hei  dem  „Problem  Ton  Gloohe 
and  Klöppel**  ta  Teil  werden  läfst,  scheint  auf  einer  nnvorsichtigen  Ans- 
^mcksweise  zu  beruhen,  die  mir  Herr  Weingarten  als  Fehler  angerechnet 
bsi  Dais  ich  Heim  Yeltmana  nicht  nannte,  steht  übrigens  in  Übeieui- 

»»♦ 
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stimmnng  il^iiiiii  dab  ick  nur  hn  beBondera  wiolitigMi  odor  b«i  gam  mam 
Untersuchungeii  auf  die  Quellen  zurückgriff  und  rie  citierte.  Freilich  hitte 
ichf  wie  sich  oacbher  zeigen  wird,  durch  genauere  QneUttMUHgaben  Herrn 

Weingarten  vor  einem  argen  Mifsgiiffe  bewahren  können,  und  ich  iätU 
daher  nicht  leugnen,  dafs  das  Unterlassen  sorgfliltiger  Qupllenangabeü  ima 
mindestem  für  manche  meiner  Leser  einen  Mangel  meine.-*  liuches  bedeutet 
Nun  küumit  Herr  Weingarten  zur  Hydrodynamik.  Zu  den  Detmiuonen 
der  Wirbelbewegung  und  der  wirbelfreien  Bewegung  sagt  Herr  Weia- 
garten: 

«»Aber  jeder  Stvom&den  TOn  endlidier  oder  nnendliofa  kleiner  Dieb 
bildet  wiedemm  einen  ringförmigen  mit  bewegter  Flüssigkttt  gefällten  R&om 
wie  daa  ganze  ursprüngliche  Bohr;  also  ist  der  Bitz  dea  Wirbels  aa  dar 

Begrenzung  jedes  Wirbelfadens,  also  überall  im  Rohr." 

IV'm  gegenüber  bemerke  ich,  dafs  man  eine  Definition  auf  ihre  Zu- 
lässigkcit  nur  dadui'ch  i)rüfen  kann,  dafs  man  di*^  nach  ihrer  Anweiiun^ 
gebildeten  Folgerungen  ohne  wlLikurliche  und  mii  liir  im  Widersprache 
stehende  Zuthaten  dnrohfGUirt  Dagegen  fehlt  Herr  Weingarten,  indm 
er  bei  dem  Yeigleiche  dea  Stromladens  mit  dem  ganzen  Bohre  die  gani 
▼eradhiedenen  Gienabedingnngen  an&er  Aeht  l&bt,  anf  die  ea  nadi  mebiflr 
Definition  grade  ankommt.  Steckt  man  einen  raditeckigen  Integrationsmg 
ab,  von  dem  eine  Seite  diesaeits,  die  gegenüber  liegende  jenseits  der  Greni- 
fläche  liegt,  so  ist  das  Linienintegral  im  oinen  Falle  Nnll,  im  andern  Ton 
Null  vei-schieden.  Die  Folgerungen  des  Henn  Weingarten  können  daker 
ans  meiner  Definition  nicht  gezogen  werden. 

Im  übiigeu  handelt  es  sich  hier  um  Definitionen,  die  mau  nach  Be- 
lieben 80  oder  amdi  anders  fassen  kann,  so  lauge  sie  nur  in  aidi  frider 
spmchsfirei  bleib«ii*  Dafs  meine  Definition,  im  G^nsatie  snr  Memosg 
des  Hezm  Kritikers,  wtdeis{axusfasfrei  dnrcbgejRUirt  werden  kann,  dflrftB  wA 
ans  den  vorhergehenden  Bemfidcungen  bereits  erkennen  lassen.  Ich  nSdito 
nur  noch  darauf  hinweisen,  dafs  der  physikalische  Hergang  einer  Wasser 
Strömung  längs  des  einzelnen  Stromfadens,  sobald  dieser,  um  wii-klich  gleiebe 
Verhältnisse  mit  dem  ganzen  Rohre  herzustellen,  von  festen  Wänden  (oder 
auch  von  ruhendem  Wasser)  umgeben  wird,  selbstverstÄndlieh  ganz  mdexs 
ausfüllt,  als  wenn  der  Siromfadeu  nur  einen  Bestandteil  der  ganzen  strömenden 
Waasermasae  bildet  Bei  der  idealen,  rnbungsfreien  FIflssigkeii  wire  dui 
zwar  anders;  man  wird  aber  immerhin  ▼erstSndlich  finden,  dab  ein  Teebdkir 
bei  der  Auswahl  seiner  Definitioneu,  sofern  nicht  swingende  Gründe  dagegen 
spredien,  auf  solche  Umstände  gern  von  vornherein  Rücksicht  nimmt. 

Nun  folgt  eine  Einwendung,  die  ich  endlieh  einmal  ohne  jede  Ein- 
schränkung als  richiif  nnorkenneu  kann.  Der  Beweis  des  Lagrang osrhrn 
Satzes,  von  dem  Herr  Weingarten  spricht,  war  in  der  That  in  der  1. 
Auflage  des  i.  Bandes,  dio  Herrn  Weingarten  allein  vorliegen  könnt«, 
ganz  febleriiaft.  In.  der  jetzt  gerade  erschienenen  Neuauflage  ist  die  Sftdia 
gelindert,  ao  dafa  die  dnrehana  antrelFende  Bilge  in  Znkonft  forCfidlen  kaaa 

Ganz  anders  steht  es  aber  wieder  mit  der  Behandlnng,  die  Bm 
Weingarten  dem  Satze  Aber  die  widerstandslose  Bewegung  eines  K5rpen 
von  ItclhhUjcr  Gestalf  in  einer  reibungslosen  FlQssiglceit  zu  Teil  werden  Ilfet 
Er  begnügt,  sich  damit,  seine  Meinung  dnrcb  ein  .^sic"  kundzugeben,  «las 
dem  Zusammenhange  nach  nur  dahin  gedeutet  werden  kann,  da£»  Herr 
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Weingarten  nicht  nur  den  Satz  und  seinen  Beweis  für  falsch  hält,  sondern 
ihn  auch  gar  nicht  einmal  der  Mühe  einer  Widerlegung  wert  erachtet. 

Jßk  b«rafe  niob,  um  meine  Aiuiclit  m  verteidigen,  nur  ungern  auf 
daa  Urteil  von  anderen.  Einer  eo  wegwerfenden  Behandlung  gegenllber 
Ufiibt  mir  aber  kein  anderes  Mittel.  Ich  mnls  daher  erklären,  dafs  der 
Sitz  anch  von  der  Autorität  Kirchhofes  getragen  wird  und  Iftngst  in  die 
anerkannten  Lehrbücher  der  Hydrodynamik  Obergpganpen  ist.  Es  wird 
genügen,  wenn  irh  hier  eine  Btelle  ans  Lamb,  Hjdrodjuamics,  Cambridge 
1895,  S.  177  anführe: 

„Henc«,  as  was  hrst  pointed  out  bj  Eirchhoff,  there  are  for  any 
toUd  three  mutoallj  perpendicnlar  directions  of  permanent  translation*,  that 
18  to  say,  if  the  eoUd  be  eet  in  motiott  parallel  to  one  of  these  directionB, 
«ithont  rototion,  and  left  to  itaelf,  ii  will  continne,  eo  to  move.** 


Flü<^sigkeit  and  entbllt  schon  eine  Seite  des  von  Horm  Weingarten  von 
oben  herab  behandelten  Satzes.  Da.s  Weitere  mßpe  man  dort  nachlesen; 
man  wird  dann  auch  imdm,  dafs  selbst  mein  Beweis  dem  von  Kirchhoff 
in  den  Grundzügen  naehgf  t  ildet  ist,  wenn  er  auch,  da  die  ganze  Stelle  in 
meinem  Buche  nur  eine  halbe  Seite  einnimmt,  mehr  andeutet,  aJbs  streng 
dnrdiflüixt. 

Heir  Weingarten  bemerkt  inun  SeUnase,  dafk  daa  von  ibm  vorgebrachte 
Haterial  nur  einen  kleinen  Teil  deeflen  ansmacbe,  wae  in  meinem  Werke 
zu  tadeln  sei  Immerhin  darf  ich  wohl  annehmen,  dafs  er  die  Auswahl 
lebott  80  getroffen  haben  wird,  wie  sie  ihm  für  eeinen  Zweck  am  günstigstm 

er9ohien.  Ich  glaube  Häher  nicht  befürchten  zu  müssen,  dafs  eine  Znsammen- 
stellung  anderer  Stichproben  ein  für  mich  wesentlich  ungünstigeres  Resultat 
liefern  könnte,  als  e'^  jr-tzt  vorliegt.  Freilich  will  ich  damit  keineswegs 
sagen,  dafs  nicht  an  gar  manchen  Stellen  meines  Baches  AugnÜspuukte  zu 
Bemftngelungen  f&r  einen  strengen  Benrteiler  an  finden  wSren.  Bei  der 
Abfiwung  einee  Lebibnefaee  fOr  den  ersten  ünterriebt  des  Lesers  (nnd 
zmnal  des  fttr  allza  spitiflndige  Betraohtongen  wenig  empfibigUclien  Tech- 
aiken)  mofs  man  sich  aber  von  gana  anderen  Bücksichten  leiten  lassen, 
als  von  der  steten  Sorge,  einem  angriffslnstigen  Kritiker  jede  Gelegenheit 
oder  selbst  nn?-  den  Vorwand  zu  einem  Kinwande  abzuschneiden.  Ich  hoffe, 
der  billig  denkende  Leser  wird  dies  ;6ur  Entschuldigung  gelten  lassen,  wenn 
ihm  hie  und  da  eine  Stelle  wegen  unzureichender  Strenge  nicht  recht  ge- 
fallt. Wirkliche  Fehler  will  ich  ja  damit  natüiiich  nicht  bemänteln  j  diese 
ivwde  ieh  gerne  anerkennen  vnd  sie  spfttetbin  abstellen,  sobald  ich  auf  sie 
sofioerksam  gemacht  werde.  A.  FÖppl. 


Feetechrift  zur  Feier  der  Enthüllung  des  Gaufs- Weber-D enkmala  in 
,  '  Göttingen,  hermmijcifeljfn  \oii  iletn  Fest-Komitee.    Inhalf :  D.  Hilbert, 
,    Orondlageu  der  Greonaetrie.  E«  Wlechert,  Grundiagou  der  Mektro« 
dynamik.    92  nnd  112  Seiten.    Leipzig  1899,  B.  O.  Tenbner. 

Bei  den  grofsen  Erfolgen,  welche  im  Laufe  des  letzten  Jahrhunderts 
in  d«  BegrUndvng  der  Njcfat-Enklidiacfaen  Geometrie  gewonnen  worden, 
rttht  nfolge  der  neuesten  historischen  Forschungen  Gaufs'  Name  in  aller- 
entir  Beihe  der  auf  diesem  Gebiete  erfolgreichen  Forsdier.  Es  ist  deshalb 


Die  Stelle  besieht 


eines  Körpers  in  einer 
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eine  sehr  passende  Ehrang  dee  gfofsen  Uatliematiken,  wenn  Henr  Hilbert 
bei  Gelegenheit  der  feierlichen  Enthüllung  seines  Denkmals  als  Festschrift 
eine  Abhandlung  darbietet,  in  welcher  die  Grundlagen  der  Geometrie  all- 
gemein behandelt  werden.  Es  liegt  in  ^lor  "N'atur  ä*^r  ^achp  VteLTfindet.  dafs 
das  Bestreben,  die  Geometrie  auf  Grund  eines  Svstrms  widerspruchslos+r 
und  ausreichender  Axiome  logisch  aufzubauen,  spiiUi  erwacht*",  als  eint- 
enteprechende  Behandlung  der  Grundlagen  der  Arithmetik.  Geometriächer- 
seiis  stehen  diese  üntenuebnngen  nodi  jetzt  im  FLnsse  der  Entwicklung, 
wie  die  dem  letiten  Jahrzehnt  angehörenden  Arbeiten  Y<m  Killing,  Schur, 
Veronese  und  zahlreicher  weiterer  Forscher  zeigen.  DaTs  Herr  Hilbert 
seine  eigenen  üntersuchimgen  auf  diesem  Gebiete  allgemein  zugänglich  ge- 
macht hat^  wirä  bei  der  ganz  hervorragenden  lot^isrhpn  und  kritiischen  Be- 
gabung, über  welche  der  Verfasser  verfögt-,  allgemein  interessieren.  Da  es 
sieh  hierbei  um  Untersuchungen  handelt,  welche  keine  besonderen  Vor- 
kenntnisse erfordern,  und  welche  insbesondere  auch  für  den  Lehrer  der  ele- 
mentaren Geometrie  von  grundlegender  'Vnchtigkeit  sind,  so  wird  es  gestattet 
sein,  auf  den  Inhalt  der  Hilbertseben  Abbandlnng  noch  etwas  aosfUn^ 
lieber  einzugeben. 

Herr  Hilbert  ordnet  die  gesamten  Axiome  der  Geometrie  in  föof 
Gruppen  an,  die  er  durch  die  Benennungen  „Axiom©  der  Verknüpfung". 
„Axiome  der  Anordnung",  „Axiome  der  Parallelen",  „Axiome  der  Kon- 
gruenz" und  „Axiom  der  Stetigkeit'^  bezeichnet.  Die  dritte  und  die 
f&nfte  Gruppe  bestehen  hier  je  nur  aus  einem  einzelnen  Axiome, 
die  auch  das  n^nklidiscbe**  bez.  das  „Arcbimedische**  Axiom  heiHmi. 
Die  Unabblttgigkeit  des  Enklidisdien  Axioms  Ton  den  flbngeo  und  die 
daraus  entspringende  Möglichkeit  der  „Nicht-Euklidischen"  Geometrie  sind 
bekannt.  Überraschender  dürfte  die  Möglichkeit  einer  „Nicht-Archimedischen*' 
Geometrie  sein.  Das  Archimedische  Prinzip  wirä  so  definiert:  A^  sei  ein 
Punkt  einer  Geraden,  der  zwischen  den  Punkten  Ä  und  B  der  gleichea 
Geraden  gelegen  sei.  Weitere  Punkte  iä,,  Ä^y  •  •  •  soUen  so  auf  dieser 
Geraden  fixiert  werden,  dafs  zwischen  A  und  A^  zwischen  A^  und 
IL  9,  vr.  gelegen  sind,  und  dafs  die  Strecken  ÄA^^  ^i-^t^  -^'^i  "* 
alle  einander  gleich  sind.  Das  Axiom  sagt  «^1«^^«  aus,  es  gebe  etnen 
Fdnkt  A»  in  der  fraglichen  Beihe,  so  dafs  B  zwischen  A  und  A^  li^ 
Es  gelingt  dem  Herrn  Verfasser,  die  Unabhängigkeit  dieses  Axioms 
von  den  iihrigen  zu  zeigen  und  damit  die  Möglichkeit  einer  Nicht- Archim^ 
dischen  Geometrie  darzuthun.  Der  Verfasser  benutzt  ganz  wie  in  der 
wöhnlichen  analytischen  Geometrie  des  Raumes  ein  System  von  drei  Gröfsen 
(xy  ify  e)  als  Reprisentanten  eines  Punktes  und  ein  Sjstem  von  yiee  Ox^üm 
(«,  t?,  tpf  r),  die  nicht  durchgängig  yerscbwinden,  als  BeprSsentanten  einer 
Ebene,  wobei  durdi 

u»  +  vif  +  iffg  +  r^O 

zum  Ausdruck  kommen  soll,  dafs  der  Punkt  f.r,  //,  in  der  Ebenp 
(tt,  t?,  tr,  r)  gelegen  ist.  Die  ^,  •  •  #  smd  reell«  Gröfsen,  für  welche 
jedoch  Äe  Begriffe  des  „GrOte"  nnd  „Kleiner^'  nicht  in  der  gewdbnfichai 
Weise  definiert  sind.  Man  bilde  idtanlich,  anter  I  eine  redle  Variable 
Tcrstanden,  das  System  aller  Gräften,  welche  aus  I  durch  rationale  Beck* 
nungen  und  die  inationale  Operation  Yl     m*  entstehen,  wenn  m  iigead 
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«fae  iMrote  gelnldcte  GrSfte  lat  Das  System  dieser  algebraischen  Funk- 
tuMMO  TOB  t  stoUt  eine  alotiilbare  Menge  dar,  in  der  die  rationalen  Beob- 
mmgen  andeotig  ansftlirbar  sind;  diesem  System  von  Gröfsen  sollen  die 
X,  •  •  r  entnommen  sein.  Eine  einzelne  Gröflie  des  Systems  hat  als 
algebraische  Funktion  von  /  nur  endlich  viele  Nullpunkte  und  ist  infolge 
dessen  fELr  hinreichend  grofso  Werte  (  f^Titwedor  nur  positiv  oder  nur  nega- 
tiT  Nun  soll  a^b  oder  o<6  heifseu,  je  nachdem  (a  —  h)  für  hinreichend 
grofse  /  positiv  oder  negativ  ißt.  Ist  n  eine  ganze  rationale  Zahl,  so  ist  hiemach 
(« — t)  beständig  negativ,  woraus  die  Nichtgültigkeit  des  Archimedischen 
Prinaps  sofort  entspringt.  Dagegen  zeigt  sich,  daOi  ans  den  oben  definier- 
ten „Ponkten**  und  ^jEbenen**  eine  Geometrie  entspringt,  in  welcher  die 
flhijgsn  Axiome  gelten. 

Bei  den  weiteren  EntwickrliTTigen,  weldie  Tomehmlich  Euklids  Lehre 
von  den  Proportionen  und  die  Lehre  von  den  Flikheniribalton  botrcffon, 
stehen  die  Sätze  von  Pascal  und  Desargues  im  Mittelpunkt  I'ascals  Satz 
wird  nur  aul'  einen  in  irwei  Cferade  zerfallenden  Kegelschnitt  bezogen.  Sein 
Beweis  wird  zunächst  unabhängig  vom  Axiom  der  Stetigkeit  geführt.  Doch 
ist  dieser  Öatz  auch  beweisbar,  wenn  man  an  Stelle  der  Koi^rueuzaxiome 
dss  Archimedisclie  Axiom  als  gültig  aosiehi  Dagegen  fUlt  der  Pascalsohe 
Sits,  &Us  man  sowohl  Ton  den  Kongmenzaziomen  als  TOn  dem  Stetigkeits- 
axiom absieht  Eine  JNKebi-Pascalsehe**  Geometa-ie,  in  der  die  Axiome  der 
Verknftpfang,  der  Anordnung  und  der  Farallelai  gelten,  ist  demnach  auch 
eine  „Nicht-Archimedische". 

Der  Satz  von  Desargues  sagt  aus,  daCs,  wenn  die  Seiten  zwfier  Drei- 
ecke in  der  Ebene  paarweise  parallel  sind,  die  drei  Verbindungsgeraden 
korrespondierender  Ecken  durch  einen  Punkt  laui'eu  oder  parallel  sind. 
Zun  Beweise  desselben  sind,  falls  man  sich  auf  Betrachtongen  in  der  Ebene 
bflschrlokti  die  Kongmensadome  notwendig.  Im  weiteren  Yerfolg  der  sich 
an  den  DesarguesMiien  Sati  aascUiebaideii  ünteisaohimg  wird  eine  Bech- 
nong  mit  Strecken,  die  anf  zwei  sich  sehneidende  Gei-aden  vom  gemeinsamen 
Schnittpunkte  ans  abgetragen  sind,  ausgebildet.  Der  Libegriff  dieser 
Strecken  lafst  sich  auch  als  ein  System  komplexer  Zahlen  auffassen,  für 
welches  siimtliche  Rechenvorsf  hriftpn  d^r  elementaren  Arithmetik  aufser  dem 
kommutativen  Satze  der  Multiplikation  und  dem  Archimedisi  lu  n  Satze 
gelten  Diese»  Zahlensystem  ermöglicht  den  Aufbau  einer  laauiliciten 
Osometrie,  in  der  die  Aidome  der  ersten  drei  Gruppe  alle  giltig  sind. 
Hier  seigt  sieh  dann  das  bemerkenswerte  Besnltat,  dafo  bei  den  in  dieser 
rlmulichen  (Geometrie  enthaltenMi  ebenen  Geometrien  d^  Desargnessche 
Satz  stets  gilt,  so  dafs  sich  der  Satz  Ton  Desargues  für  die  ebene  Geome- 
trie als  „Resultat  der  Elimination  der  räumlichen  Axiome^'  darstellt. 

Der  letzte  Teil  der  Abhandlnnfr  besprifht  ^coraetri.schr  Knn.stniktionen 
iuf  Grund  der  fftnf  Aiiomgruppen,  wobei  Tiamentlich  die  Entwicklung  über 
die  Ausführbarkeit  geometri.scher  Konstruktionen  mittelst  „Lineals  und 
Streckenübertragers"  interessieren  wird. 

In  dem  sweiten  Teile  der  vorliegenden  restschiift,  welcher  der  Ehnmg 
Wilhelm  Webers  gilt,  hat  Hezr  Wiechert  die  Gnmdlagen  der  Slektro- 
dynamik  behandelt,  ein  Gebiet,  In  dessen  FortentwicUnng  der  Verfasser 
»«Ibst  als  erfolgreicher  Forseher  eingegriffen  hat.  Auch  die  Wald  dieses 
'RttniaB  bei  der  genaonten  festlichen  Gelegenheit  ist  eine  sehr  treffende 
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gewesen.    War  doch   durch  die  üntersachusgen  W.  Webers  über  dH 
Verhältnis  der  elektrostatischen  rar  elektrodjmamischen  Einheit  die  über- 
raschende und  oft  genannte  Beziehung  zur  Lichtgeschwindigltpif  aufgedeckt 
worden,  wodurch  der  erste  Anstofs  zu  der  glänzenden  Entwicklung  der 
modernen  Elektrizitätstheorio  gegeben  war.    Es  handelt  sich  dabei  um  jene 
Theorie,  in  welcher  Faradays  Anschauungen  von  der  dielektrischen  Polari- 
sation (zur  Vermeidung  der  Hypothese  von  der  Fernwiiknng)  md  weniger 
HazwelU  Hypothese  Uber  das  Wesen  der  ElektrudiBt  als  einer  inkoia- 
pressiblen  Flüssigkeit,  als  viehoehr  seine  ebenso  ein&dien  wie  universeUen 
elektrodynamischen  Grundformeln  und  seine  Durchführung  der  Vereinigung  , 
von  Elektrodynamik  und  Optik  auf  der  Grundlage  der  allgemeinen  Mechanik 
das  vielbewunderte  Fundament  abgeben.    Aber  difse  Theorie  ist  auch  heute 
noch  im  vollen  Flusse  der  Entwicklung  Im  gnüen.    Handelt  es  sich  dofh 
bei  Maxwell  selber  nur  erst  um  die  Formulierung  der  Grundprinzipien  üi 
hervorragend  einfacher  Gestalt,  während  die  weiteren  Ausführungen  and 
die  FortentwieUnng  seiner  Ideen  anderen  Forschem  fiberlassen  Uieb.  IKe 
Untersnehnngen  von  Hertz,  Helmholts,  H.  A.  Lorenta,  Boltsmann  und 
vielen  anderen  haben  hier  wesentliche  Fortschritte  gebracht.  Bier  schliefNii 
sich  nun  auch  die  eigenen  elektrodynamischen  Untersnebnngen  des  Herrn 
Verfassers  an,  welche  den  Entwicklungen  von  Lorentz  am  nächst<?n  stehen, 
al>er  unabhängig  von  den  Ict/tf^rnn   aiisiff fiibrt  wnrfipn.   und  welche  sich 
namentlich  dadurch  von  den  sonstig*  ii  liit  rhrr  gehörenden  Unt^rsuchnneen 
unterscheiden,  dafs  sie  auf  die  molekulare  Konstitution  der  Materie  Kuuk- 
sicht  nehmen.    Es  wird  besonders  interessieren,  dals  der  Verfiusar  bii 
seinen  weiteren  AasfEUirangen  der  Maxwellschen  Theorie  sehKefallch  wisder 
zur  alten  VorsteUnng  der  beiden  elektrischen  Katerien  zorAcIckommti  euur 
Anschauungsweise,  die  hier  natürlich  in  sehr  vertiefter  Gestalt  wiederkehrt 
Auf  die  einzelnen  und  namentlich  die  mathematischen  Ausführungen  der 
Abb:in*llung,  deren  Verständnis  doch  ein«  gröfsere  Reihe  von  Vorkenntm-.'>en 
wünschenswert  macht,  einzugehen,  ist  hier  nicht  der  Ort.    Es  möge  also 
genügen,   mit  den  vorst-ehenden  kurzen   Andeutungen   auf   die  wertvolle 
Wiechertscbe  Abhandlung  aufmerksam  gemacht  zu  haben.  Fkicke. 


Ernst  Pascal.    Die  VariatioaBreclmuug.    Autorisierte  deutsche  Ausgabe 
▼on  A.  Schopp.   VI  -|-  146  Seiten.   Leipzig  1899,  Teahner. 

Bs  handelt  sieh  nm  eine  deutsche  Obersetzung  des  ersten  Teiles  dei 
in  der  Zeitsehr.  f.  Math.  n.  Phys.  Bd.  43,  Seite  147  der  historisoh-litlm- 
risdien  Abteilung  angezeigt«!  Werkes.  Das  ErseheineB  einer  dentsolwB 
Ausgabe  dieses  Werices  ist  nm  so  interessanter,  als  sich  dasselbe  mit  dem 

jüngst  herausgegebenen  Lehrbuch  der  Variationsrechnung  von  Kneser  sehr 
gut  ergänzt.  Kommen  im  letzten  Buche  in  ganz  bian'orrafrender  Wrise  die 
neueren  strengen  Methoden  von  Weierstrafs  zur  (Geltung,  so  steht  h^'i 
Pascal  eine  organisch  gegUedoite  Darstellung  der  älteren  Entwicklung  der 
Variationsrechnnng  im  Vordergrunde.  Die  Übertragung  ist  durch  Hern 
Schopp  gewandt  dniehgefthrt,  nnd  die  Verlagsflnna  hat  das  Bnch  mit 
bekannter  Gfite  ausgestattet  iWcxs. 
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W.     TlBMilierg.   Le^ons  noimtlM  rar  Im  appliealloiu  föonu^ 
thquoM  da  flalenl  dUMniitteL  193  BtiUnL  Paris  1899,  A.  Hennaiui. 

Für  das  Stadium  der  DiffereiLtialgMiiMlrie  sind  in  der  deutschen 
LdirinieUifcteratar  Yarsehied«ne  hödist  bnumbWe  Werke  Torhanden.  Die 
Ton  IL  Lnkat  ansgeftlhrfce  Übersetzung  der  Vorlesungen  von  Bianchi  ist 
jfingst  vollst&ndig  geworden  und  stellt  ein  eingebendes  Spezialwerk  Aber 
die  Differentialgeometrie  ciar  Für  die  Einführung  in  dieses  Gebiet  ist 
Joachimsthals  wohlbekanntes  Werk  ,^nwendung  der  Differential-  und 
Integralrechnunp  mif  die  allgemeine  Theorie  der  Flftchen  und  der  Linien 
doppelter  Krümmiuig'^  höchst  brauchbar. 

Ist  hiernadi  ein  neues  Bueh  thtr  Differentialgeometai«  für  unser 
denisehes  BedHrfius  nieht  gerade  eine  Noiaadie  gewesen,  so  wird  man  ein 
Werk,  welches  den  fraglidien  Gegenstand  noch  etwas  kompendiAser  als 
Joachimsthal  behandelt,  immer  doch  gern  willkommen  heifsen,  wenn  es, 
wie  das  hier  vorliegende  Buch,  klar  und  übersichtlich  abgefafßt  ist. 

Der  Verfasser  gruppiert  seinen  Stoff  in  fünf  Abschnitte,  wobei  in  den 
beiden  ersten  die  gestaltlichen  Verhältnisse  der  Haunikurven  und  der 
krummen  Oberflächen  besprochen  werden,  wRhrend  in  den  drei  letzten  Ab- 
Khiutten  die  metrischen  Eigenschaften  der  Raumkurven,  der  BegelflAchen 
und  der  nichtgeradlinigen  Flleheo  zur  Behandlung  kommen. 

Die  heiden  descriptiren  Ahschnitte  erstrecken  sich  auf  die  Tangenten 
und  CBcnlierenden  Ebenen  der  Baumkunren,  auf  die  Tangentialebenen  der 
Oberflächen  and  behandeln  auch  die  Herstellung  von  OherflSchen  aus  Ge- 
raden- bez.  Knrvenscharen,  sowie  auch  die  elnhttllenden  Flächen  bei  einfach 
und  zweifach  imendli^-hen  Flächen'^fharen  Aivh  wprdpTi  dip  erst^p  Defini- 
tionen über  abwickelbare  Flftchen,  sowie  über  Ötrahienkongrueuzen  und 
Küinplexe  gegeben. 

Die  metrische  Betrachtung  der  Baumkurven  erstreckt  sich  auf  die 
dofipette  KrUmmung  derselben,  auf  den  Krftmmungskrsis,  auf  die  Darstellung 
dir  Soordnuitsn  ds,  jr,  j  der  Kurfen|nmkte  als  Funktionen  der  Bogenltnge 
s  und  dergleichen.  Als  Anwendungen  werden  diejenigen  Knrven  betrachtsti 
bei  denen  beide  Krümmungen  konstant  sind,  sowie  diejenigen,  bei  denen 
die  erste  Krümmung  eine  gegeben©  Punktion  der  KurvenlUnge  s  ist. 

Der  Abschnitt  über  Regelfl^lrhrn  7rr](f:t  sich  natürlich  in  zwei  Teile, 
die  Dicht-ahwickelbaren  und  die  abwickelbaren  Flächen  betreffend.  Am 
umfänglichsten  ist  der  fünfte  Abschnitt,  welcher  die  allgemeine  Betrachtung 
der  metrischen  Eigenschaften  der  krummen  Oberflichen  giebi  Es  handelt 
Bcfa  umlehit  im  wsasntlichen  um  die  Entwicklung  der  Onufsschen  Theorie 
der  FlSchenkrifanmung.  Es  wevdiBn  die  sechs  charakteristiscfaen  Fonktionen, 
weiche  die  Eoeffisienten  der  beiden  fundamentalen  quadratischen  Differential' 
formen,  sowie  die  zwischen  ihnen  bestehenden  Belationen  behandelt.  Ange« 
wandt  werden  die  allgemeinen  Ansätze  der  Krftmmungstheorie  insbesondere 
für  die  Behandlung  der  nächstliegenden  Heispiele  von  Kurven  auf  gegebenen 
Flachen,  der  geodätischen  Linitn.  du  Ki-ümraungslinien  u.  a. 

In  den  beiden  letzten  Kapiteln  folgen  noch  zahlreiche  spezielle  Aus- 
fthnmgen,  welche  Botationsfl»chen,  abwiekelbace  fliehen  und  FUohen 
iwiiten  Orades  faetrairen,  auch  noch  eingehendere  Entwiokelungen  Uber  die 
ngshflrigen  quadratisohen  linien  und  verwandte  GegenstSnde  hzingen. 

  Fbiou. 
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Bernhard  Rienumn.  Elliptiaohe  FnnktioneiL  VorlewmgeiL  MiiZa- 

Hemuain  StaU.  vm  -f- 144  SntsD  mit 

Figuren  im  Teii   Leipzig  1899,  Tealmer. 

mt  der  Herausgabe  einer  Beihe  Ineher  unzugänglicber  fiinklioinB* 
theoretischer  Yorlesimgeii  Biemanns  wird  «nem  heiecbtigtoii  und  iweifeUos 
allgememen  Wunsche  äßt  Uathematiker  entsprochen.  Während  sieb  «lif 
Herausgabe  von  Vorlesungen  über  Abel  sehe  Funktionen  und  solche  über 

hypergpometrische  Funktionen  in  Vorbereitini >H'findet,  liegen  die  Vor- 
lesungen über  elliptische  Funktionen  in  der  Bearbeitung  von  Herrn  H.  Stahl 
bereits  vor.  Riem  an  n  hat  zweimal  in  verschiedener  Form  Vorlesungen 
,,ttber  Punktionen  einer  veränderlichen  komplexen  Gröfse,  insbesondere  eUip- 
tisehe  und  Abelsohe**  gehalten,  nimHch  im  Wintersemester  1855^6  viü 
Sommersemester  1856,  sodann  das  zweite  Mal  im  Wintersemester  1861/IS 
und  im  darauf  folgenden  Sommersemester.  Der  Abschnitt  über  die  ellip- 
tischen Funktionen  ist  hierbei  SO  selbstlndig  gefiUbt,  äatk  seine  gesondcH» 
Herausgabe  rätlich  erschien. 

Der  Kenner  der  Theorie  der  elliptischen  Funktinnen  vrird  von  der 
Biemannschen  Vorlesung  mit  dem  gröfsten  Interesse  Einsicht  nehmen,  ob- 
schon  die  von  Kiemann  geschaffenen  funktionentheuretischen  Anschauungen 
und  Methoden  längst  ihr  Kecht  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
gewonnen  haben,  audi  ohne  dab  Biemanns  eigene  Bethandlung  dieser  Fimk' 
tionen  snr  aUgemeinen  Kenntnis  gekommen  wSre.  Der  ausgedehnte  de* 
brauch  anschaulicher  Überlegungen  kommt  gleich  von  AnCung  an»  wo  Bie* 
mann  an  den  Begriff  der  doppeli^ieriodischen  Funktionen  anknüpft  und  dann 
sogleich  in  interessantem  Übergänge  zum  Integral  erster  Gattung  und  7.m 
zweiblättrigen  Flächf^  fflangt,  zur  vollen  Geltung.  Pif*  T^ftinition  der 
Perioden  durch  „belieluge*"  „geschlossene"  Wege  auf  «I  r  zweiblättrigpn 
Fläche  kennt  man  natürlich  längst  als  eine  für  Riem  an  n  vvesentUche 
Auffassung.  Bemerkenswert  sind  vor  allem  die  sehr  ausgedehnten  Erörte- 
rungen über  die  Abbildung  der  sweiblSttrigen  FUdie  auf  ein  Parallelogramm 
(8.  20  IT).  IHe  Abbildung  der  Qnersefaniitrinder  auf  die  FanJlelograflun- 
Seiten  nimmt  hierbei  das  Interesse  des  Autors  ftst  voIlslAndig  in  Anspruch, 
wfthrend  in  der  WeiterfÜhrung  der  Abbildung  auf  das  Innere  des  Parallelo- 
gramms eine  besondere  Schwierigkeit  nicht  erblickt  wird  AiK-b  ist  charak- 
teristisch, dafs  Riem  an  n  bei  Diskussion  dieser  AbbiMuiig  dem  allgemeinea 
Falle  eines  beliebigen  komplexen  Moduls  k'  aus  dem  Wege  geht  und  die 
Betrachtung  auf  reelle  k'  des  Intervalls  0  <  /c*  <  1  einschränkt.  Freilich 
ist  dicM  letztere  Bescliiinkung  unzweifelhaft  nur  zur  Srl^ohtemng  dflr 
Auffassung  der  Vorlesung  gesäiehen;  denn  es  ist  ganz  selbstrerstlndliflh, 
daft  Biemann  in  dieser  Hinsicht  die  -volle  Allgemeinheit  der  AnHnhiussg 
besessen  hat.  NatOrlich  kommen  auch  Stellen  vor,  wo  Biemann  hinter  der 
(renauigkeit  der  Überlegung,  welche  man  heute  anwenden  würde,  zurück- 
bleibt. Man  vergl  B.  die  Art,  wie  das  Verhalten  der  elliptischen  Funk- 
tionen im  Unendlichen  (S.  3  und  37)  zu  Schlursfolgerungen  benutzt  wird. 
Als  Gestalt  des  NormaUntegrals  erster  Gattung  wird: 

/•   dr  
2  y^  iV—  x)  (1  —  k*x) 

benutzt,  die  man  eben  deshalb  mit  vollem  Bechte  als  die  Biemanaieht 
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Nnrmalform  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  bezeichnet.  Die  An- 
griife,  welche  gegen  diese  Terminologie  gelegentlich  erhoben  wurden,  er- 
«Nien  sidi  dannfhUi  all  imT>eertlndei  Bie  EntwicUnng  dar  Theorie  wird 
von  Biemann  soweit  gefiSrdert,  dafi  aneb  die  Gnmdlaigeii  der  Lehre  von 
d«r  Tranaformation  dear  elliptischen  Funktionen  eniwidrelt  werden.  In  einem 
fttr  ddl  stehenden  letsten  Teile  der  Vorlesung  wird  dann  noch  einmal  die 
ganze  Theorie  auf  Grundlage  der  Thetafunktionen  entwickelt.  Das  erinnert 
natürlich  sofoH  an  Jacoltis  bekannte  Vorlesungen;  <lo<'h  hat  Riemann 
oach  der  Meinung  der  in  dieser  Frage  kompetentesten  Beurteiler  die  frag* 
lieben  Vorlesungen  Jacobis  nicht  gekannt. 

Die  Art  des  Kiemannschen  Vortrags  entsprach^  wenn  auch  gegt-u 
leinen  WiBen,  dftm  der  grofisen  Sdmelligkeit,  mit  der  er  befiShigt  war, 
ScUnbketten  za  flbereehen.  Herr  Stahl  hat  in  dieser  Hinsidit  durch  ISn* 
ftgimg  kurzer  FuCsnoten  sowie  durch  Erlftutenmgen  im  Text  das  Verstttnd- 
nb  sehr  erleichtert.  Auch  erschöpfen  natürlich  Riemanns  Vorlesungen  ihren 
Gegenstand  in  keiner  Weise.  Um  dieselben  in  etwas  ni  ergänzen,  sowie 
namentlich  um  das  Studium  der  Vorlesungen  Hiemanns  auch  solchen  Ijpsern 
zugänglich  zu  machen,  welche  nur  erst  die  Grundlagen  der  Funktioiien- 
theorie  kennen,  hat  der  Herr  Herausgeber  in  der  zweiten  Hälfte  des  Buches 
eine  Reihe  selbständiger  Erläuterungen  und  Ergänzungen  verfafst,  zu  denen 
er  als  ausgezdehneler  Kenner  der  elliptisohen  und  Abelschon  Funktionen 
bMcnders  berufen  schien.  Dieselben  sdiliefiMn  steh  in  der  Hauptsache  dem 
Gange  der  Riemannschen  Vorlesung  an.  Für  sich  steht  der  letzte  Ab^ 
schnitt  der  Ergänzungen,  in  welchem  Herr  Stahl  die  Grundlagen  der 
Weierstrafsschen  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  und  ihre  Beziehung 
vu  Jacobischen  Theorie  erörtert.  '  Fjucks. 


Otto  Stolz.    Orandaflge  der  DÜSerential-  und  Intagralreelurang. 

Dritter  Teil:  Die  Lehre  von  den  Doppelintegralen,  eine  Brgtozung  zum 
ersten  Teile  des  Werkes.   Hit  41  Figuren  im  Text.   VIH  +  296  Beiteo. 

Leipzig  1899,  Teubner. 

In  dem  in  der  Überschrift  genannten  Hucke  giebt  Herr  Stolz  einen 
erschöpfenden  Bericht  über  die  Untersuchung f^n  7ur  Theorie  der  Doppel- 
integrale. Es  ist  dies  ein  Gegenstand,  der  erst  in  dem  letzten  Jahrzehnt 
einem  betriedigenden  Abschlufs  gebracht  ist,  insbesondere  durch  die 
Untersuchimgen  von  de  la  Vallee-Foussin  über  die  Verwandlung  eines 
sndgentlichen  Doppelintegrals  in  ein  zweimaliges  lategral.  Die  ganze 
Lehre  von  den  mehrfachen  Integralen  gehört  recht  eigentlich  in  das  Qebiet 
der  ,,Prisisionnnatimnatik",  welche  neuerdings  wieder  sehr  in  den  Vorder- 
gnmd  gerückt  ist,  und  der  die  Untersuchungen  des  Verfassers  von  jeher 
angehört  haben.  Diesem  Standpunkt  entspricht  es,  wenn  die  Grunddefini- 
tionen hier  überall  in  solcher  Weise  gegeben  werden,  dafs  über  keinen 
dabei  in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkt  eine  Zweideutigkeit  übrig  bleibt. 
So  wird  beim  Doppelintegral  genau  die  Natur  der  Begrenzung  desjenigen 
Bereiches  festzulegen  sein,  auf  den  sich  die  Integration  bezieht,  sowie  auch 
ligeuscbaften  der  Funktion  f{x,  j/),  welche  zu  integrieren  ist.  Die 
Erislensliieoreme  zunlchst  der  eigentlichen  Integrale,  bei  denen  der  Integra- 
tuosbereich  ganz  im  Endlichen  liegt,  und  bei  denen  ünstetigkeiten  der  zu 
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integrierenden  FonktUni  weder  im  Innern  noch  aof  dem  Bande  dee  lab- 
grsticmsbereiclMS  «iftraten,  werden  mit  aUflr  Aniffihrliehkeit  entwidniiL 
Im  enrten  Abeefanitt  wird  übrigens  die  Theorie  der  eigentliolieii  sweimiligai 

Integrale    {dy  Jf  (x,  ff)  dx)  behandelt,  bei  denen  die  Grenzen  durchaoi 

endHeh  smd  und  die  Funktion  f{x^y)  an  jeder  Stelle  des  Bereiches 
a       ^  a\  stetig  ist.    Ist  eine  dieser  Bedingungen  oder  sind 

beide  nicht  mehr  erfüllt,  behält  aber  das  Infetrrnl  dennoch  ein''  ('liinb 
einen  Grenzüberr'artg  z\i  definierende)  feste  Brlt  ul llnL^  so  spricht  man  voa 
einem  „uneigentücheu^'  zweimaligeu  Intvgrulr',  mne  Benennung,  die  eüt- 
sprecbend  auch  bei  den  Doppelintegraleu  Verwendung  ündet.  Die  Be- 
nennung rechtfertigt  sich  deshalb,  weil  die  uneigentlichen  Integrale  Att- 
drfleke  sind,  die  einen  Teil  der  Eigenschaften  der  eigentlichen  Integrale  1»> 
sitaen.  Featsuetelleii,  inwieweit  dies  der  Fall  ist,  nnter  welcfaeo  üm> 
stftnden  z.  B  ein  uneigentliches  zweimaliges  Integral  Vertauschbarkeit  der 
Reihenfolge  der  Integration  gestattet,  ist  natürlich  ein  Hauptgegenstand  des 
Interesses  Sind  in  dem  vorHefyeTiden  Buche  die  LTundlegenden  Entwick- 
lungen über  die  genannt^'n  Fragen  der  Definition  und  Existenz  etc.  nament- 
lich auch  bei  den  uneigentlichen  Doppelint^gralen  als  der  Hauptgegenstand 
der  Darstellung  angesehen,  so  tindeu  sich  daneben  doch  auch  die  Anwen- 
dvngen  berllcksichtigt.  Bei  der  Theorie  der  eigentiidieii  DofipeliBtegnle 
lag  ein  Eingehen  auf  die  Sitze  Ton  Green  imd  Canchy  nahe.  Anfiarden 
sowie  anber  einigen  beillufigen  Änwendnngen  auf  Eni  ersehe  Integrale  n.s. 
sind  aber  in  einem  ausgedehnten  Kapitel  die  wichtigen  Anwendungeo  der 
Doppelintegrale  auf  Kubatur  geselzmäC^g  begrenzter  Volumina  imd  Kompk- 
nation  krummer  Oberfl  Sehen  gegeben.  Am  Schlüsse  des  Bandes  sind  einij:? 
Naehtrüge  zu   früheren   Teilen    des   Stolzsrhen   Werkes    angefügt.  Dies«; 

litt  ige  betreffen  ein  paar  kurze  Mitteiluagen  aus  der  Mengenlehre,  sowie 
vor  allem  ergänzende  und  verallgemeinernde  Sätze  über  die  Definition  eiii- 
facher  reeUer  Integrale.    Faicxb 


Hermann  Schubert.    Elementare  Arithmetik  und  Algebra.    VI  -f 
330  Seiten.   GMieD-Leipzig  1899. 

Nachdem  die  Verlagsbuchhandlung  G.  J.  Göschen  in  Leipzig  bereÜS 
in  einer  Sammlung  Odsehen**  eine  grttfiMro  Reihe  nUeiaer  LeiiOdcn  der 
Hafhenatä^  hermnsgegeben  hat,  geht  die  gleiche  Yerlagsaiistali  nnamehr 

im  Verein  mit  Herrn  Schubert  in  Hamburg  an  die  Herausgabe  einer  weiteren 
Reihe  mathematischer  Lehrbficher,  welche  fEür  einen  etwas  höheren  Stand- 
punkt als  die  „Sammlung  Göschen"  bestimmt  sind.  Von  dieser  „Sammlung 
Schubert",  welrhf  einst wf^ilen  auf  7\vr\n?ipr  Bfhide  geplant  ist,  und  zu  dfren 
DurchfElhrung  die  Herren  Unternehmer  eine  Heihe  namhalter  Fachgenossen 
gewonnen  haben,  sind  bisher  sechs  Bände  erschienen.  Die  Ausstattung  der 
in  Originaleinband  gebundenen  Bttndchen  ist  eine  recht  gef&llige,  sie  nod 
in  OldbaTfonaat  gedruckt  und  die  Stirko  der  sechs  enchienenen  Teilt 
schwankt  swiseheo  10  und  S4  Bogen.  Es  ist  su  hote*  üoAW' 
nehmen  namentlich  auch  im  Kreise  der  Teidmiker  und  Naturwissenschaftler, 
welche  auf  den  Gebrauch  ^mathematischer  Kenntnisse  angewiesen  sind,  Ar 
die  Verbreitung  und  Befestigung  dieser  Kenntnisse  sehr  nfttslioh  sein  wird. 
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Hot  Schab  er  t  giebt  mSbvt  im  Bude  I  Bviiiar  SnuBlnBg  ein»  BAtnd- 
long  der  elementarm  Arilifaiiietik  und  Algvb».  Di»  xeiohe  Erfthmng  und 
dtt  pidagogifdifl  Gesduek  dm  Verfassen  haben  üm  auf  diesem  Oebi«fco 

sdion  lange  zu  einem  geachteten  Schriftsteller  gemacht.  Die  Umgrennmg 
des  Steffis  entspricht  ungefähr  dem  Umfange,  in  welchem  die  behandelten 
Gegenstande  an  unseren  mittleren  Schulen  gelehrt  werden.  Der  sechste 
Abschnitt  ( Potenzen .  Wurzeln,  Logarithmen)  kommt  etwas  knapp  weg. 
Doch  sollen  Gegensiknde,  welche  man  hier  vermifst,  wie  kubische  und 
biqoadratiache  Gleichungen,  geometrische  Reihen,  Zinseszins-  und  Benten- 
fsehaniig  n.  a.,  wie  der  VcrCiMer  in  der  Torrede  mitteilt,  in  einem  beecm- 
derai  Bande  behandelt  werden. 

Sehr  dankenewert  ist  ee,  dab  der  YerfiuMr  eine  Beihe  historischer 
Kotiien  (8.  818  ff.)  giebt,  was  sonst  in  den  BOdiem  Aber  elementare 
Jbitluietik  imd  Algebra  oieht  die  Begel  ist  Fnton. 


OuUt  HolimUler«  BlniiMite  dar  Stmometfto,  enter  Teil,  Iielir- 
HtM  und  KonatmktioaML  Zn  -|-  38S  Seiten  mit  388  Textfignren 
oad  einer  Tafsl.   GKtaehen-Leipiig  1899. 

Diese  Behandlung  der  Stereometrie  gehört  zwar  auch  der  „Sammlung 
Schnbert^  an  (nfanlich  als  Band  IV);  jedoch  weicht  dieselbe  in  ihrer  Ten- 
denz Ton  den  übrigen  bisher  erspbienencn  Banden  dieser  Sammlung  nicht 
unerheblich  ah.  F.h  ist  doch  iinzwrifplhaft  der  Sinn  dieser  «janzen  Öamm- 
knp  mit  ihrer  üiiüdtrung  in  viele  einzelne  Bündchen ,  mathematische  Dis- 
ziplinen, welche  inhaltlich  als  geklärt  und  dem  Umfange  nach  als  wohl 
abguimdet  angesehen  werden  dürfen,  in  knapper  and  namentlich  für  das 
«afthreade  und  -neUflidit  anidi  selbsttndige  Stodiom  fitislicher  Gestalt  dar- 
aUeten.  „Methodisohe  Yersaehe"  mOehte  man  hier  schon  wegen  des  ami- 
gesprochen pädagogischen  Oharakten  der  ganzen  Sammlung  ansgesddossen 
sehen.  Ein  Buch  über  das,  was  man  mit  Fog  und  Recht  als  „Elemente 
der  Stereometrie"  nn^iehen  darf,  wird  man  natürlich  in  der  Sammlung 
Schubert  iiK iit  \irniisstii  wollen.  Man  mochte  dasselbe  als  ein  wichtiges 
Seitenstück  der  Bohnei  tscben  Trigonometrie  anreihen.  D*»r  Vprf««ser  ver- 
steht indessen  unUir  den  „Elementen  der  Stereometrie''  etwas  ganz  anderes; 

wflnseht  getreu  seinem  auch  bei  anderen  Gelegenheiten  befolgten  Staad- 
loakte,  mit  ^mmtnm  Methoden'^,  d.  h.  unter  Yenneidnng  der  Hilfanittel 
dsr  htfharan  Analjais,  in  saUreichen  Gebieten  der  «ibenen  und  rftunlidien 
Oeeoietrie  mOglidist  weit  zu  kommen.  Auf  Grund  dieses  Standpunktes 
werden  nun  ausgedehnte  Teile  der  darstellenden  Geometrie,  der  projektiven 
Geometrie  der  Ebene  nnrl  dp«;  Rfiumes,  der  Geometrie  der  Flachen  und 
Kurven  im  Kaume,  der  Krilmniungstheone  ii.  s.  w.  bebandelt,  wobpi  n;itür- 
lich  die  einzelnt-a  Oegenstfiiidi'  bei  dem  knappen  7.ur  Vertilgung  st^^henden 
fiaume  nicht  immer  gaa/.  systematisch  behandelt  werden  können.  Wie 
kisAci  die  Aligrenzuug  gegen  sndere  Binde  der  Sammlung,  spesieU  gegen 
die  Ton  Herm  Bchrt^der  in  Tor&ssende  darstellende  Geometrie,  gedacht 
ist,  kann  «est  naoh  Bneheinen  dieeer  Binde  beurteilt  werden.  Zu  ver- 
muten steht,  dab  Schröder  den  grnrsten  Teil  der  von  Herrn  HolsmflUer 
Whssdelten  QegenstSnde  auch  ffir  sich  in  Anspruch  nehmen  wird. 
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Ist  hitrnach  Herrn  Holimllllers  Buch  inelir  fBr  taaaa  Mhon  efcwü 
YOiKOBohrittoiieii  Stadierenden  odor  för  solche  Anfänger  geeignet,  welche 
sich  einer  fflr&hrenen  Leitung  erfreuen ^  so  erkennt  Referent  gern  an,  dafs 
das  Buch  wegen  seines  aufserordentlich  reichen  und  vielseitigen  Inhalte«  fiir 
solche  Leser  auch  sehr  interessant  ist.  Zahlrpfrhc?  wichtige  Anwendungen 
auf  Krystallogniphie,  Perspektive,  Kartographie  u.  a.  greifen  belebend  m 
die  Entwicklung  ein.  Der  Verfasser  versteht  as  zugleich,  die  ältere  und 
neuere  Geschichte  der  zur  Behandlung  kommenden  Gegenstände  in  geschiekiir 
Weise  eeiner  DaxsteUiuig  elnaiifleeliien.  Auch  sind  ^de  Gltate  auf  modern 
Autoren  gegeben,  welche  ja  fimlieh  flfar  den  Leser  von  sehr  vngJeiebeB 
Werte  sind. 

Übrigens  hnt  Be&rant  das  Fehlen  eines  Sachregisters  namentlich  bei 
dem  Torliegenden  Bande  der  Sanmilung  wiederholt  hedauert.  Durch  Za- 
fQgung  eines  Sfdohen  Registers  würde  die  Braaohbarkeit  des  Buches  nun 
Nachschlagen  nnzweifelhaft  sehr  gefördert  Fbicks. 


P.  Yolkmann.  Einführung  in  das  SIndiiim  der  theoretiaohen  Physik, 

insbesondere  in  das  der  analytischen  Mechanik  mit  t  iner  Einloitnn):  vn 
die  Thenrio  der  physikalischen  Erkenntnis.    370  Ö.     Leipzig  ll^UO, 

B.  0.  T-iil,ner. 

Die  unter  vorstehendem  Titel  heran s^^egebonen  Vorlesungen  des  Verf^ 
der  gegenwärtig  die  theoretische  Physik  m  Königsberg  vertritt,  entspricht 
naturgemärs  iulLältiich  zum  grofseren  Teile  der  F.  Neumannschcn 
Idtang  in  die  fheofetische  Physik^.  Sie  Maadeln  sunichst  die  gewAhnHcb« 
analytische  Mechanik  der  Ifassenpnnkte  und  starren  Körper,  jedoch  nur  » 
weit  Anwendung  höherer  Mathematik  (über  die  Grundlagen  der  DÜb* 
rential-  und  Integralrechnung  hinaus)  nicht  erfordert  wird,  also  z.  B.  mit 
Ausschlufs  des  allgemeinen  Rotationsproblems  starrer  Körper.  Ein  beson- 
derer, für  den  Studierenden  der  Physik  überaus  nützlicher  Abschnitt  ilV) 
ist  den  „Anwendungen  insbesondere  der  Flächensatzo  auf  Methoden-  und 
Instrumentenlebre  der  praktischen  Physik"  gewidmet;  es  werden  darin  die 
Besse  Ischen  Pendelnntersuchungen,  die  Theorie  der  Hebel  wage,  sowie  die 
Schwingungen  onifilar  und  bifikr  aufgebftngter  Körper  besprochen.  —  Ki 
foigt  dann  als  Y.  Abschnitt  die  Hydrostatik  mit  EinsehluJk  der  Kapillarittt; 
während  Hydrodynamik  und  A^romeohanik  gänzliok  fehlen.  Der  KapiU&n- 
tätstheorie  ist  ein  vorbilltnismüfsig  grofser  Raum  gewidmet;  daCs  aber  der 
Verf.  hier  mit  d^r  !^esprechung  seiner  eigenen  Beobachttmgen  (Iber  Steighöhen 
eine  Polemik  gegen  andere  Beobachter,  insbesondere  Quincke,  verbindet, 
scheint  dem  Eef.  doch  nicht  ganz  am  Platze  zu  sein.  Anerkennenswert  ist 
die  Aufaahme  eines  Abschnittes  (VI)  über  geophysikalische  Fragen,  waris 
die  Probleme  der  Erdgestalt,  der  Schwereverteilung,  de«  Druckes  im  Er- 
innern, des  Bensenbergschen  FkUyersudies  sowie  die  Methoden  sor  Be- 
stimmung der  mittleren  Erddichte  behandelt  werden.  Nebenbei  sei  jedodi 
bemerkt,  dafs  bei  ersterem  Problem  S.  313  die  unrichtige  Voraussetxun? 
gemacht  wird,  bei  relativ  geringer  Dicke  der  die  starre  Kugel  bedeckenden 
Flüssigkeit^sehicht  könne  die  gravitierende  Wirkung  der  letzteren  veniach* 
Iftssigt  werden. 
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D«r  leiste  AUchmit  (Vn)  enthllt  eme  knne  EinfUimiig  in  die  all- 
gtmaam  Prinnpe  der  Medtuiik,  wobei  der  Verf.  snm  ScUnls  euch  ra  den 
DttltaUnngen  der  Mechanik  Ton  Hertz  imd  Bolttmnnn  Stellung  nimmt 
Was  nun  die  im  vorliegenden  Werke  gegebene  Darstellung  der  Mecha* 

lik  b«triflPt,  80  pchlipfst  sich  f^ifsolhe,  indem  überhaupt  die  goscliiohtliche 
Knt'.Mcklung  stark  betont  vucl,  (irrjenigou  in  Newtons  „Prinzipien"  an, 
.v>  1  f,(  d^r  Verf.  dahin  charakterisiert,  „dals  ihr  Wert  und  ihre  Festigkeit 
mehr  auf  einer  gegenseitigen  Stützung  und  rückwirkenden  Versiche- 
rnng  der  einzelnen  Teile  des  Systems  beruht,  als  auf  einer  einseitigen  Auf* 
flhräiig  anf  ein  von  Vi»n]ierein  aosnaagen  gegebenes  oder  als  gegeben  an' 
gaMmunenes  Fnndament^.  ffienni^  ist-  gemeint,  dafii  bei  der  An&tellung 
allgemeiner  Defimtionen  und  SfttM  mannigftltige  Bezugnahmen  auf  künftige 
Beniliate  Torweggenommen  werden,  wie  umgekehrt  die  mannigfaltigsten 
Zuröckverweisungen  auf  frühere  Verfügungen  und  Fest<?^f7.Tin^en  stritthaben 
mösseD.  So  stellt  z.  B.  der  Verf.  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energif 
als  allgemeines  „Postulat"  auf;  dieses  bietet  aber  in  sich  nicht  die  Mittel, 
dem  Begiiff  der  Energie  von  vornherein  einen  reellen  Inhalt  zu  geben,  aon- 
dffm  dieae  Mittel  bieten  aich  erat  bei  diien  Anwendung  anf  die  Maanig- 
ftUigkeit  der  Natoreiseheinungen;  und  indem  sieh  bei  dieser  wiederbolten 
Aawinidnng  des  Postulats  keine  inneren  Wtdersprilehe  seigen,  erbllt  dasselbe 
lone  ^ckwirkende  Yerfestigong**. 

Der  Verf.  legt  bei  seiner  Darstellung  den  gröfsten  Wert  auf  die  er- 
kenntmstheoretischen  und  methodischen  Grundlagen.  Er  .«schickt  daher  der 
Vorl^uug  über  Mechanik  selbst,  deren  Inlialt  oben  kiirz  angegeben  wurde, 
eine  ,,Einleitung  in  die  Theorie  der  physikalischen  Erkenntnis"  voran,  worin 
die  methodischen  Grundlagen  und  B^eln  der  Physik  eingehend  erörtert 
mdsn.  Die  bieiin  im  Znsammenbaiig  niedergelegten  Ansichten  des  Verf. 
tiad  von  demselbeo  grOlstenteilB  selum  seit  1893  in  einer  Beibe  von  Vor^ 
tzigen  nnd  Abhandlungen  entwickelt  wesrdeii,  so  dab  ein  nftheres  Eingelien 
danaf  an  dieser  Stelle  unterbleiben  kann.  —  Besonders  wegen  dieser  Eiu- 
leitong  und  der  Durchdringung  der  ganzen  Darstellung  der  Mechanik  mit 
erkenntnistheorptiHcher  Kritik  kann  dio  Lflrtüre  der  VoUcmannschen  Vor- 
lenmg  den  Studierenden  der  Physik  augelegeutiichBt  emptbhlen  werden. 

F.  P0CK£l.t». 
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18.  Wik  dem  sjnmMtriiehm  Sjstona  dar  GhcOÜMii  a^,  —  a,^  sei  £• 
qiuidi»tiBc]ie  Fomi 

1,  m 


9  —  y  g|,»*it*» 


gebildet,  deren  Variable  den  Bedingangsgleiciiii]ige& 


1,  fn 


(1) 


«  1.  i,  . 


unterworfen  nnd;  dabei  sei  r  <  m  und 


sodaXs  die  Form  q>  durch  die  Variabeln  av-^i]  *  * 'f  allein  ausgedrfickt 
werden  kanu: 

Es  ist  nun  häufig  erwünsclit,  den  Charaktpr  der  Form  t^,  insbesondere 
ob  sie  definit  ist  odf»r  nicht,  zu  erkennen,  ohne  or?t  die  Vimabelo 
aCj,  ^»  •  •  •»  eliminiei  t  zu  haben.  Richelot  hat  auf  Grund  von  Maximums- 
betraditiuigen  {A&tr.  Nachr.  48  Nr.  1146,  1858)  folgenden  Satz  bewiesen. 
Setsi 


0  .  0   h,,  b,. 


•  •  • 

•  •  • 

hu  '  •  ^r#i  «/»l  ö^i«- 


80  ist  die  Fonn  ^  definit,  wenn  die  GrOTsen  D^,  I>m—u  *  *  J^r+i^  ^'r 
alle  daeeelbe  oder  abwecbselnde  Yondehen  haben. 

Es  wird  die  Aufgabe  gestellt,  dieses  Bestdtat  direkt  und  algebniedi 
abraleiten;  allgemeiner  nntersacbe  man  dia  Beaiehnng  swiseben  den  Vor 
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leichen  der  Grossen  und  den  Anzahlen  positiver  und  negativer  Qua- 
drath, w'>l<lie  auftreten,  wenn  man  die  Form  ^  in  eine  Snmnifi  von  Quir 
draten  linearer  Punktionen  von  a^r-f-i,  •  •  %  verwandelt. 

Es  wird  also  eiuo  Verallgemeineruij^  der  Untf>rsu(  imügen  gewünscht, 
welche  für  quadratische  Formen  mit  uiiabhüugigeu  Argumeuteu  in  Webers 
Lehrbncli  der  Algelnra  Bd.  1  (2.  Anfl.)  §  89  durchgefOhrii  nnd. 


1$.  Die  Bcx.ciLlmiuigen  der  Aufgabe  12«  ^Bstgehalten,  aei  die  Form 

Tj'(rr_f-i,  •  •  x„,)  als  Summe  von  P  positiven  und  -AT  negativen  Quadraten 
linearer  Funktionen  darstellbar;  dann  nennt  man  neuerdings  P  -\'  N  den 
lUüg,  P  —  N  die  Signatur  der  Form  i;^.  Wir  bezeichnen  diese  Zahlen 
auch  als  Rang  und  Signatur  der  Form  tp  bei  den  Bediogung^gleichungen 
(1).    £s  werde  femer,  wenn  m  >  «  >  r  ist,  gesetzt 


E  = 


•  •  b 

^1- 

0  • 

• 
« 

0 

• 

• 

• 

0  . 

..  0 

• 

6  ,  • 

"Kr, 

• 

m 

* 
* 

öu  • 

m 
a 

a 

■ 

• 

• 

• 

dann  imtarsiielie  maa  die  Benehnng,  ia  weleher  Baug  und  Signatur  der 
Fenn  9  b«i  den  Bedingungen  (1)  su  Bang  und  Signatur  der  Fonn 

1, « 

1.  H 

1,  m  —  »I 
ff,< 

stehmL  Diese  Bezielinng  ist  fOr  den  Ml,  dafo  die  Gleichungen  (1)  weg- 
ft]]«!,  die  Variabein  jr^  also  unabhängig  sind,  von  Frobenius  (Grelles 
Journal  114,  191.  Sitztingsber.  d.  BerL  Akad.  1894  I)  angegeben;  es  zeigt 
sich  dann,  dafs  die  Signatur  der  Fonn  9  die  Summe  der  Signaturen  der 
Foim  6  und  der  Form 

«Po 


bei  den  Bedingungen 


aowie  der  Fonn 


ist,  und  dafs  dieselbe  Beziehung  zwischen  den  Rangzahlen  obwaltet. 

Eine  Beziehung,  welche  nach  verschiedenen  Richtungen  als  spezieller 
Fall  der  üben  geforderten  erBcheiut,  habe  ich  zu  Zwecken  der  Variations- 
lechanng  abgeleitet   (ICath.  Ann.  Sl,  329).  A.  Kkbsbb. 


AitUr  An  lUIhnutik  and  VhpSk.  HL  BaUit.  L 


«4 
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Tenniicbte  Hitteitnngeii. 


14.  T/liyp<»rhole  d'Apollonius  relativf^  n  (.Laoun  des  poiuts  (l  une  ellipse 
enveloj»pe  unc  Krenzcurve.  L#es  points  d'intorsection  dos  deux  byperboles 
d'Apollonius  relatives  ii  deux  points  conjug^ues  de  l'ellipse  sont  nitues  sur 
une  Kreuzcurve  homothetii|ue  a  la  precedeute.         £.  N.  Bariüien. 


15.  La  normale  oi  un  point  M  variable  d'uuo  ellipse  de  centn  0 
rencontre  le  grand  axe  de  i'ellipse  en  JV.  Le  point  N  ae  projette  ea  P 
Sur  OM]  la  jtoqiendiculaire  elev4e  en  JV"  a  NM  rencontre  OM  en  Q. 
Montrer  que  chaeime  des  droites  NP  et  NQ  est  normale  a  une  ellipse 
fixe.   Troaver  les  lieox  des  points  P  et  Q  et  calcoler  l'aire  de  ces  courbos. 

E.  N.  Babuisii. 

16.  Demontrer  que 


in 


f 


(  t  I  1 2  2  Ag*«n*g  +  fc' C08»^Ö) sin»  0 cos^ede      ir(o»  —  h*) 


£.  IT.  BABnmir. 


17.  Soit  an  d^terminant,  dont  on  oonsidire  une  diagonale  AB^  et  Im 
Ugnm  obliques,  paraU^lea  a  cette  diagonale 

Ä  B 


Le  d^rminant  ^tant  du  n'  ordre,  ces  lignes  ont  1,  n  — 2,  2,  1 
termes. 

Oed  pose,  soient  r,  •  •  >  if,  I  des  nombres  mdetermuiUs  qQdconqnei, 
an  nombie  de  »  —  1. 

Od  multiplie  les  termes  de  la  premiere  ügne  parallMe  a  ^i?  par 

p,  ^,  •  •  /;  ceux  de  la  2',  par  p^,  qt^  •  •  xr/,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au 
demier  termo  (de  Tanglel  ipii  est.  multiplie  par  jogr  •  •  • /.  Enfin^  on  dirise 
C'baque  terme  au-dessos  AU  par  le  meme  nombre  qui  a  servi  de  multipU- 
cateur  au  termo  sjmetrique. 

D^raontrer  que  le  nouveau  d^terminant  obtenn  est  equivalent  au  deter^ 
minant  donn^ 

N.  B.  Cette  traasfonnation  peut  etre  pr^eose  dans  oertaines  appli- 
cations,  2k  cause  de  rind^termination  des  A^oieiits  j»,      •  •  /. 

G.  A*  Laisast. 


18.  ni*>1jt  es  anfser  den  Achsen  parallelen  und  den  dun-li  di'n  Mittt-l- 
pnnkt  einer  Oassinischen  Linie  gebenden  Geraden  nocb  andere,  deren 
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Schnittpimkte  mit  der  Kurve  durch  quadratische  Konstruktionen  gefunden 
werden  kOimeii?  Wo  liegen  diese  Gnaden,  und  welciies  sind  die  Eon* 
Bfarnktionen  nur  Bestimmnng  ihrer  Schnitte  mit  der  CasBiniscfaen  Linie? 

  Ed.  JAMisoH-Ptag. 


19.  Sind  5',  s"  ein  8trahlenpaar  der  Recht winkelinvolntion  um  die 
Ecke  Ä  eines  Dreieckes  ABC,  sind  femer  B\  B"  die  Projektionen  von  B 
anf  s\  $'\  tin'l  beifson  i),,  ßj'  die  Schnittpunkte  der  CA  mii  den 
Parallelen  zur  BC  durch  B' ,  B'\  so  schneiden  sich  die  Parallelen  durch 
B[,  2U  bezw.  s",  s'  in  einem  Punkte  des  Feuerhachschen  Kreises  von 
ABC.  Ed.  JAMSCH-Prag, 


20.  Soient  un  triangle  ÄBC't  X,  t  les  coordon^es  normales  d'un 
pdnt  Jf ;  Z  Ibs  coordon^  tripoUüzes  de  ce  point,  o'est  a  dire  les 

disiuioes  AM^  BM^  CM,  Trouyer  le  lien  des  points  M  teb  qae  Xz^  Yff, 

E.  LnioiNB. 


21.  Es  seien  a,,  a,,  •  •  die  ^{f')  zu  einer  natürlichen  Zahl 
«=j9^«jj^«"j[ij*  teilerfremden  Zahlen  <«;  s^  bedeute  die  Summe  der  t-ten 
Potenzen  der  TI  das  Produkt  der  p-,  TI'  das  der  Differenzen  J»j — 1. 
Venu5ge  wirklicher  Aufstellung  der  a  ist  zu  zeigen,  dafs: 

2^  -  ny(«X       =  nW  ('-^'  +  (-  1)*),  4^,  «  fi'iT  ^  +  (-  1)*). 

Hieraus  läfst  sieh  ioigem: 

1)  daTs      durch  n  teilbar  ist,  excl.  tiir  n  =  2; 

2)  dals       durch  n  teilbar  ist,  excl.  fOr  fi »  2,  3,  und  wenn  einer  der 
Frimfhhtoran  p  gleich  8,  die  andern  ron  der  Fom  Zh-\-%  sind; 

9)  dafs  1^  durch      teilbar  ist^  eici  nnd  n  = 

Zwischen  «1»^,^  hesteht  die  homogene  lineare  Relation 

255  —  3ii9,  +  n^9i  •»»  0, 

allgemein  zwischen  Sj,  .«j,  5^,  •  •    5|j_)- 1 : 

^-  H-  (21  +  l)fi««i  =  0. 

  W.  Fb.  Hbtbb. 

22.  Mit  elementaren  Hilfsmitteln  ist  nachzuweisen,  dafs  das  unendliche 
Produkt  lim  (^)  für  m  +  1  >  0  den  Grenzwert  Null,  f Or  m  +  1  <  0  den 

Omzwert  00  hesitit. 

Hieraus  läfst  sich  für  unendliche  Produkte  ein  spezielles  Koavergenz- 
biterium  herleiten,  das  eine  ersichtliche  Analogie  mit  dem  Baabesohen 

Konvergenzkriterinra  fElr  unendliche  Reihen  darbietet:  „Tst  77„  =  Tf^  jr^  •  •  •  7r^, 

(«f  reell,  >  0},  so  besikt  lim  J7^  den  Grenzwert  Null  resp.  00,  jensichdem 

«  = «» 

der  als  existierend  vorausgesetzte  Grenzwert  lim  n •  (   1 )  positiv  oder 

MgatiT  ansftUi''.    W.  Fb.  HsniB. 
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88«  Uaa  kOnnte  den  Sfttt  des  D«8argu«8  für  iwei  penpekÜTe  Dnueke 
der  Ebene  derart  auf  den  Ramn  anedehnen,  dafs  es  sidi  gleieUUli  n«r 
am  das  ErfUliBein  oner  einngeo  Bedingung  handelte: 

Es  seien  drei  Tetraeder  mit  den  Ecken  A-,  Af\  A^"  und  den  bez. 
Orcrrnf  boTipn  r f ,  ff  ',  ()  =  1,  2,  3,  4)  vermöge  der  getroffenen  Bezeichnung 
cinand«!  /.ugei  rdiu  t  Mao  verbinde  A^,  A^^  A^'  durch  die  Ebene  «,-,  und 
schneide  dualisLiäck  a^,  a/,  a/'  im  Tankte  P^.  Das  fragliche  Analogen  — > 
das  dann  aveh  seinen  a]gelaaisohe&  Aasdbrnck  in  einer  dnrehsiditageB 
Detezminantenidentitftt  fftnde  —  wflrde  lauten: 

^egen  die  4  Punkte  P^  in  einer  Ebene,  so  sdmeiden  sich  anck  ifis 
4  Ebenen  n^  in  einem  Punkte  und  umgekehrt**. 

Trotzdem  ist  dieser  Satz  nicht  allgemein  giUig,  was  geometnsrh  od«r 
algebraisch  nachgewiesen  werden  soll,  W.  Fs.  Hkyüh. 


24.  Der  Satz  über  den  „Lotpunkt  eines  Dreicrks"  des  Herrn  stui 
matb.  Cwojdzinski  (S.  176)  l&fst  sich  nach  yerschiedeuen  Bichtungen  Te^ 
allgemeinem : 

a)  auf  die  Qeometne  der  Kreise  in  der  Ebene.  Gegeben  drei  Kreis« 
K,  1,  2,  3)  nebst  «nem  vi«rt«n  K.  Man  lege  dnroh  die  fleluitt' 
ponkte  von  JTi,  Kk  den  an  K  orthogonalen  Kiois  nnd  dnroh  das  so  asf  IT 

aoßgesoiuuttene  Pimktepaar  wiederum  den  zu  Ki  orthogonalen  Kreis;  dsas 
gehören  die  drei  letzteren  Kreise  demselben  Büschel  an. 

b)  auf  die  Oeometrie  des  Tetraoder«     Man  falle  von  der  E<;ke 
(i=  1,  2,  3,  4)  eines  Tetraeders  mit  lier  (iegencbene  «,  das  Lot  auf  eine 
Ebene  n  und  von  dem  FuTspunkte  dieses  Lotes  wiederum  das  Lot  auf  die 
Ebene  o.  ;  dann  gehören  die  lier  letzteren  Lote  derselben  Eegelschar  zwiit«r 
Ordnung  an. 

PQr  den  Beweis  von  a)  empfiehlt  sich  die  Benntsong  telzac^UiidMr 

Koordinaten,  für  den  von  b)  die  von  Linienkoordinaten. 

Die  Satze  a)  nnd  b)  lassen  sich  anf  den  Banm  Yon  i»  DimeanoacB 

ausdehnen. 

c)  Der  Satz  des  Henn  Cwojdzinski  ist  ein  besonderer  Fall  df^» 
Kegelschnittsatzes:  Gegeben  in  einer  Ebene  ist  ein  Dreieck  mit  den  Ecken 
Af  (t  B  1,  2,  3)  nnd  den  Seiten  Oi,  femer  ein  Klassenkegelschoitt  JT 
nnd  eine  Gerade  g.  Ifan  lege  dnroh  Ät  die  Gerade^  die  bez.  K  m  g  küO' 
jttgiert  ist  nnd  durch  deren  Schnittpunkt  mit  g  wiedei-um  dio  Oerade,  die 
bes.  K  zu  a,  konjugiert  ist;  dann  schneiden  sioh  die  drei  letstsren  Gerades 
in  einem  Punkte  P. 

Die  Gerade  n  nnd  der  Punkt  P  sind  durch  eine  Transformation  4.  Ord- 
nung mit  einandor  verbunden:  es  soll  diese  Transformation  aufgestellt  und 
gezeigt  werden,  dafs  sie  sich  auf  eine  Transformation  2.  Ordnung  reduziert, 
wenn  JT  in  ein  Punktepaar  (also  im  besondem  in  das  Kreisj^inkkepaar) 
degeneriert.  W.  ?l  Kbtbl 


25«  Beweist  min  dio  Eigenschaften  des  Lemoineschen  Pnaktes»  die  Her 
Caspary  (S.  143 — 168)  auf  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  flbertrsgss 
hat^  mit  Dreiedkskoordiikateni  so  eigiobt  sii^  dab  die  Beweise  alle  nar  foi 
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dir  TMulie  Gelmndi  madieii,  daft  die  Simime  dar  Winktl  m  («  « 1, 3  3) 

das  Koordinaiendreiecks  gleich  2i2  ist,  blmban  also  giltig,  w«m  man  die 
«1  dmth  drei  beliebige  Winkel  mit  der  Summe  2i2  ersetit  Badnreh  gehb 
ab<»r  der  Lemoinp«ehp  Punkt  (mit  dnn  Koordinaten  sin«,)  in  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Elmn  nhrr  Die  erforderlichen  Hochnungen  sind  im 
einzelnen  fßr  die  Erweiterungeu  des  Herrn  Caspary  durchzuführen,  sowie 
aui  ändere  meri^würdige  Paukte  des  Dreiecks  auszudehnen. 

W.  Fb.  Mete». 


3,  Dafs  in  einem  sphärischen  Dreieck  die  Winkelsumme  gröi'ser  ist  als 

wird  bekanntHdi  onabh&ngig  von  dem  Ajdom  11  des  Enklides  be- 
vieMO.  Und  was  die  ebenen  Dreiecke  betiifft,  so  hat  Saocheri')  gezeigt, 
dalfl  die  Wiakelaiunme  entweder  in  jedem  ^312^  oder  in  jedem  kleiner  «all 
SJB  ist^  ddk  sie  in  keinem  gröfser  ab  2R  sein  kann.  leb  nehme  an,  diJb 
diese  Summe  kleiner  sei  als  2R.  Dann 
können,  wie  f^accheri  naf^hgewiesen  hat^ 
zwoi  gerade  Linien  'm  einander  ttSjmptofisoh 
li^jren.  Von  jedem  Punkte  Iflfst  sich  an  eine 
gerade  Linie  eine  Asymptote  ziehen. 

In  nebenstehender  Figur  soU  eine  in 
dne  Pfeüspitie  endigende  gerade  Linie  eine 
in  der  Bichtong  des  Pfeils  nnendlieh  yer- 
lingerte  Linie  bedeuten. 

Auf  einer  horizontalen  Ebene  GG  (von 
der  Seite  gesehen,  so  dais  die  Ebene  als 
gerade  Linie  erscheint)  nehme  man  einen 
Punkt  3f,  errichte  in  diesem  auf  GG  eine 
Senkrechte  MN.  Ferner  sei  in  der  Ebene 
eui  beliebiges  gleichseitiges  Dreieck  XYZ 
■it  d«m  ißttelpnnkte  M  geaelchnet,  Yon 
welchem  die  Figur  nur  den  einen  Eckpunkt  X 
üigi  In  den  Eckpunkten  A',  1',  Z  errichte 
man  auf  der  Ebene  Senkrechte:  X^,  Y ZC. 
Man  verbinrio  jo  rwei  von  diesen  Linien  durch  eine  Ebene.  Diese  drei 
Ebenen  umschiiefsen  einen  Raum,  den  man  in  der  Euklidischen  Geometrie 
einen  prismatischen  Baum  nennt.  Ich  nenne  diesen  Kaum  den  Trieb ter- 
nnm,  weü  er  unter  den  hier  angenommenen  Yoranssetzungen  der  Nicbt^ 
Boklidisohen  Geometrie  nach  oben  einen  immer  gröfseren  Qnerscbnitt  er- 
hllL  Der  Kantenwinkel  dieses  Bnnms  ist  gleich  dem  Winkel  des  Dreiecks 
Xrz,  also  um  ein  Bestimmtes»  —  a,  kleiner  als  \B. 

Vom  Punkte  M  werden  nn  die  drei  Kanten  des  Trichterranms 
Asymptot<^Ti  gezogen :  MI\  MQ^  MB.  Je  zwei  Asymptoten  werden 
durch  mne  Ebene  verbunden,  wodurch  eine  dreiseitige  körperliche  Ecke 

1)  Oirolamo  Saceheri:  Buklides  ab  omni  naevo  vindieatoi.  Mailand 
1733.  (St&ckel  und  Engel:  die  Theorie  der  Faiallellinien  von  Enklid  bis  auf 
QanCi.) 
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entsteht.  Um  den  Punkt  M  als  Mittelpiüiki  wird  eme  Kugelflikbe  (m 
der  Figur  durch  angedeutet)  mit  dem  Radius  MS  gelegt.  Aus  dieser 
EngelfliclLe  schneidet  die  drnseitige  Ecke  ein  gleichseitiges  sphiriadwg 
Dreieck  herauB,  dessen  Winkel  gleieh  dem  Kantenwinkel  der  dreiaeitigin 
Ecke  ist    Letzterer  Winkel  ist  also  nicht  kleiner  als  |  J?. 

Man  lasse  jetzt  den  Punkt  5^  in  die  Höhe  steigen,  während  die 
Kugelfläche  stets  durch  denselben  geht,  so  dafs  die  Linie  MS^  der  Radius 
der  Kugel,  ins  Unendliche  wächst  Der  Winkel  des  sphH riechen  Dreiecks 
ändert  sich  hierbei  nicht;  er  bleibt  stets  gleich  dem  Kantenwinkel  der  drei- 
flächigen Ecke.  Man  kann  MS  so  wachsen  lassen,  dafs  au  den  Eckpunkten 
des  sphSiiseilMn  Drmeoks,  sowie  in  beliebiger  «ndlicher  Entfetnong  m 
denselben  die  Asymptoten  bdiebig  genau  mit  den  hinten  des  IVichtir 
nnms  vusammenfallen.  Der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks,  gleich  oder 
grSfser  als  J  J?,  wird  also  beliebig  nahe  gleich  dem  Kantenwinkel  das 
TrichtprranTn9,   kleiner  als  |  7?. 

Der  Widersprüch,  welcher  darin  liegt,  dafs  der  Kantenwinkel  des 
Trichterraums  und  derjenige  der  dreiflächigen  Ecke  gleich  und  zugleich 
nicht  gleich  sind,  beweist,  dals  die  Voraussetzungen  der  Nicht-Euklidiscbeo 
Oeometrie  nicht  richtig  nnd,  dafo  die  Winkelsmnme  im  Dreieck  gleich 
2E  ist 

Vorstehender  Beweis  scheint  ToUkommen  einwarf s  frei,  ist  es  sber 
niebt   Wo  liegt  der  Fehler?  W.  VELiwiim. 


8.  Spmbsaal  für  die  Encjklopädie  der  Matheioatiaclien  WiflsenieluAML 

Unter  dimer  Rnbrik  beabsichtigt  die  Redaktion,  VerbesserongSYOzsdillge 

nnd  Ergänzungen  (auch  in  literarischer  Hingeht)  zu  den  erschienenen  Heftön 
der  Encyklopädie  aufzunehmen.  Die  Rodaktion  hofft  vielfach  geaufserten 
Wünschen  zu  entsprechen,  wenn  derartige  Verbesserungen  an  dieser  Stelle 
einen  Bammelpunkt  finden. 

Es  wild  gebeten,  diesbezügliche  Einsendungen  an  das  B^daktionsmitgiied 
Prof.  Dr.  W.  P.  Meyer  in  Königsberg  richten  sn  woUen. 

Die  Redaktion. 


Zu  I  A  5:  Mengenlehre. 

L  8.  190»  Z.  16.  IMe  TeilnMiigen  a»  und  'at  brandien  nicht  sogleich  in  dner 
transfiniten  geordneten  Menge  enthalten  an  sein. 

I.  S.  193,  Z.  7.    Auch  die  Belegungsmenge  von  M  mit  einer  aus  itcei 
Elementen  bestehen      Menge  hat  bereits  btfhere  Mftchtigkeit  bIs  M. 

1.  S,  196,  Z.  10.    Die  Ziffer  0  ist  zu  tilgen. 
„        Z.  16  u.  20.    Lies  (I„  statt  M^. 

„        Z.  23.    Die  Intervalle  dy  genügen  natiirgeinüfs  der  i^edingung, 
dafs  zwischen  je  zweien  von  ihnen  stets  andere  Intervalle  liegen. 
I.  8.  SOI,  Z.  3    Q.  statt  „absSUbare*'  lies  „abzShlbate  tbeiandidite.** 
Königsberg  i.  P.  A.  8oh<emflie8. 
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Zu  I  A  6:  Endliche  disVrete  Gruppen. 

T.  S.  217,  Anm.  Z.  1:  statt  1893  ist  1895  zu  setzen. 

I.  S.  222,  Anm.  III).  „Der  Satz  it>t  implizite  in  N.  H.  Abels  Unter- 
radniogeii  ttber  Oleiohtingett  enthalten**  ist  unsatreffend.  Abel  ndiudert 
die  nadi  ihm  benannten  Gleichungen  nur  anf  eine  Kette  nadi  einander, 
nicht  nebm  einaader  za  lösender  einfacher  solcher  Gleiohiingen.  (lek 
habe  dies  näher  ausgeführt  in  der  in  Ostwalds  Klassikem  endiienenen 
Abel  sehen  Arbeit,  Nr.  III,  S.  47,  48,  Anm.  16.) 

L  S.  222,  Anm.  Iii):  1829  statt  1839.  A.  Lcbwy. 


Zu  I  B  la:  Bationaie  Funktionen  einer  Verftnderlichen; 

ihre  Nullstellen. 

L  S.  239,  vorletzte  Zeile  des  Textes.  Der  Eisensteinsche  Satz  ist  von 
Th.  Schoenemann  in  J.  f.  Math.  40,  S.  188  für  sich  reklamiert  worden. 
Das  dort  angegebene  Zitat  aber  ist  falsch  gedruckt,  es  muXs  Bd.  32, 
S.  93  dieses  Journals  heüsen.  A.  Ikewy. 


Zu  I  0  2:  Arithmetische  Theorie  der  Formen. 

L  S.  593,  Z.  6  V.  o.  wäre  neben  ,,Fundamental^kk^ng''  die  Bezeichnung 
i^Aanüäm$ä9(k6  Otekkmff  nach  Frobenins**  hinsnanAgen. 

Freiburg  i.  B.    A.  Lonnr. 


Zn  I  G  1:  Niedere  Zahlentheorie. 

L  S.  579.  Zu  PtiTsnote  64).  Hier  fehlt:  Jacob  BernouUi  mittels  der 
nach  ihm  benannten  Zahlen  (siehe  über  diese  II  A  3  Nr.  18,  Bd.  II, 
8.  182  ff.). 

An  den  anderen  Stellen:  WahrscheinUchheiisreohnixng  und  Differenzen- 
rechnmig  ist  bereits  auf  n  A  3  hingewissen  worden. 

Königsberg  L  P.    L.  SaalsohOts. 


Zn  n  A  8:  Bestimmte  Integrale. 

IL  S.  183.  Zn  Fulsnote  160).  In  der  Anmerkung  S.  7  f.  meiner  Vorlesungen 
filier  die  BemonUisehen  Zahlen  (Berlin  1893)  habe  ich  bereits  herroT' 
gehoben,  wie  geringen  Anteil  ICoivre  an  der  nadi  ihm  benannten 

Formd  hat. 

IL  8. 183.  ZuFuTsnote  160a).  Hinter  Sterns  Formeln  wfimn  mrirr  vnrkürzten 
Beknrsionsformrln,  Ztsclir.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  37  (1892),  S.  378  (oder 
Vorlps.  S.  39  u.  S  185)  zu  erwähnen.  (Die  1.  Seidelscbe  und  die  ein- 
fachs;to  von  nit  inen  vorkür/.ten  Kekursionsfonnoln  stehen  schon,  wie  ich 
Vor  kuncm  fand,  in  Haabes  Monographie  über  die  Beruouliischen 
Fnnktionen,  siehe  FUSmote  167a).  Sodann  meine  IGttdlnngen  in  den 
Sdwiften  der  Efinigsb.  Phys.  Oek.  Ges.  1893,  8.  [44],  worin  TcrkllKte 
Bekarnonsformeln,  in  denen  Zwiw^engiieder  feUen,  ond  auch  Ans- 
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Wertungen  gewisser  Determkumtm  dnrek  Bemonllische  Zahlen  sich 
finden.  —  Die  Haufsn ersehen  Arbeiten  knüpfen  an  die  Kroneokersche 
Darstellung  der  B.  Z.  f'^.  Fnfsuote  163))  durch  Einheitswiir/.eln  an  m<i 
gelangen  zu  sehr  bemerkeus werten  verkiu"zten  ßekursionsformeln,  welch* 
~  mittels  Änderung  eines  Parameters  —  einerseits  zu  voUstAndigeD 
Beknrdonrform«]!!,  andwereeitB  ni  independenten  DaiFBtdIulgen  d«r  E  2. 
führen. 

n.  S.  184.  Zn  Fnfonote  163).  Unter  ,^denm**  DarsteUnngen  sind  banpt- 

Bftcblicb  independente  zu  verstehen. 

IL  S.  184.  Zu  Pufsnotft  165).  Unter  den  Autoren  für  bestimmte  Integrale 
fehlt  Catalan,  der  sich  vielfach  mit  den  B.  Z.  beschäftigt  hat  meiae 
Vöries.  S.  114— 1  IG). 

II.  ä.  Iä5.  Zu  Ful'snote  lÜ7a).  Hier  fehlt  das  Zitat:  ixaabe,  die  Jacob- 
Bemonllisehe  Funktion,  ZOziidi  1948.  —  Baabe  bat  Ton  ganz  asdenni 
Anagangspiinkt  und  nnabhSngig  von  Kalmst^n  geailieitet  —  An  der 
angegebenen  Stelle  im  J.  f  Math,  stellt  Baabe  einige  bestinuiite 
Integrale  auf,  die  sich  durch  BemooUiBche  Fonktionea  atuweitei 
lassen,  wie  z.  B.: 

J  «       ^    ^  ■in(2jr«) 

0 

(«.(•)  -  ^  Y +(«).  ^  «"-•-(•).  ^     +■•  • 

nach  Hermites  BezeiflmnnffY  —  Vgl.  noch  über  andere  Autoren  anf 
gleichem  Gebiet  (Schlömilch,  Schlüfli,  Cilaisher):  Renfer,  Die  Defiuitionea 
der  Bemoullischen  Funktion,  Bern  1900  luaug.  Diss. 

II.  S.  185.  Zu  Fufsnote  170).  Neue  Beweise  lieferten  Schering,  Math. 
Annalen  Bd.  52  (1900),  S.  171;  J.  0.  Elayver,  ib.  Bd.  53  (1900)» 
S.  591.  —  Im  Text  mnfii  in  der  Gleidning  fBr  Bm  nohts  (^l]ri« 
(statt  (—  iy*'^^Ä,„)  stehen,  wenn  Am  dieselbe  Bedeutung  wie  M  dee 
8.  186  oben  angeführten  Autoren  (Hermite,  Stern,  Lipschitz)  haben 
soll.  —  Übrigens  ist  die  rechte  Seite,  von  m  =  7  an,  j^OSitw,  4a  JB» 
viel  schneller  ah»  0,577  -(-  i  ('2m  -f  l)  wächst. 

II.  S.  186.  Zu  Fufsnote  173).  Bezüglich  der  zahlentheoretischen  Eigen* 
sebaften  der  B.  Z.  bm  noch  (da  ich  in  I  C  8  nidits  darOber  gefoaden 
habe)  anf  die  Anftfttae  von  Enmmer,  J.  t  Math.  Bd.  41  (1869),  8. 366 
und  Stern,  ib.  Bd.  79  (1875),  8.  67,  Bowie  ib.  Bd.  88  (1880),  a85 
(oder  meine  Yoii  §§  19  o.  30)  bingewiesen. 

KSnigsbecg  LP.  '     L.  SaaiiBOHOTa. 
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Vorwort. 


Die  beiden  bis  jetzt  erschitiuenen  Bande  der  dritten  iieihe  des 
Archivs  der  Mathematik  imd  Phjsik  lassen  erkennBn,  wie  weit  es  ge- 
hmgen  ist,  das  Progrunm  zu  Torwirklichen,  welcihM  wir  „Zur  Ein* 
ftthmng^  im  ersten  Bande  dargelegt  hatten. 

Dunk  der  thetkriftigen  Unterstfitgsniig  einer  groÜNu  Beihe  bereit- 
williger  Mitarbeiter  ist  Tieles  eiTeicht  worden,  was  damals  als 
entnbenswertee  Ziel  hingestellt  wurde.  Dafs  nicht  alle  Teile  des 
Programms  gleichmaTsig  zur  AnsfUhmng  gelangt  sind,  bitten  wir  damit 
la  enteckiildigen;  dafii  besttgüche  Arbeiten  leider  noch  nicht  beschafft 
werden  konntro. 

Der  Reichtum  an  Anißiatzen,  die  der  Redaktion  in  entgegen- 
kommender Weise  zur  A  i  rtiigung  gestellt  sind,  hat  es  dagegen  er- 
möglicht, jedes  Dopptlhett  mit  interessanten  Untersuchungen  aus  den 
Terschiedenartifirsten  Gebieten  auszustatten;  und  wenn  auch  mauehe 
Arbeiteu  über  den  vielleicht  etwfis  zu  eni;  ahgemeBseiif  u  i H-»prüngiichen 
Kaiimen  hinausgehen,  so  hat  das  Ganze  gewils  an  Manuigialti^keit  und 
dadurch  an  Anziehungskraft  gewonnen. 

Wir  sagen  den  Herren,  die  uns  in  liebenswürdiger  Weise  durch 
Lieferung  Ton  Beiträgen  unterstützt  oder  durch  einsichtsvollen  Rat  auf 
einzuschlag^de  Wege  liingewiesen  haben,  unseren  verbindlichen  Dank 
imd  geben  nns  der  Koffimng  hin,  dala  sowohl  die  Mathematiker  als 
aoch  die  Physiker  anch  feraerhin  ihre  hilfireicihe  Hand  ans  bieten  werden. 

An  dieser  Stelle  mochten  wir  noch  auf  die  Aufgaben  nnd 
Lehrsätze  der  Vermischten  Mitteilnngen  besonders  hinweisen  und 
an  die  Herren  Dozenten  die  ergebene  Bitte  richten,  die  Studierenden  auf 
dieee  Rubrik  des  Archivs  au&ierkaam  zu  machen. 

Eine  bedeutsame  Erweiterung  des  Archivs  ist  imswisohen,  infolge 
einer  dankenswerten  Anregung  des  Herrn  Alfred  Ackermann -Teubner, 
nach  Verhandlung  mit  der  jüngst  ins  Leben  gerufenen  Berliner 
Mathematischen  Oesellschaft  beschlossen  wuiden.  Die  Mitteilungen 
derselben  werden  als  selbständig  ])aginierter  Anhang  der  einzelnen 
Hefte  erscheinen.  Der  vorliegende  Band  bringt  die  Berichte  über  die 
drei  ersten  Sitzungen  der  Gesellschaft. 

Von  der  Mitteilung  der  Preisfragen  von  Akademien  und  gelehrten 
Gesellschaften  wollen  wir  in  Zukunft  absehen,  nachdem  der  Jahres- 
bericht  der  Deutschen  Hathematiker-Yereinigung  dieselben  in 
tein  Programm  ankommen  hat. 

£.  Lampe.   W.  F.  Iftejer.  £.  Jahnke. 
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Uber  Sxeisdt  welcke  Kegelschnitte  doppelt  berühren. 


Von  Rudolf  Scblssler  in  Graz. 
(IGt  9  Figwwtafeln.) 

L 

Die  Beziehnngeu,  welche  zwigchen  Kegelschnitten  und  den  sie 
doppelt  berührenden  Kreisen  bestehen,  bat  Steiner  in  seiueu  Abhand- 
iongen  Elementare  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  und  über 
einige  damit  in  Beziehung  stehende  Eigenschaften  der  Kegelschnitte"^) 
und  „Über  einige  neue  Bestimmungsarten  der  Kurven  zweiter  Ordnung 
nebst  daraus  folgenden  neuen  Eigenschaften  derselben  Kurven"^)  aiu- 
f&hrlich  erörtert,  aber  fast  alle  Sätze  ohne  Beweis  mitgeteilt.  Diese 
sämtlichen  Beweise  liefert  Fiedler  in  seiner  Abhandlung  „Über  die 
Durchdringung  gleichseitiger  Rotationshyperboloide  von  parallelen 
Achsen^ indem  er  nach  den  Grundsätzen  seiner  Gyklographie  dnrch 
iSomliehe  Bebachtnng  alle  Eigenschaften  ableitet.  Anch  alle  anderen 
mir  bekaimieii^)  Arbeiten,  welche  sich  mit  darauf  besOglichen  Ph>blemen 
bflschiftigcn,  stQiMn  sich  auf  lanmliche  Betnichtiingen;  so  idst  z.  B. 
Kiemlschik  in  seiner  Abhandlung  ^Über  die.  Konstruktion  der 
tillander  eingeschriebenen  Linien  zweiter  Ordnung'^  ^)  die  Aufgaben, 
Kreise  za  bestimmen,  welche  einen  Kegelschnitt  doppelt  berühren, 
sowie  Kegelschnitte  zu  bestimmen,  welche  Kreise  oder  Kegelschnitte 
doppelt  berflhren,  dnrch  Projektion  ebener  Schnitte  Ton  RotationsflSohen 
zweiten  Grades. 

Die  meisten  dieser  Aufgaben  lassen  sich  aiu  Li  rein  ])laiiimetriscli 
bebandeln  nnd  zwar,  wie  gezeigt  werden  soll,  ganz  elementar  nur  mit 
Zugriiuii^'iegung  der  einfachen  Iii » iuipiinkt^»eigeuscbaftpn  der  Kegel- 
schnitte, weiche  in  den  meisten  Lehrbüchern  bewiesen  sind 

1}  Steiners  Getammelte  Werke  II,  389—420. 
^  Steiners  GeMunmelte  Werke  II,  446—468. 
S)  Acta  mathematica  6,  Sftl**>408. 

4)  Vgl,  die  Anmerkung  am  Schlafs  drr  Arl>t'It 

5;  Sitznngsbcr.  d.  k.  Akad.  d.  Wim.  Wien:  67  (Mftn  1878),  68  (Nov.  und  Des. 

1878).  71  .M;ir<  18751 
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Diese   planiinetriflche  Behandliing   geht   von  folgenden  m 

Säteen  aus: 

la)  Der  Ahnlichkeitskreis  Mweier  einen  Kegelschnitt  dopjxlt  k- 
fUhrmäer  Kreise  tremd  die  Brennpunkte  karmomsdt  {sehneidet  den  Erm 
über  de»  Brennpunkten  rechiwinldig),  wenn  die  Kreimittdpunkte  auf  der 
EjaupUxdtse  Uegen^  oder 

b)  giM  durdi  die  Brenmpmnkte^  ufenn  die  Kreimitt^punkte  auf  iet 
NAenadise  Uegen, 

n.  Die  ChordcHe  steeier  cbppeU  herukrender  Kreise^  deren  WttA- 
punkte  auf  derselben  KegdsehnUteachse  liegen,  ist  paraßd  eu  den  Be- 
ritkrxingssehnen  mit  dem  KtgelsdmiUe  und  jfeidiweit  von  ihnen  entfemtS) 

Da  der  elementare  BeweiB  dieser  Sttse  Ton  den  Brampunkto- 
eigenschaften  aiisc^elien  soll,  mulis  er  für  EUipse,  Hyperbel  und  Parabel 
getrennt  gefiikrt  werden. 

A.  Ellipse. 

1.  Mitkiimnläe  der  Ho  hJh  tingshirisc  auf  der  Krhi  Havhsf\  L»»f?t 
mau  durch  einen  Punkt  p  der  Kurve  iird  die  iireunpunkt^  ff^  eiüeii 
Kreis,  so  schneidet  er  die  Nebenachse  in  zwei  J'uukten  t  und  o,  wplrhp 
mit  p  verbunden  die  Tangente  und  Normale  der  Ellipse  in  p  liefern. 
o  ist  dann  der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher  die  Ellipse  in  p  und  in 
dem  zur  Nebenachse  symmetrischen  Punkte  jp'  berührt.  Fällt  man  von 
einem  Brennpunkte  f  auf  die  Tangente  die  Normale,  so  hat  der  Foit' 
punkt  d  derselben  vom  Mittelpunkte  m  der  Ellipse  die  Entfernung  a 
(grofse  Halbachse),  und  es  folgt  ans  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  pef 
und  dmf  (Fig.  1) 

po  :  of  =  ö  m  :      ,    d.  h.    r  :  of  =  a  :  e, 

der  Radius  eines  doppelt  berührenden  Kreises  steht  rar  Entfeniaiig 
seines  Mittelpunktes  yon  den  Brennpunkten  in  einem  konstanten  Ter- 
haltniwse  (a :  e).*) 

1)  Dies  ist  ein  besonder»  Fall  des  aUgemcinen ,  projektivisch  leicht  zu  er- 
weiHcnclcn  Satzj's:  Wenn  ein  veränderlicher  Kegebchnitt  zwei  feste  C\  doppelt 
berührt,  ^'t^lu  ii  ili>'  ncrnhnnipsselinen  durch  eine  Oing'onalf rko  x  des  Basi^nf'' 
ecken  th-r  beiden  (     und  «iud  harmoniHcb  kunju^it  rt  zu  den  durch  X  gebendeix 
gemeinsaiuen  Sekanten  der  beiden  C\.    (Steiner,  11,  472.) 

2)  Nebenbei  ist  dies  ein  elementarer  Beweis  für  folgende  Konstruktion  eiiKs 
B^hrnngakreiBes  bei  gegebenem  Htttelpnnkte  o  auf  der  Nebenachee: 
bindongalinie  of  sehnetdet  die  Tangenten  in  den  Sebeitefat  der  Haaptaeiiia  in 
Punkten  de»  genuchten  doppelt  berührenden  Kreises.  (Pelz:  „Beiträge  zur  Bfr- 
ätiiiuining  der  Selbst-  und  Schlagschattengrcnze  von  bei  Centralbeleiichteng^* 
27.  Jahresber.  d.  L.  0.  llealschule  in  Qras,  7.) 
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Fflr  sw«i  doppdlt  bertthiende  Kreise  K^Kg  stehen  die  Entfemuigeii 
man  Brampimktes  TOn  den  EreismittelpQnkten  im  gleioben  VerlialfaiiB 
wie  die  Krasradien  (pifia^f'^riir^.  Da  nim  der  Ahnliebkeitskreis 
Ton  ^ijE^  d.  L  der  Kreis^  welcher  den  inneien  und  SnTseren  Ähnlich- 
kntspnnkt  m  Endpunkten  eines  Darchmessers  hat,  alle  Ptankte  ent- 
hllt^  deren  Entfernungen  Ton  dem  Ereisnuttelpnnkten  OjO,  sich  wie  die 
Bedien  rerhalten,  so  liegen  die  Brennpunkte  auf  den  Ahnlichkeits- 
kraisen  aller  Ftore  Ton  doppeltberOhrenden  Sreisen,  die  ihre  Mittel-' 
punkte  auf  der  Nebenachse  haben.*)  Oder  der  Winkel  der  ron  o,  und 
0,  nach  einem  Brennpunkte  gerichteten  Strahlen  hat  Halbiernngsstrahlen, 
welche  durch  die  Aliiilichkeitspunkto  Ton  Ä",  Ä'j  gehen. 

Die  BorLihriingssehne  pp'  des  Kreises  A'  mit  dem  Mittelpunkte  o 
tmd  der  Ellipse  schneidet  die  Nebenacbse  im  Funkte  sc  (-t  ig.  1 ).  Dann 
ist  Of^  —  ox  '  otf  op^om  ot,   und  durch   Division   der  beiden 

Glsichimflen  erhalt  man  ~  =  ^  =  ^  oder  —  =  "  "7  ^  =  -i  %  d.  h. 

die  Abstände  der  Berühnmgssehne  und  des  ziicrehörier^n  K  i  cisiiiittel- 
pimktes  vom  Ellipsf^nni if trlpiinkte  m  haben  em  konstautrs  \'.^ihiiltni8. 
Daraus  folgt  weiter:  Seimtnden  die  zu  drei  Mittelpunkten  OjOjOj  ge- 
hörigen Berührungssehneu  die  Nebenachse  in  den  Punkten  iTjTr^n'g,  so 
ist  0,0, :  OjO,  =  ÄjjTj :  «jji^;  insbesondere  mufs  die  zum  Halbierungs- 
pnnkte  o  von  o^Of  gehörige  Berühnmgssehne  in  der  Mitte  zwischen 
den  ZQ  0|  *jmd     gehörigen  Berflhrungssehnen  liegen. 

Für  swei  Hittelpnnkte  o,0|  auf  der  Nehenachse  hahen  die  doppelt 

berührenden  Kreise  die  Radien  —  ^  Oif  =  ^  ]/o,iii"  +  und  ~  o^f 
»^y^iP  +  e*.  Die  Chordale  dieser  Kreise  schneide  die  Nebenachse 

im  Punkte  h  (Fig.  2),  dann  ist  ho\  —  AoJ  «=  rj  —  rj  =  ^(ö~»i*  —  u^m^) 
oder  (Äo,  -|-  ho^Qio^  —  ho^)  =-     {o^m  -|-  Ogw)(o,wi  —  o^m).  Ist  a  der 

HaLbierungspuukt  von  a^o^,  so  folgt  2  -  hat'  OjO^  ~  ^ '  ^  '      *  ^t^f 

oder  ha :  mm  —  a^t^,  d.  h.  die  Chordale  ist  die  sn  s>  gehörige  Be- 
rühmogssehne,  und  weil  m  der  Halbiemngsponkt  Ton  o,  o,  ist^  mnls  die 
Chordale  in  der  Mitte  der  an  o,  und  gehörigen  BerOhrongssehnen 
liegen,  oder  die  Berfihnmgsponkte  zweier  doppelt  herfihrMder  Kreise 
mit  einer  Ellipse  haben  Ton  der  Choidale  der  beiden  Kreise  gleiche 
Entfemnug. 

1)  Steiner:  Oes.  Werke  0,  8.  897  nnd  45S. 

S)  Vec^l.  Pels:  ^CSonstructioii  der  Azen  einer  fiUipte  ans  8  eQ^jngierten 
Diametem''  (ß.  Progtamm  d.  8t  Realiehnle  in  Taschen  1876). 

!• 
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Für  solche  Pnnkte  PiP[PiJK  zwf  i*  i  Kreise,  welche  von  deren 
Chordaie  gleiche  Entfernnfr  besitzen,  gelten  bekaiiutlich  eine  Reihe  mr 
Beziehungen.  Nennt  man  wie  früher  die  Verbindungslinien  zweier 
Punkte  desBelbeu  Kreises  Berühnrngssehnen  und  die  yerschiedencr 
Kreise  (z.  B.  PiP^  WechselsehneTi ,  so  kann  man  diese  Beziehnngen 
folgend  aussprechen:  Auf  Wechselsehnen  werden  von  beiden  Kreisen 
gleiche  Stücke  abgeschnitteai');  die  Endpunkte  der  Wechselsehopn 
haben  Tom  HaLbierangspnnkto  o  d€fr  beiden  Eieismittelpunkte  gleiche 
Entfemung.^  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  der  WeeheeMiuD 
ichneiden  sich  im  Ähnlichkeitekieis;  die  beiden  Schnittponkte  dsr 
Tangenten  in  den  Endpunkten  der  BerflhmngMehnen  sind  haimoniKh 
konjugiert  snm  Ahnlichkeitskreis.*) 

Man  Icsjm  auch  direkt  aus  den  Brennpunktseigenschaften  ableitoi, 
dafs  diese  Besiehungen  för  die  Berührungspunkte  zweier  doppelt  be- 
rührender Kreise  gelten,  und  daraus  den  Sehlufs  ziehen^  dafs  die  Chor 
dale  in  der  Mitte  der  Berfihrungssehnen  li^^ 

Um  z.  B.  zu  beweisen,  daJs  die  Endpunkte  der  Wechselsehnen 
Tom  nalbierun<j:s|tuiikt'  o  dor  Strecke  u^o^  gleich  weit  abstehen,  zeigt 
man,  dafs  der  Hali^ienmgspunkt  h'  einer  Wechselsehne  mit  w  vpt- 
bunden  eine  Normale  zur  Wechselsehne  liefert.  Zu  dieseni  Zweck»^ 
sucht  man  zuerst  rmon  Ansdrnck  flir  die  Länge  der  Horührniigssehnp:  ' 
i^lit  man  in  Fig.  1  dje  iSurmale  ou  von  o  aoi'  den  Hadiusvektor  f^Pf  so  ist 

  Aopttf^  Aofm;  ^ 

i)  Aus  <lt'i  nhordaleni')t;<'n8cbaft  h'p^  ■  h'q^  =  h'p^    h'q^  folgt  (Fig.  3)  weg^-n 
h'}\  —  /)'//.  ;iii<  h  h'q^  —  h'q^  und  die  OltMchhoit  (Vr  Streckfn  j»,  «y,  uud  p,q.: 
die  MiLteu  d^,       dersolben  von  h'  ^Ht'ichwt'it  cntrcnit  «ind,  so  <?ebl  die  NuriuAlr  | 
aul'  die  VVechselsehne  iu  h'  durch  a>,  deu  Halbieruugspirnkt  vou  o^o^  und  es  ist 

8)  W&Ut  man  insbesoiulere  als  «Imu  der  BerObnuigdcreise  den  der  EUtpie 
umgeschriebenen  Kreis,  so  folgt  daraus:  Schneidet  die  Nwoude  eines  Punkte«  f 

die  Nebenacbse  im  Punkte  o,  ho  liegt  der  Mittelpunkt  eines  &eises  durch  pvmä 
die  Scheitel  der  grofsen  Achse  in  dt-r  Mitte  zwisflion  o  xim\  m   siehe  Pelz:  ..Zm 
wissenschaftl.  Behandig.  d.  Axonometrie''  dl.  Bd.  d.  Sitzb.  d.  K.  Akad.  d.  Wisf> 
3)  In  Fig.  8  sind 

A|)jar4  ~  Ao,j?, (ij,    daher   xp^  :  :  p^d^t 

femer  I 
Af>^:c|     AOfPfdfy  daher  xp^  :     «=»      t  pi^d^ ,  i 

und  wegen 

J>kdi  "»  Ptd^   ist        :     —  xpg  :  r,   oder  xp^  :  xp,  »  r,  :        xo^  :  x«,  i 

d.  k.  X  liegt  im  Ähnlichkeitskreis,    Zeichnet  man  in  PiPlp,pi  die  Tan^TPote* 
80  zeigt  Fig.  4:  Wt>nn  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  der  Wechselsehutn  sich  ^ 
auf  K.i  srhnpidcii.  müssen  dip  Srhnittpunkte  um'  der  aar  Centraliinio  Bjnun^txi- 
schen  Tangenten  zu  Ks  harmonisch  koujugiert  sein. 
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daiTOB  folgt 

pa^a  und  oa  —  om-'- 

Xun  ist 

op*  =  pn*  +  0«'    j>a*  +  Oft*  =  a*  4-  om'-y , 

imd  wegen 


oir  «• 


ist 

I»«'  ~     —  o»r  I ^4  ~  ^)  ^  ^  ' 
Dum  ist  für  zwei  Kurvenpuukte  j^iPi- 

j)^  z'l  =      (owj  -  oml) 

oder 

~  (öj^i  4-  Os:r2)(w3ri  —  mir^).^) 

FaHt  man  (Fig.  5)  yom  Halbieningspunkte  h'  der  Weehselsehne 
PiPi  auf  die  Nebenachte  eine  Normale,  so  iat  der  Fa&ptinkt  h  der 
Hftlbienmgepnnkt  toh  die  Normale  toh  auf  die  Berfllinmga- 
sebne  admeide  diese  in  d,  dann  kann  man  obige  Gleidiimg  in 
der  Form  aduwiben: 

2hh'  ■  Pfd  =  2ath  ■  n^x^  =  2oh  •  p^^ä    oder         =  ^ , 

d,  h.  die  Dreiecke  lohh'  und  P^^Pi  sind  almlich,  imtl  <iaher  ist  g)/*' 
normal  zu  /'iPtf  woraus  unmittelbar  folgt,  dais  api  —  ap^  ist.^) 


1)  liui  kann  dies  a&cb  anden  beweisea:  Wegen  on  •  mt="-fmo  •  ml  »  a* 

iüt  j>7c*  »      .  3v<     3ro(s»t  —  mn)  —  o*  —  o«  •  mir{  daher  ist  /)] t,*  —     tt^ ' 
—  0,«,  •  mx,  ^  (o,ir,  -|-  ^*s)        —         ^na  o^«,  * 

III  0,7t,  fc* 

0, :r,  •  mn,  sind  i/leah  weiren    '   '       *  »_  . 
•  ■         '  ^      »/rr,      mit,  rt' 

8}  Mali  kann  dies  auch  direkt  zeigen,  denn  der  Ausdruck  »p^*M^  p^M^'  mnt^ 

*  a'  l-o^m'  +  <»*i'  sich  durch  HinsufOgen  toh  mh  -  «t»t  ^ 

J  .o,  n^  -\-  0,»,)  (wffj  —  Wegnahme  von  ^  (ojfj  -f  "'^t)  C""*"!  —  = 

•A  •  x^  3r,  auf  die  Form  bringen 

welche  oageftiidert  bleibt,  wenn  mau  p,  mit  vertauscht. 
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Oder  man  kann  direkt  beweisen,  dab  sich  die  Tangenten  sweur 
Knrvenpunkte  pj>^  im  Ähnlidikeitekreb  der  bu  und  gehörtgen 
BerQlinzngskreiBe  schneiden:  Der  Schnittpunkt  x  der  Tangenten  in  jp| 
und  (Fig.  6)  liegt  auf  dem  za  p^p^  konjugierten  Durchmesser  xm, 
welcher  also  pj)^  in  ^  halbiert.  Da  somit  pi  und  von  diesem  Dudi' 
messer  gleiche  Entfernung  haben,  sind  die  Dreiecke  mxpi  und  mxp^ 
iuhaltBgleicli;  und  es  ist 

xpi '     =^  :cp^  ■  li^   oder   xp^ :  xp^        i  h^. 

Anderseits  ist  ^  md  •  cos^  »  a  •  cosf»  und  a^p^ »  a :  cos^,  weil  der 
Radius  des  Berühnmgskieises  auf  einen  RadiusTektor  projiziert  die 
grolise  Halbachse  giebt  (Fig.  1);  also     *  OiP^^  «  a'  —  Ag  -  o^p^  oder 

Ä,  :     -  o^p^ :  Oipi    luid    xpi  :  xp^  —  o^^p^  :  o^p^^ 

d.  b.  o:  liegt  im  Ahnlichkeitskreis  der  1«  iden  Berührungskreise.  (£s  ist 
auch  Winkel  p^xo^  —  Pt^^ti  ^^^^  Halbiemngsstrahlen  des  Winkels 
zweier  Tangenten  und  der  nach  den  Mittelpunkten  der  sugehdrigen  Be> 
rOhrungskreise  gerichteten  Strahlen  sind  identisch  und  gehen  durch  die 
Schnittpunkte  des  zugehörigen  Ahnlichkeitskreises  mit  der  Nebenacfase.) 

2*  Milidpunkk  der  Beruhfungdsreise  anif  der  Baiuptaehse.  Stfttrt 
man  sich  auf  die  bereits  abgeleiteten  Resultate,  so  ist  (Fig.  7)  op-.on 

—  m«' :  mn  =  ft* :  «*  und  wegen  op  -  on^of  •  of^  ist  op^ :  of  •  of^  =  ft*:e*. 

Diese  Relation  kann  man  auch  leicht  aus  der  bekannten  Kon- 
struktion einer  Kurvennormale  mit  Hilfe  der  konzentrischen  Kreise 
mit  den  I^idieu  a.h,  a     h  herleiten:  (Fig.  8)  op  '.  pn^  =  h  :  a,  npipn, 

—  a  :  h  f  also  o p  :  iip  =     :     und  op  :  un  —     :  (a'  —  i**)  =  6^  :  e-,  woraas 

wie  Mher  rv^F  — ^>  d.  h.  das  Verhältnis  des  Radius  eines  Be- 

rOhrungskieises  und  der  durch  dessen  Hittelpunkt  gehenden  kOrsestoi 
Sehne  des  Brennkreises  ist  konstant  »  5 :  e.^) 

Hat  man  nun  zwei  Kreismittelpunkte  o^o,  auf  der  Hauptachse 

(welche   für  reelle   Kreise   innerhalb   der  Bremipmikte  fingenonimen 

werdef!  inüsHenY  so  i>t  i  Firr  V^il    ^\f\  •  V'hf '  "it\  -  '^i  • 

was  zu  einer  eiuiiu  lieii  ivonstruktion  der  Ähnlirhkeitspunkte  >j,Sj  der 
beiden  Herührungskreise  führt.  Dieselbe  zeigt  unmittelbar,  dai's  5  und 
8^  harmonisch  koiyugiert  sind  bezüglich  des  Brennkreises  K^J) 

l')  Pteiner«  (ies.  Werke  II,  394.  Man  kann  diea  auch  so  ausspreclu^n  F'lr 
alle  «loppelt  berührenden  Kreise  mit  den  Centreu  auf  der  Hauptach$:e  Kilden  -Ii- 
h^ndpunkte  der  zur  Hauptachse  normalen  Radien  ein)>  KUipae,  welche  die  Euo- 
pimkte  der  H^ieiiadue  and  die  Brennpiuikte  der  gegebenen  Ellipse  als  Scheifed 
besitst.   Der  Sats  gilt  noch  allgemeiner  (Steiaer,  U,  408  n.  ff.). 

8)  Steiners  Oes.  Werke  11«  899. 
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Dis  wmteren  Betraebtaiigeii  sind  analog  den  frfilierany  wie  ja  schon 
daiana  herroigeht,  dafo  die  Radien  der  zn  einem  Knirenpunkte  ge> 
hörigen  Kreise  mit  den  Mittelpmikien  in  der  Hanpi-  oder  Nebenadue 
in  einem  konstanten  TerhSltnisse  (5*:  a*)  stehen.')  Zieht  man  (Fig.  7) 
die  Bertthmngssehne,  so  ist  mo :  Jfi«  =  mn :  nar' :  d.  L  die  Ent- 
ÜBramigen  des  Enrvenoenfaninis  vom  Mittelpunkte  eines  ECreises  nnd 
Ton  der  zugehörigen  Berührungssehne  stehen  in  einem  konstanten  Ver- 
hältnißse.  Daraus  folgte  dafs,  wenn  o','g>'  ==  a'o^,  ist,  die  zu  fl[  co'o^  als 
Kreismittelpunkten  gehörigen  Berühruiigssehnen  äquidistant  sind  (Fig.  5), 
und  auch  mm'  :  hh'  =  :  a';  nun  wurde  früher  bewiesen,  dals  om  :  coh 
^  r  :       daher  liegt  a'  auf  der  Geraden  w/?',  d.h.  m'h'  ist  nonnal  zu 

oder  oj';),  =  ca'p^,  woraus  ff>li^t,  dafs  die  Chordale  der  ßeriümmgs- 
kreuse  m  der  Mitte  der  BerüJiruiiij;s^t>}inen  liegt. 

Dies  lüfst  sich  auch  direkt  beweisen:  ^cimeidet  die  Chordale  zweier 
doppelt  berührender  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  0|  und  die  Haupt- 
sdue  in  h  (Fig.  10),  so  ist 

ÄoJ  -  Afl}  -  r«  -  rj  =  ^*(o;  -  <y|)  =  ^.'(rnoj  -  iwof) 

oder 

(ho^  4-  Äow)  (ho,  —  ÄOs)  =  Ii  (tnom  -f  mo,)  (mo^  —  mo,) 

oder 

o^Cif'2hm^^  OiO^'2mm,  d.h.  ftoimoi oder  hm:mm*»a*:^, 

daher  ist  die  Chordale  die  za  o  gehörige  Bertthmngssehne  und  liegt 
slio  in  der  Mitte  der  zn  Oj  und     gehörigen  Berfihmngssehnen. 

B.  Hyperbel, 

Man  kann  alle  Beweise  analog,  wie  bei  der  Elli])se,  durchführen 
und  brancht  nur  denselben  Text  auf  die  entsprechend  geänderten 
Figuren  (1  a,  7  a)  zu  beziehen.  Doch  können  bei  der  Hyperbel  die 
beiden  Sitee  I  und  U  auch  mit  BenntEung  der  Asymptoten  abgeleitet 
werden. 

1,  MiUetpuMe  auf  der  Nebenadae,  Soll  fUr  den  Mittelpunkt  o 
der  Kebenachse  der  BerOhrungskreis  konstruiert  werden,  so  Mit  man 
(Fig.  11)  Ton  o  anf  die  beiden  Asymptoten  die  Normalen;  die  Fuls- 
pnnkte  66'  derselben  geben  die  Berflhrongssehne,  welche  die  Hyperbel  in 
den  Berfihningspunkten  jip'  schneidet;  dabei  ist  dp  •  dp'  »  a'  »  dl  •  dl', 


1)  OanMii  folgt  z.  B.,  dafa  fOr  BerilhningafcrBiaa  nit  dem  (Mrvm  auf  der 
baptadiae  die  Phgekläoii  dei  fiadina  anf  einen  angehMgen  Badinsveklor  ^eieh 
dan  JKrtmniiiigaradiiia  dea  Sehaitala  der  grofaen  Achae  iat 
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also  dl  ^  dV  ^  a,  d.  1l  jeder  die  Hyperbel  doppelt  bertthrende  Krai^ 
denen  MitteLpankfe  m  der  Nebenadue  liegl^  ecbneidet  auf  den  Ajymp- 
toten  Sehnen  aoB,  gleieh  der  reellen  Acbae  der  Hjperbd.  Nim  iai 
0$ lom^  eoBip  =  a:e\  also  o^:a»om:e,  daher  Aodl''^  Ao»/*, 
und  riof  —a:e  d.  h.  der  Baditis  etnee  Berfibrangakreisee  und  de» 
konientrieeben  Kreiaes  dureh  die  Brampnnkte  ateben  itn  konatuitni 
Verhältnisse  a  :  e. 

Für  zwei  doppelt  berührende  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  o^o, 
ist  daher  r^  :  o^f  =  :  o^f  oder  '  =  o^f :  oj'  d.  Ii.  die  Brennpunkte 
liegen  im  Ahnliehkpitskrpise  der  beiden  Berührungskreise. 

Schneidet  die  Berührungssehne  die  Nebenachse  in      so  ist 

-5=«coBep=     M,   daher   — ■»C0B*g>=»--    und    — = 

d.  k  daa  TerbSUnia  der  Entfernungen  dea  Mittelpunktea  dea  BerObruagi- 
kieiaea  und  der  BerQbnmgsaehne  vom  Hyperbelmittelpunkte  Ist  kon- 
stan<>  inabeaondere  gehören  zu  drei  Squidiatanten  Mittelpunkten  drei 
Squidiatante  Berfibrungssebnen. 

Zeichnet  num  zwei  BerObrungakreiae  und  fiUlt  Tom  HalbienmgB- 
punkte  m  ihrer  Mittelpunkte  die  Normale  mh'  auf  eine  Aeymptote,  so 
liegt  (vergl.  Fig.  3)  h'  auf  der  Chordale  der  firmae  (weil  auf  der 
Asymptote  gleiche  Sehnen  ausgeschnitten  werden)  und  auf  der  zu  a 
gehörigen  BerüLrungsseline;  also  liegt  die  Chordale  der  Kieise  lu  der 
Mitte  ihrer  Berührungssekuen  mit  der  Hyperbel. 

2.  ^fH^dpunkte  auf  der  Hauptachse.  Zur  Bestimmuug  der  H«^ 
rülirungspiinkte  pp'  bei  gegebenem  Mittelpuuitte  o  auf  der  Haiiptarli«^ 
filllt  mau  (Fig.  12)  von  "  die  Xormalen  auf  die  kt^-iden  Asymptokn: 
die  Verbindungslinie  ilirer  Fiirs[)unkte  Öd'  ist  die  Berühriuagssehue, 
weiche  die  Hyperbel  in  den  gesuchten  Berührungspunkten  pp'  schneidet, 
80  dafs  jid  •  pÖ'  dp  •  dp'  ~  1/  ist,  d.  b.  die  Tangente  von  S  an  den 
gesuchten  Berührungskrein  K  ist  gleich  der  ideellen  Halbachse.  Jeder 
Berühmngskreis  mit  dem  Mittelpunkt  o  in  der  Hauptachse  schneidet, 
einen  Kreia  mit  dem  Radius  b,  dessen  Mitteliumkt  der  FuTspunict  der 
Normale  Ton  o  auf  eine  Asymptote  iat,  rechtwinklig. 

1)  NelM3nb«i  läfst  sich  hienms  folgender  Satz  eiiifaeh  beweisen:  Fällt  mao 
(Fig.  1  a)  von  o  auf  einen  Badiuavektor  des  BerOhntngspanktei  p  die  Nonnale  o«« 

Bo  ist  wie  bei  der  Ellipse  p«  ^  a  (wegen  Aottpr^Aomf),  und  o«    ~  -  a«,  d.L 

aber  nach  obiger  Gleichung  auch  die  Entfemong  des  Mittelpunktes  o  vod  ds 
Asymptoten,  d.  h.  le^  maai  an  den  die  Asymptoten  b«!ilhrendett  Kreif  mit  dem 
Mittelpunkte  o  die  Tangentm  ans  den  Bronnponkten,  so  schneiden  sieb  diese  ia 
dea  Folqiiinkten  d«r  von  o  an  die  Kurve  gesogenen  Nonnalen. 


i 
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Legt  man  Ton  o  an  den  Brennkreis  eine  Tangente  or,  so  ist 
Ao^l'^  Aomt  wegen  od  :  om  =^  s>m  (f  ^  h  :  e  =^  dt :  mr;  daher  ist  auch 
oi:oT  ^  h  :  f.  d.  h.  r  '.'}/<*( ■  of^  ^  h  :  e:  der  Radius  eines  Beriihrunvjs 
krt'iges  und  des  konzentrischen,  welcher  den  Brennkreis  normal  schneidet^ 
haben  ein  konstantes  Verhältnis  r  :  M  —  b  :  e . 

Für  zwei  doppelt  berührende  Kreise  KiK^  mit  dea  Mittelpunkten 
a^  und  Terbaiten  sich  deren  Radien  wie  die  Tangenten  von  und 
0^  an  dea  Brennkreis.  Die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  und  o,, 
welche  den  Brennkreis  normal  schneiden,  halteu  daher  denselben 
Abnückkeitskreis  K,  wie  und  Jl^;  dieser  Kreis  iC«  wird  also  auch 
dm  Brennkreis  nomud  schneiden,  oder  die  Ähnlichkeitspiinkte  der 
beiden  BerObrungskieise  sind  barmonisch  koiyngiert  sn  den  Brenn- 
punkten.') 

Schneidet  die  Berfibrongssebne  eines  Kreises  die  Hauptachse  in  x, 

so  ist  (Fig.  12)  od  :  om  =  sin^  und  oxzoS  »  sin  9  daher  ox :  om 

=»  sin* 9  =  ,  oder  ma  :  wiö  =  a* :  c-,  das  Verhaltnib  der  Entfernungen 

des  Kreismittelpiuiktes  nnd  der  BerObrangssebne  TOm  Hyperbeloentmm 
ist  konstant 

Zeichnet  man  zwei  BerBbrnngskrelae  nnd  faUt  vom  Halbierongs* 
imnkte  n  ibrer  Mittelpunkte  die  Nonnale  9h*  anf  eine  Asymptote,  so 
sind  ^Fig.  14)  die  Tangenten  toh  k'  an  die  beiden  Kreise  JTj  nnd 
gleich*),  also  h'h  die  Ohoidale,  welche  tob  den  doieb  d^d^  gehenden 
fierahnmgBsebnea  der  Kreise  KiK^  mit  der  Hyperbel  gleiche  Ent- 
fernung hat 

C.  ParabeL 

Fflr  einen  Fnnkt  0  der  Achse  als  Mittelpunkt  bestimmt  sich  der 
Betflhrangskreis  ans  den  bekannten  Eigenschaften,  dals  die  Subnomale 
gleich  dem  Parameter  q  (Entfernung  des  Brennpunktes  Ton  der  Leit- 
linie) ist  und  der  Berfibmngspunkt  p  dieselbe  Entfernung  9  rom  Brenn- 
punkte hat  wie  0.  Daher  ist  auch  TFig.  lö)  (^^})^  i\  ]/7'2di  and 
»^:ri^dj;d,j  daher  ist  /'  für  irgend  zwei  Berükrungskreise  der 

I)  Ans  Fig.  18  ist  eraichUich,  dafs  fflr  zwei  Kreise,  welche  einen  dritten 
iMffiiial  selmeidea,  die  ÄhnUdikeitspiuikte  hannonisch  koiQiigiert  bu       sind;  denn 
1 1,  S  4  und  1  2,  8  4  schneiden  «ich  in  xwei  sn       barmoniich  koiqngiertea 

Ftankten  9^  nnd  1^;  a,  ist  aber  innerer  VhnlichkeiUpuukt  der  ge)^b*'ti*'ti  Kreise, 
weil  0,  l '  pazmllel  o,  2  ist  (a,  als  Basiswinkel  in  einem  gleichf5€h«MikHfffin 

Dreierk"'.  or,  ~=      nh  Pcriphpripwnnkel);  ebenso  int      IVtif«pr^r  Ahnliflik«'it.s])uukt 
2:  Ihvht  Tiian  A',  und  fi,  iiiii  tah',  bis       mit  tf,  Jtur  heckuii^'  komuit,  sn  ist 
die  Ae^mptot*;  A  Chordale  von  K^  nnd  (Ä,),  ahK)  sind  die  Tangenten  von  h'  an 
K^  nad  (JT,)  nnd  daher  auch  an  J\\  ^deich. 
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Mittelpunkt  des  Abnlichkeitskreisefi^),  d.  h.  die  Abnlichkeitspankte  aller 
mögiichen  Paare  TOn  BerühnrngskreiBea  liegen  symmetriich  sun  Braut- 
punkte  (Bind  hannoniech  koi^ngiert  beBflgUcli  dee  endlichen  uid  iu- 
endlieh  fem  liegenden  Brennponktoe). 

DaSk  die  Entfernung  der  Ereismittelpnnkte  yon  den  Berfilmiigp- 
sehnen  konstant  (gleich  dem  Panmeter  q)  ist,  wurde  schon  erwihni 
Entsprechen  (Fig.  15)  den  Sieismittelpunkten  0^0^  die  Berflhrangspunkie 
pjh^  der  Parabel  mit  den  Koordinaten  t/iy^,  so  ist     —    »  29(dj  -  6^) 

oder  {y^  —  y,) :  (dj  —  d,)  =    ;  ist  k'  der  Halbierungspunkt 

der  Wechselsehne  m  der  Halbiemngspunkt  von  a^o^f  dann  ngt 
die  Gleichung,  daJb  tg«  tg/3  oder  mW  normal  zn  ist,  d.  L  P| 
und  haben  von  m  gleiche  Entfernung,  also  liegt  (Fig.  3)  die 
Ghordale  sweier  Berfihrongskreise  in  der  Mitte  der  zugehörigen  Be- 
rflhmngsBehnen. 


Ans  den  beiden  für  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  bewiesenen 
Sätzen  kann  man  einige  wichtige  Folgerungen  ziehen.  Der  erste  Satz 
sagt,  dafs  jeder  Ahnlichkeitskreis  zweier  doppelt  berührender  Kreise 
entweder  die  Breunpunkte  enthält  oder  den  Brenukreis  normal  schneidet 
Derselbe  ist  also  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  o,  und  kennt;  denn 
liegen  OjO|  auf  der  Nebenachse,  so  sind  die  Halbienmgsstrahlen  des 
Winkels  0^/0,  mMsh  dem  inneren  mid  aolseren  IhnUchkeitepmikt  H 
und  gerichtet;  liegen  o^o^  auf  der  Hanptaehsey  so  sind  s^s^  gleich 
aeitig  m  o^o^  und  ff  harmonisch  konjugiert 

Umgekehrt  kann  man  jeden  durch  die  Brennpunkte  gehenden  oder 
den  Brennkreis  normal  schneidenden  und  zur  Hauptachse  symmetrischm 
Kreis  als  Ähnlichkeitskreia  fttr  unendlich  Tide  Paare  von  doppelt 
berOhrenden  Weisen  ansehen;  die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  sind  die* 
jenigen  Pnnktepaare  der  betreffenden  Achse,  welche  zum  Ahnliehkdts- 
kreis  harmonisch  konjugiert  liegen.  Die  Tangenten  in  den  Berührungs- 
punkten Kegelschnittes  mit  einem  solchen  Kreispaare  schneiden 
sich  Hui  (iem  Ahnlichkeitskreise  imd  m  zwei  zum  .Ahnliohkeitskre» 
harmonischeu  Punkten  der  Achse.   Bringt  man  demnach  eine  Tangente 

1)  Der  ÄbnIichkeiUkreiä  mit  dem  Mittelpunkte  x  ist  der  Ort  aller  Pankte, 
welche  von  und  Entfemungeu  im  Verhältnisae  r,  :  r,  besitzen;  betrachtet 
man  besonders  den  PÖnkt  «  (Fig  16),  so  ist 

AxOj  ff  ~  Affo,  Oj,    daher   zo^  :  xa  —  0,0  :     e  ^  r,  :  r. 

und  wegen   Axo,«     Ao^tfOi    auch         :      <-i  0^  0  :  Og«  »  r,  ;  r^; 

daher  ist  «0^ :  xo^  «  rf  :  r|. 
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eines  Keitel-^fhnittefi  und  difi  zn  ihr  hpzücrlioh  einer  Achse  symmetrische 
Tangente  mit  ••mem  beliebigen  Almiuiikeitskreis^),  desson  Mittelpunkt 
auf  dieser  Aciise  Üeg^,  zum  Schnitt,  so  werden  die  Verhindnngslinien 
der  Kreisschuittp unkte,  welche  nicht  uoriaal  der  Achse  sind,  auch 
Tangenten  desselben  Kegelschnittes  sein. 

Die  Ualbieningsstrahleu  aller  Tangentenpaare,  die  sich  in  einem 
AhnOchkeitskreise  K,  schneiden,  gehen  durch  zwei  feste  Punkte  (nam- 
Uch  dnich  die  Schnittpunkte  ron  Kt  mit  jener  Adiee,  auf  welcher  der 
Mittelpunkt  Ton  Kg  liegt).  Da  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  nur 
ein  ihnlichkeitskreis  JC«  (bezflglieh  jeder  Achse)  hindurchgeht,  und 
dieser  Kreis  Kg  durch  p  und  die  Brennpunkte  eindeutig  bestimmt  ist^ 
mniii  Kg  ein  Ähnlichkeitskreis  für  alle  mit  dem  gegebenen  konfokalen 
Kegelschnitte  sein.  Daraus  folgt  der  bekannte  Satz:  Die  Tangenton- 
paare  aus  einem  beliebigen  Punkte  an  eine  Schar  konfokaler  Kegel- 
sclmitte  haben  tlieselben  Halbieningsstrahlen;  zu  den  Tangentenpaaren 
gehören  auch  die  von  p  nach  den  Brennpunkten  gerichteten  Strahlen; 
die  Halbiemnp^strahlen  sind  die  Tangenten  der  beiden  durch  p  gehenden 
Kegelöchnilt»'  litM  koniokalen  ^^char. 

Legt  man  durch  alle  Punkte  einer  Geraden  //  die  Tangenten  an 
einen  Kegelschnitt,  so  halbiert  //  das  Tangentenpaar  nur  für  jenen 
Paukt  p,  welcher  auf  dem  Ähnlichkeitskreis  JT«  durch  den  Schnitt  s  Ton 
g  mit  einer  Achse  liegt.  Ist  insbesondere  g  eine  Tangente  des  be- 
äffenden  Kegelschnittes,  so  ist  p  der  Berührungspunkt. 

Durch  je  zwei  Punkte,  weldie  hannonisch  konjugiert  sind  zu 
dem  Ähnlichkeitskreis  Kg  tou  K^K^,  gehen  an  die  K^Kf  doppelt  be- 
Tflhrenden  Kegelschnitte  Tangenten,  welche  sich  in  Kg  schneiden.  Halt 
man  ein  solches  Punktepaar  fest  und  legt  durch  dasselbe  an  alle  K^K^ 
doppdt  berflhrenden  Kegelschnitte  die  Tangenten,  so  ist  der  Ort 
der  Schnit^nnkte  der  Tangenten  an  denselben  Kegelschnitt  der 
Kreis  K,. 

Der  zweite  Satz  sagt:  Die  Chordalc  ('  zweier  Berührimgskreise 
liegt  m  der  Mitte  zwischen  den  Bertihrungssehnen,  oder  die  Berührungs- 
punkte p^p^  zweier  doppelt  berührender  Kreise  sind  vom  Halbierungs- 
pimkte  fo  der  Kr^ismittelpunkte  o^o^  gleich  entfernt;  C  ist  die  zu  o 
gehörige  ßerübrungssehne. 

Schneidet  man  einen  Kegeischiiitt  mit  einem  beliebigen  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  dn  auf  einer  Achse  liegt,  so  liegen  die  Haibierungs- 
punkte  k'  der  zur  Adise  nicht  normalen  gemeinsamen  Sehnen  auf  der 

1)  Da«  ist  also  «in  Kreis,  welcher  seinen  Ifittelpankt  auf  der  Nebenachse 
bat  imd  dwch  die  Brennpunkte  geht,  oder  seinen  Ifittelpnnkt  auf  der  Hauptaehae 
ktt  and  den  Brennkreis  normal  sdmeideL 
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SU  o  gehörigen  Berflhruiigsselme.  ^)  —  Alle  Sehnen  euus  KegelBchnittei» 
welche  dnieh  eine  Gerade  C  (normal  zu  einer  Achse)  halbiert  werden, 
haben  Sjmmetnilen  durch  deneelhen  Punkt  o*);  oder  von  lEan  dnidi 
den  Punkt  h'  TOn  C  gehenden  Sehnen  wird  diejenige  in  h'  hiübiert, 
welche  normal  zu  h'a  ist.  Wenn  der  FuTspunkt  h'  der  Normale  vou 
einem  Punkte  u  einer  Aclise  auf  eine  Kurrensehne  s  in  der  zu  oj  ge- 
hörigen Berührunpssehne  C  Hojrt,  so  ist  //'  der  Halbierung8|umki  der 
Sehne.  Daher  iimis  //  ;iiit  di m  zur  Seime  ^-  konjugierten  Durch- 
messer liegen.  Laist  man  h '  längs  desselben  fortrücken  mul  ebenso 
die  zur  Achse  normale  Berühnmgssehne  (\  so  werden  die  nach  den 
zugehörigen  Mittelpunkten  der  Berühningskreise  gerichteten  Geraden  h  a 
wegen  des  konstanten  Verliältnisses  mco :  mh  alle  parallel  und  zwar 
normal  zur  Sehne  s  sein,  d.  h.:  Um  fOx  den  Berübrtingekreis  mit  dem 
Mittelpunkt  m  die  Berilhnmgsaehne  ro  beetimmen,  bringt  man  einen 
DurchmeeBer  mit  der  durch  »  normal  zum  konjugierten  DurchmMT 
gesogenen  Geraden  snm  Schnitt;  der  Schnittpunkt  h'  liegt  auf  der  ge- 
suchten Berfihnmgsnehne^  ob  die  durch  W  gehende  Sehne  die  Emre  in 
reellen  Punkten  schneidet  oder  nicht  *) 

Betrachtet  man  insbesondere  die  gemeinsame  Tangente  T  sweier 
BerOhrungskreise  mit  den  Mittelpunkten  in  derselben  Achse  und  e^ 
richtet  in  ihrem  Schnitipunkte  W  mit  der  Chordale  C  die  Noimale 
auf  so  trifft  dieselbe  die  Achse  im  Halbiemngspunkte  m  der  Kzeit- 
mitte^unkte  o^o,,  so  dab  C  die  sn  o  gehörige  Berührungssehne  ist; 


1)  Daraus  läfst  eich  auch  eine  Kontstrukti n  I  r  Schnittpunkte  eines  Kegei- 
schnittes  mit  einem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  aui  einer  Achse  liegt,  ableiten. 
Ereil  und  Kegebehnitt  beiÜmmen  (Fig.  17)  aa£  der  Adiue  eine  hiTolutioD,  dindi 
deroi  Doppelpiuikte  tf  die  WechMlaelmeii  der  gesachtea  Sefanittponkte  geheiL 
Die  Wecheebehnen  nnd  beetimmt,  da  rie  durch  die  Schmttpnnkfce  ««'  req>. 
der  Kreiae  öbor  f  «  rrsp.  fa>  mit  C  gehen  (C  wird  als  die  zu  a>  gehörige  Be- 
rflhrungssehne  in  liekannter  Weise  konstruiert).  Sind  die  Schnittpunkte  imaginär, 
so  kann  ein  Paar  W»'ohst'ls»'hnen  repll  bleiben;  sind  beide  Paare  imaAfinär.  *o  sind 
di*»  beiden  /nr  Achnf  normalen  Sehnen  iwdl.  welche  von  C  gleich  t'utfornt  find 
und  durch  lun  Punktepaar  der  obigen  Involution  gehen.  (Vergl.  N iemtüchik: 
69,  Jahig.  186«  d.  Sitnuigsber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Wiss.) 

8)  D.  h.  fUr  alle  Paare  tob  doppelt  berObrenden  KreiBeii  mit  doselben 
Cbordale  C  mnhfUlen  alle  Weeheelaehnen  der  Berflbnuigspiiiikte  (und  alle  gemeta- 
Bchaftlichen  Kreittangentett,  wie  epäter  gezeigt  wird)  ein«  Fambd,  för  welche  C 
8cheiteltan>;i  ntr  nnd  dar  gemeinMme  Halbienmgapmikt  o  je  zweier  Kreiimtttd- 
punkte  Brentipiiiikt  ist. 

3)  Diese  bekannte  Konstruktion  ergiebt  «ich  projektivisch  sehr  einfach  üu» 
dem  Satze:  Wenn  sich  zwei  Kegelschnitte  doppelt  ben'ihren,  so  schneiden  sich  die 
Polaren  eines  beliebig«!  Pnnktee  auf  der  Berfibrungssehne,  wenn  miui  als  da 
beiiebigen  Funkt  den  unendlich  fenien  Punkt  eines  Diatnetets  wfthlt. 
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daher  mala  h'  der  Halbierungspnnkt  der  durch  T  ausgeschnittenen 
Eorrensehne  sein^),  d.  h.  die  Symmetrale  einer  Kurvensehne  T  schneidet 
eine  Adise  im  Halbienmgspunkte  a  der  Mittelpunkte  jener  Bereise 
welche  die  Kurve  doppelt  berühren  und  T  zur  Tangente  haben.  (Die 
BerfilmuigBpiuikte  dieser  £^i9e  K^K^  mit  T  haben  von  h'  eine  Eni- 
fiemung  gleich  der  Tangente  tou  H'  an  den  Ahnliehkeitokreis  it«  yon 

und  K^,  weil  dieser  durch  die  Sehnittpunkte  Ton  und 
gdien  mufs.) 

Betrachtet  man  eine  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  Ton  Be- 
rflhrungskreis  und  Eegdschnitty  z.  B.  (Fig.  19)  die  in  so  schneidet 
sie  die  Chordale  in  S  und  die  Berflhrungssehne  des  zweiten  Kreises  in 
x^,  so  dats  9p[  ^  ÖTC^f  gleich  der  Tangente  Ton  d  an  ist,  d.  h.  der 
KreiB  fiber  p^x^  schneidet  rechtwinUig,  oder  p[  ist  zu  harmonisch 
konjugiert  bezüglich  ÜT,;  da  ein  beliebiger  Berührungskreis  des 
Kegelschnittes  ist,  j^ieht  dies  den  Satz:  Der  Berühnmgspunkt  einer 
beliebigen  Kurvt-utangeiite  und  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Berüliruugs- 
sehne  eines  Kreises  K  sind  bezüglich  K  hainu^nisch  konjugiert^ 
oder  jeder  der  beiden  Punkte  liegt  auf  der  Kreispolare  des  anderen. 

Die  Polare  von  tt^  <?eht  dureh  den  Pol  von  P^;  daher  kann 
man  die  Tüntronfp  eines  Punktes  p'^  in  zweiiarlior  Weise  bestimmen: 
Hntweder  bringt  man  die  Polare  von  p^  bezüglich  eines  Öerührungs- 
kreises  mit  der  Berührungssehne  in  zum  Schnitt,  oder  man 
sacht  zu  p^tf  den  Pol  ic^  bezüglich  i^;  st^p^  ist  die  gesuchte  Tan- 
gente. 

Sind  p^p^  die  Berührungspunkte  zweier  Kreise  K^K^  mit  einem 
Kegeisehnitte^  also  TOn  der  Ohordale  C  der  Kreise  gleich  weit  entfernt^ 

1)  Projektiviach  Irif-^t  es  sich  V)f»weis<»n  atif  Grand  des  Satzes,  daf«  ein  Büschel 
Ton  sich  doppelt  berührendfn  Kcpf^lfichnittt'n  »>ine  Gerade  in  I'unktopaaren  einer 
Involution  treffen,  von  welcher  ein  Doppelpunkt  auf  der  gemeinsamen  Berühruugsnehne 
liegt,  imd  der  andere  der  Berühmngspimkt  einet  Kegebcbnittes  des  Bebels  Ist:  Eine 
gwarfiMchaftliche  Tangente  zweier  BerOhniiigskrnae  (Fig.  1^  berflbre  dieee  in  f ,  (, , 
•duMide  die  Knzre  in  «ice»  und  die  BerQlinuigttefaaea  PiP«  in  ßi  und  p^.  Die 
Chordale  C  liegt  in  der  Mitte  zwiadien  den  BerübningBMhnen  PiP«,  so  dafs  ihr 
^hnittpDnkt  h'  mit  der  Taugente  gleich  entfernt  von  ß^ßf  ist;  a,  müssen  nun 
sowohl  jj,/,  aln  ß^f^  ha.nv.nn:«ch  trennen;  da  ß^f^  ß^f^  ist,  mufs  h'  auch 
Ualbi*Tun«?spunkt  von      «,  »tnu,  ob  diene  Punkte  redl  oder  imaginär  sind. 

Bei  der  Hyberbel  läfst  sich  dies  direkt  mit  Uilfe  der  Asymptoten  beweisen: 
8Sad  (Fig.  11»,  12«)  oc  und  a'  die  Schnittgonkte  von  T  mit  den  Asymptoten,  so 
UegeB  mäh'ti  in  einem  KreiB^jmd  ee  lat  umH*  ferner  liegen  cv^'Ä'«' 

■af  einem  Kreit,  daher  iat  «'«JT  »  «'d^'IT  «  9,  aleo  itt  0««'  ein  gleiduchenk« 
ligea  Dreieck  und  uh'  —  a'h\  d.  h.  die  Kreisberührungspunkte  mit  7  liegen  in 
h'  symmetrisch,  ebenjso  die  Schnittpunkte  mit  den  Asympioten  und  daher  anch 
die  Schnittpunkte  mit  der  HTperbeL 


BoDOLP  SobOmubi; 


80  flehneidet        ans  den  Kreisen  gleiche  Sehnen  ane,  so  dab  (Fig.  19) 

Ml '  Ml  PiPt  'Pi9t  ^  ^  ^-  ^®  Tangenten  tob  m  Kf  vdA  rw 
Pf  9a  haben  gLeiohe  LSngei  (Der  Kn»8  mit  dem  Zentrum  Oj  dtndi 
Pf  und  der  Kreis  mit  dem  Zentrum  dnreh  j9|  flehneiden  flidi  auf  Q. 
Die  Länge  dieser  Tangenten  bestimmt  sich|  wenn  man  dureh  dne 
Parallele  zur  Achse  and  dnrch  o^,  eine  Parallele  snr  Sehne  pj)^  7jeh^ 
wie  folgt: 

(d*  i.  das  Plxidnkt  ans  der  Entfernung  x  der  BertUurungssehnen  in  die 
Entfernung  ä  der  KreismitteLpunkte). 

Ffir  den  Schnittpunkt  e  der  Chordale  C  mit  dem  Kegebcfanitte 
iit  daher  die  Länge  der  Tangente  an  JT^  oder  gleich  der  Qnadnt- 
wurzel  aus  dem  Produkte  der  Entfernung  der  Berührungssehnen  CP^ 
oder  CP,  in  die  Entfernung  der  zugehörigen  Kreismittelpunkte 

reep.  nOf,  d.  h.        >  ^ ,  die  HSlfte  der  firüher  gefundenen  Qrfilse  1^ 

oder  die  Summe  der  Tangenten  von  c  an  A'j  und  A'j  ist  gleich  /;  luaa 
kann  leiclit  zeigen,  dafs  dies  fflr  jeden  Kürvenj)unkt  gilt:  Seien  j'j' 
die  in  einer  l)eliebigen  zur  Achse  uornmien  Geraden  r  liegenden 
Kurvenpmikte^);  da  (Vip  EnttV'niuiintn  jpdps  Kreismittelj)uukt*»s  auf 
einer  Achse)  und  der  zugehörigen  Berührungssohne  vom  Mittelpunkt* 
der  Kurve  ein  konstantes  Verhältnis  besitzen  (bei  der  Parabel  gleich  1), 
so  mufa  der  zu  X  als  Berühmngssehne  gehörige  Kreismittelpunkt  |  die 
Strecke  OiO|  in  demselben  Verhältnisse  teilen,  wie  X  6ie  Entfemnog 
der  BerOhrongBSehnen  PjP«,  und  ist  daher  gegehen.  Es  ist  sbo 
(Fig.  20): 

dr, :    =  d| :    «-  s,  und  3i^:ar*«d^:<l>-SyyW0  e^-^  i^'^l 

ist;  nach  früherem  ist  die  Tangente  von  x  an  gleich 

1)  Oer  Punkt  .r  kann  auf  verschiedene  Weise  liestiiumt  werden  'Fi^  20  • 
1.  X  und       sind  vom  Halbierongspunkte        der  ätrecke         gleich  weit 
entfernt. 

S.  Der  Bttühningskreis  diurch  x  mit  dem  Hitteliraiikke  4  hat  mit  Z|  ciw 
Chordale  gemeiii,  welche  in  der  Mitte  iwisdien  P,  und  X  liegt 

3.  Der  Kieb  dnzcli  mit  dem  Hittelpiiiikte  |  imd  der  Kreia  dozdi  4n 
gesachten  Punkt  x  mit  dem  Mittelpttakte  o,  haben  eine  Chordale,  welche  in  ^ 

Mitte  zwischen  P,  und  X  liegt. 

4.  Auch  ergiebi  nich  die  Lilnge  der  Tangente  von  r  an  Ä",  dem  «pit^r 
bewiesenen  Satae,  dalk  die  Län^'e  ilpr  Tangente  von  jedem  Kurvenpuakfe  J" 
an  einen  doppelt  benihrenden  Kreiö  /.u  l  iner  Euü'ernung  von  der  BeruhruognKhiM 
ein  konstantes  V^erhältnis  bebitj&t,  alüo      :  /  —  : 
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ebauo  ist  die  Tangento  toh  x  gleich 

y^r,  •  flfj  =  £|      ■  d     £^  ■  l, 

and  die  Samme  der  Tangenten  ist  gleich  ]/ar  •  also  für  alle  Punkte 
der  Kurve  zwischen  Pj  und  P,  konstant. 

Ffir  die  Kuryenpunkte  aufserhalb  P|Ps  ift  die  Differenz  der 
Tuigenten  an  die  festen  Kreise  KiKf  konstant^  d.  h.  der  Ort  aller 
Ponkte,  deren  Tangenten  an  zwei  feste  Kreise  KiS^  eine  konstante 
Sumne  oder  Differenz  I  haben,  ist  ein  Kegeledmitt,  weleher  die  beiden 
Kreise  doppelt  berliliri')  Die  BerlUmingspunkte  haben  Ton  der  Kreis- 

diordale  eine  £ntfemung     =  können  leicht  bestimmt  werden, 

weil  sie  anf  zu  JE^  nnd  JE',  konzentrischen  Kreisen  liegen  mit  den 
Bedien  Yr^  +  P 

Die  Relation   l  =  Yz  •  d  läfst  sich  umformen  und  daraus  eine 

Kegelschnittseigenschaft  herleiten:  l:  x  =  Y^  :  jr;  nach  früherem  ist 
d :  9  konstant  und  zwar  e* :  b^,  wenn  die  Mittelpunkte  auf  der  Neben- 
achse, und  :  a\  wenn  sie  auf  der  Hauptachse  liegen;  daher  ist  das 
Verhältnis  der  Entfernung  jedes  Kuryenpimktes  x  von  der  ßerülirungs- 
fldme  eines  doppelt  berührenden  Kreises  zn  der  Länge  der  Tangente 
Ten  jr  an  den  Kreis  konstant  und  zwar  h :  e  oder  a :  e,  je  nachdem  der 
Kreismitteipnnkt  anf  der  Nebeit-  oder  Hauptachse  li^ 

Andrerseite  ist  { :  d—YnTd  (—hie  oder  a :  e);  fßr  eine  gegebene 
konstante  Summe  oder  Differenz  l  der  Tangenten  giebt  es  bei  einer 

gegebenen  Kurve  unendlick  viele  Taare  von  Berührungkreiseu  mit  kon- 
ätantem  Zentralabstand. 

1)  Diesen  8«ti  legt  Steiner  ohne  Eeweia  leiner  Abhandlmig :  „Über  einige 
moe  BeetimmuiigBartea  der  Knr?ea  swetter  Ordnung**  (Gee.  Werke  II,  445)  sn 
Grande.   Der  Beweie  ist  snalytiech  leidit  ni  erbringen  und  ergiebt  sich  auch 

durch  räumliche  Betrachtungen,  wenn  man  durch  den  Kegelschnitt  einen  Rotatioiu- 
kegel  (resp.  ein  einschaliges  Rotationshyperboloid)  legt  und  durch  die  Kreise 
Küfffln,  welchp  di«^«»'  FliU  lio  länfj^a  Parallelkreisen  Itonihren;  die  konstante  Summe 
twiier  Diüereua  der  kreistaugeaten  ist  dann  ffl»»i(  h  dvni  Stück  einer  Erzeugenden 
der  Fläche  zwischen  den  beiden  Berührungspunkten,  aUo  konstant. 

Fiedler  hat  in  der  früher  zitierten  Abhandlung  (Acta  mathematica  u)  einen 
•ehr  iateteseanten  Bewds  in  cyklographiecher  Metibode  gegeben. 

Seilt  man  den  Salat  voraue,  so  eigiebt  eich  unmittelbar,  dab  dne  gemeineame 
Tnagente  der  beiden  Ereiee  die  Kurve  in  iwei  Punkten  eehneidet,  welche  vom 
Halbierungsponkte  ihrer  Zentren  gleiche  Abstände  haben;  denn  (Fig.  18) 
4-  «1  *j  «j'i  -f  ^t^t^  daher  a^t  —  a^tf.  Der  Ilallneningspunkt  von  a,  cf,  ist 
liaher  identisch  mit  dem  HalbiPninpspunkto  vou  f^t,.  welcher  auf  der  Kreisi  hordale 
li^^  und  ist  der  Kui'spunkt  der  Normale  vom  Ualbierungspunkte  der  Kreismittel- 
p  udtte  auf     o, .  — 
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Liegen  die  l'unkU'  des  Kegelficimittes  iimerhalb  der  beiden  Be- 
rühnincrslvreise,  so  behaltf^n  diese  Siltze  ihre  Giltigkeit,  nur  treten  aü 
die  Steile  der  K'reistangenten  die  durch  einen  Xurrenpunkt  gehenden 
halben  kürzesten  Kreisseh  neu. 

Bei  der  Parabel  gelten  die  früheren  Schlüsse  nicht,  da  sie  keinen 
endlichen  Mittelpunkt  besitzt;  es  erfahren  die  abgeleiteten  Bezi^üngen 
eine  kleine  YeiBaderang:  Die  Gleichnnfj  P  ^  ^cd  geht  (wegen 
über  in  l^n^df  woraus  unmittelbar  folgt>  dafs  die  Entfernung  eines 
Kuireapnnktes  x  Ton  der  BerflbmngBsehne  eines  doppelt  berfibrendm 
Kreises  gleich  ist  der  Lange  der  Tangente  Ton  x  an  diesen  Erei%  und 
also  aneh  die  Summe  oder  Differenz  der  Tangenten  Ton  einem  Eorrsn* 
pnnkte  x  an  swei  doppelt  berflbrende  Kreise  konstant^  nämlich  gleiek 
der  Entfernung  der  beiden  Berühmngssehnen  ist 

Auf  Gnmd  dieser  elementar  abgeleiteten  Eegelschnittseigenschsilea 
BoUfln  nnn  einige  Aufgaben  geldst  werden. 

n. 

KtoIm  SIL  besttnuiieii,  welehe  einaii  Xflg«l8oli]iitt  doppdt  beriilixei.^) 

1.  Der  Kreismittel punki  o  id  {nyihett. 

Der  Radius  ergiebt  sich  aus  r:  of  ^  a  :  wenn  o  auf  der  Neben- 
achse  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  li^t  —  aus  r :  Ynf  •  nf  ~h:e, 
wenn  o  auf  der  Hauptachse  einer  £Uipse  oder  Hyperbel  liegt  — 

r  »  Yq  •  2df  wenn  o  auf  einer  Parabelachse  liegt  (Übrigens  worden 
gelegentlich  eine  Beihe  7on  Konstruktionen  solcher  BerührongskreiM 
erwähnt*)) 

Liegt  0  auf  der  Nebenachse ,  so  sind  die  Berfihrungskreise  immer 
reell;  bei  der  Hyperbel  ist  auch  immer  die  Berührung  reell,  bei  der 
Ellipse  nur  für  die  Punkte  o  zwischen  den  KrümmungsmittelpunktoD 
der  Scheitel  der  Nebenaohse. 

1)  NiemtBcbik:  Sitcongsber.  d.  Wien.  Akad.  d.  Win.  II.  Abt  D«. 
1873,  68. 

2)  Vergl.  auch  Pelz:  ,. Beitrüge  zur  Bcstimmimg  der  Selbst-  und  Schlagte bfttle»- 
greoze  von  Flft^hen  2.  Oidimug"  '27.  Jabre?«ber  d  L  O  R     (im?..  l?^7s    8  7  ) 

Pelz:  „iiiir  wiss.  ßebauilluiig  der  orthog.  Aiouoiuetrie"  (SiUuugsber.  i 
Wien.  Akad.  der  Wiss.  81 ,  90). 

Pels:  „Zorn  Noimalenproblem  der  Kegelidniitte'^  (Sitsongiber.  d.  Wien. 
Akad.  d.  Wim.  86). 

Pi>I/.:  ..Zum  Nonnalenproblem  der  EUipie  (Sitzmigsber.  d.  Wien.  Aksd.  d. 

Wiw.  März  1.SH7.  «SV 

Ft>lz:  „Konstruktion  d.  Achsen  einer  EUipse'*  (lü.  Programm  d.  fieabchole 
m  Tesoben  187ö). 
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Liegt  o  auf  der  HAuptaehae^  ao  «rhSlt  man 

bei  der  Ellipse:  Fttr  Punkte  o  ianerhalb  der  Krflbnmungsmittelpiuikte 
nn'  der  Seheitel  der  Hanptaehse  reelle  Kreise  mit  reeller  BerBhnmg  — 
für  Punkte  o  zwiBchen  fi  und  f  reelle  Kreise  mit  imacriiiärer  Berührung 

■ —  für  Punkte  o  aulserhalb  der  Brennpunkte  imaginäre  BerührungskreiHe; 

bei  der  Hyperbel:  Für  l'unkte  o  aul'üerhalb  der  Krüniinungsmittel- 
punkte  ft/i'  der  Scheitel  der  Hauptjwjhse  reelle  Kreise  mit  üm  IIlt  Be- 
rührung —  für  Punkte  o  zwischen  pi  und  f  reelle  Kreise  mit  ima- 
ginärer Berührung  —  für  Punkte  o  innerhalb  der  Brennpunkte  ima- 
ginäre Berührungskreise; 

bei  der  Parabel:  Ist  o  mit  dem  Scheitel  auf  derselben  Seite  des 
Bremipunktes,  so  erhält  man  imaginäre  BerührungskzeiBe^  sonst  reelle; 
Ton  diesen  sind  die  Berührungspunkte  imaginär,  wenn  0  zwischen  f 
und  dem  Erümmungsmittelpunkte  des  Scheitels  liegt 

2.  Der  Sreisradins  ist  gegd)en. 

Zur  Bestimmung  des  Kreismittelpunkt^»«  können  dieseüien  Gleichungen 
wie  früher  benutzt  werden;  doch  giebt  <'s  noch  ander*  Konstruktionen; 
%.  B.  ist  bei  der  Hyperbel  die  Entfernung  des  Kreismitteipunktes  von 

einer  Asymptote  gegeben  (yr*  — oder  )/r*  +  6*  ),  wodurch  dieser 
leicht  bestimmt  werden  kann. 

Soll  der  Kreismittelpunkt  auf  der  Nebenachse  liegen^  so  mufii 
f  >a  sein;  soll  er  auf  der  Hauptachse  liegeu,  so  mufs  bei  der  Ellipse 
r  <  bei  der  Parabel  r  >  g  (d.  L  Entfernung  des  Brennpunktes  von 
der  Leitlinie)  fÖr  reelle  Kreise  sein.  —  Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel 
treten  die  Ldsungen  paarweise  symmetrisch  mm  Mittelpunkte  auf 

3.  Eine  Tangente  T  des  Kreises  ist  gegeben. 

Der  Schnittpunkt  8^  Ton  T  mit  einer  Achse  ist  ein  Ähnlichkeits- 
pQnkt  der  gesuchten  Kreise.  Der  Ähniichkeitskreis  Kt  mufs  durch 
gehen  und  entweder  die  Brennpunkte  entluüten,  oder  den  Brennkreis 
normal  schneiden,  ist  daher  eindeutig  bestimmt.  —  Der  HalbierungS" 
psnkt  h'  der  auf  T  Yon  der  Kmre  ausgeschnittenen  Sehne  resp.  wenn 
diese  Sehne  imsginar  ist,  der  Schnittpunkt  h'  mit  dem  zu  T  koiyugier- 
ten  Durchmesser  der  Kurre  liegt  auf  der  Chordale  der  gesuchten  Kreise 
tmd  des  Ähnlidikeitskreises  JT,;  daher  sind  die  LSngen  der  Tangenten 
Ton  h'  an  die  gesuchten  Kreise  und  an  K,  gleich^  und  die  Berllhrungs- 
pnnkte  Ton  T  mit  den  gesuchten  Kreisen  gefunden.  Oder:  Die  Nor- 
male in  Ä'  auf  T  schneidet  die  Achse  im  Halbierungspunkte  to  der  ge- 
suchten Kreismittelpunkt»'  0,0^,  welebe  zuni  Ähniichkeitskreis  harmonisch 
konjugiert  sind;  ihre  Entfernungen  von  cj  smd  daher  gleich  der  Tan- 
gente von  cj  an  K^. 

Archiv  d«r  Mkthamfttik  und  Phjriik.   in.  B«ib«.  IJL  2 
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Diese  Konstraktion  yersagt,  wenn  T  panillel  einer  Achse  ist 
Sollen  in  diesem  Falle  die  Mlttelpimkte  der  geenchten  Kreise  anf 
dieser  Achse  liegen,  so  ist  der  Kreisradins  gegeben^  welche  Aufgabe 
schon  hehandelt  wurde.  Sollen  die  Kreismitfcelpunkte  auf  der  sa  T 
normalen  Achse  Hegen,  dann  ist  7  die  Chordale  der  gesuchten  Kreise, 
welche  eich  im  Schnittpunkte  j»*,  von  T  mit  der  Achse  berühren.  Der 
Ahnlichkeitskreis  wird  wie  früher  bestimmt;  der  Halbieningspimkt  u 
der  gosucliteii  Knnsiiiittelpunktt'  0,0,  (welche  zu  A',  liarmoniscb  kon- 
jugiert sind),  ist  der  zu  T  ala  Bcrülirnngsselme  gehörige  Mittelpunkt 
und  wird  aus  mco  :  ms^  =^  e*  (resp.  :  a^)  gefunden  oder  dtirch 
eine  der  in  den  frülieren  Betrachtungen  erwähnten  Konstruktionea. 

Da  die  auf  T  ausgeschnittene  Sehne  auoii  gleich  /,  der  konstanten 
Summe  oder  Dilierenz  der  Langen  der  Tangenten  {oder  halben  kürz^t^n 
Sehnen)  an  die  zu  suchenden  Kreise,  ist,  kann  auch  die  Beziehtuig 
x:l'=  e:b  zur  Bestimmung  der  Berühmngssehnen  der  gesuchten  Kreise 
dienen.  ^) 

Auch  wenn  T  parallel  einer  Asymptote  ist,  kann  die  allgemeine 
Konsfcmktion  nicht  yerwendet  werden,  weil  to  unendlich  fem  hegt 
Es  giebt  nur  je  einen  Kreismittelpnnkt  im  Endlichen  auf  jeder  Aehse^ 
welcher  identisch  ist  mit  dem  Mittelpunkte  des  Ähnlichkeitskreises  K^*}, 

1)  Auch  folgende  räumliche  BütrachtuBg  führt  bei  der  Hj'perbel  für  Kreii« 
mit  Mittelpunkt<»n  anf  der  Nebenaohsf;  zum  Zit'l:  Man  sucht  den  Mittflpnnkt  einer 
Ku«»r»l,  welche  ein  eiusch;ilige#  Uütatiün.sliy})«'rlH)loid  lUnpi?  eines  ParuUrikreise« 
uuii  eine  Ebeno  e  berührt;  das  ist  identisch  mit  dur  Aufgabe,  iu  der  iC4>Uiüou»ackue 
den  Mlttelpttiikt  einer  Kugel  <u  «neben,  welebe  eine  Ersengende  des  Hypeibploid« 
und  die  Ebmie  e  berührt. 

9)  Dieses  Beraltat  Ift&t  sich  auch  tau  einer  anderen  Übwlegung  haddioL 

1.  Der  KreiHmittelpnakt  liege  aut  der  Xebeiiac  hsc  'Fig.  21):  Oer  ZU  dem  gesuchten 
konzentrischu  Kreis  mit  dem  I{a<lius  22,  welcher  durch  die  Breunpunkte  ffcht. 
schneidet  die  AsjTnptoten  in  dem  Punktopaare  11',  des.-^cn  Vi  rliindungslinic  ■'Ji»* 
Tan^'fntt'  Uli  litTühniiif^'spunlcte  p  von  K  mit  »ifr  Hyperbel  iüt  Aua  r  :  Ä «i :  t 
«Ei  coatp  folgt,  düfs  j>ol  =>  9  ist;  betrachtet  nüiu  duti  rechtwinklige  Dreieck  onSf, 
80  folgt  aus  OA  <att  r  und  "nos^  =-  tp,  d&h  os^  »  E  iat,  d.  h.  o  liegt  auf  der 
Sjumetnleii  von  ist  aUo  der  Mittelpnnkt  des  dundi  §^  gebendea  Ihnßelh 
keitakreiaes  K^, 

2.  Der  Kreismittclpuiüct  liege  auf  der  Hauptachse  (Fig.  Der  zu  dem  ge- 
suchten  koiizontrische  Kreis  A'^  mit  dem  Radios  7i*  o/*  o/", ,  welcher  den  Brenn- 
kreis  normal  schneidet,  trilft  die  A'?\'mptoton  in  tieni  l'nnkt^epaar  11',  de«*sen 
VerbinHunj^süni«  die  Tangeiite  im  lienihruui(^)>uiikto  jj  \vi\  K  mit  der  Hyperbel 
ist  (wegen  m  1  =  m/**  oder  Ml"  •  ml  =  wqp';.  Au«i  r  :  Ü  =  6  :  «  =  cos^ 
folgt,  dab*pör «  <f  iät;  betrachtet  man  das  leehtwinldige  Dreieck  oni^^  so  folgt 
tau  0»  a  r  und  «o«|  ■=  9,  dafB  08|  »  ü  iat,  d.  h.  liegt  auf  Jf^,  und  der 
gewichte  Mitteiponkt  o  ist  der  Mittetpnnkt  des  doreh  «|  g^enden  XhnlifJikeit»' 
kreiseB  JST.. 
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der  durch  den  Achsenschnittpunkt  von  T  geht  und  wie  früher  be- 
stimmt wird. 

Wird  eine  Ellipse  von  der  «gegebenen  Oeraden  T  in  reellen 
Punkteu  geschnitten,  so  sind  die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  auf  der 
Hauptachse  reell;  wird  sie  ron  T  in  imaginären  Punkten  geschnitten, 
so  sind  die  Kreise  mit  deu  Mittelponkten  auf  der  Nebenachse  reell. 
Wenn  T  eine  Ellipsentangente  iai,  bo  fallen  die  Kreiinnittelpnnkte 
paarweise  auf  jeder  Achae  snaaiiimen. 

Wenn  T  eme  Hyperbel  an  reeUen  PnnkteiL  lehneidet,  amd  die 
EreiBe  mit  den  Ifittelpnnkten  auf  der  Neben-  nnd  Haaptadue  reell, 
sonrt  imaginär.  Ist  T  eine  Hyperbeltangente,  so  giebt  es  je  einen 
(doppelt  zn  seahlenden)  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  anf  der  Haupt- 
resp.  Nebenachse.  —  Ist  2*  parallel  einer  Asymptote,  so  giebt  es  immer 
nur  je  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  im  Endliehen  auf  der  Neben- 
resp.  Hauptachse  liegt. 

Bei  der  Parabel  erhält  man  nur  dann  zwei  reelle  Lösungen,  wenn 
tue  Piifiibel  von  T  in  reellen  Punkten  »geschnitten  wird.  Ist  T  Parahel- 
tangente,  so  lallen  die  Lösungen  züsitiniu -n ;  ist  T  parallel  der  Haupt- 
achse, 8t)  liegt  nur  eine  Ltisniig  im  Eiidliciien, 

4.  Ein  Funkt  q  des  Kreises  ffrythen. 

Die  Normale  durch  q  zu  einer  Achse  giebt  die  Chordale  0  der 
gesuchten  Kreise,  welch  *  <lie  Achse  in  h  schneidet.  Der  Halbiemngs- 
punkt  G)  der  gesuchten  Krteismittelponkte  OjOg  lälst  sieh  nach  einer  der 
früher  erörterten  Methoden  b^timm^,  s.  B.  ans  me»  :  mh  »  :  6' 
(le^.  e* :  a*).  Der  iimlichkeitskreis  geht  dnreli  g  und  enÜialt  ent- 
weder die  Brennpunkte  oder  sehneidet  den  Brennkreis  normaL^) 

Liegt  q  in  einer  Achse,  so  ist  die  zur  Achse  normale  Gerade 
durch  q  auch  Kreistangente,  welcher  Fall  schon  frflher  besprochen  ist 

Bei  der  Ellipse  und  Hjrperbel  sind  flbr  Punkte  q  auJberhalb  der 
Kurre  nur  die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  auf  der  Nebenachse 
reell,  —  für  Punkte  innerhalb  derselben  die  Kreise  mit  den  Mittel- 
punkten auf  der  Hauptachse.  —  ¥ai  kurvenpnnkte  fallen  die  Lösungen 
paarweise  zusammen,  und  es  liegt  je  ein  Kreismittelpunkt  auf  der 
Haupt-  und  Nebenachse.  —  Bei  der  Parabel  giebt  es  nur  für  Punkte 
inaerhalh  der  Parahel  reelle  Lösungen. 

5.  Eh  sind  Kreise  zu  konstruieren,  welche  zwei  Kegelschiutte 
C,Cj,  deren  eine  Achse  in  dieselbe  Gerade  G  fällt,  gleichzeitig  doppelt 
berühren.   Der  Ahnlichkeitskreis       zweier  solcher  Kreise  trennt  die 


1}  Die  Aduenflchmttpaiikte  dea  Kreises  K»^  welcher  JT^  normal  schneidet 
und  dnxcb  $  gebt,  liegen  auf  den  HalbierungntiaUen  des  Winkels  fqf. 

8* 
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Breimpimkte  von  C,  und  <  liannonisch^  wenn  G  die  Hanptadue 
beider  Kegelschnitte  ist  — ,  geht  durch  die  Brennpunkte  Ton  C|  und 

Cj,  wenn  G  die  Nebenachse  von  (7,  und  ist  — ,  entbilt  die  Brauh 
punkte  von  C\  und  schneidet  den  Brennkreis  von  ('^  normal,  wenn  G 
die  NeTjeniichst'  von  (\  uiiii  die  Hauptachse  von  C,  ist;  in  jedem  Falle 
ist  der  Ahnlichkeitskreis  K,  eindenti«^  bestimmt. 

.Jedes  zii  harinoiiis(;lie  Punktepaar  o^o^  stellt  Mittelpuakte 
zweier  Beriilininnfskreisc  A'j /C  dar,  welehe  sich  auf  dem  Ahnlichkeits- 
kreise  schneiden  und  deren  Chordalt?  (  '  die  zum  Halbieruugspunkt«  o 
Ton  0^0«  gehörige  Berührungssehne  des  betreifenden  Kegelschnittes  C\ 
und  C\  ))edeutet.  Solleu  zu  zwei  Mittelpunkten  0|0^  dieselben  Be- 
rührungskreise beasQglieh  beider  Kurven  Cj  und  gehören,  so  mob 
die  snm  Halbiemngspunkte  m  gehörige  Berübningssehne  C  beifiglidi 
C|  nnd  den  Ahnlichkeitsbeis  K»  in  denselben  Punkten  treffiBn,  dir 
her  identiseh  sein. 

Man  hat  also  jenen  Pnnkt  m  von  G  m  suchen,  welchem  besflgtidi 
Ci  nnd  dieselbe  Berühmugssehne  zugeordnet  ist:  Sucht  man  die  su 
einer  beliebigen  Richtung  R  konjugierten  Durchmesser  und  in 
beiden  Kegelschnitten  und  schneidet  dieselben  mit  der  Normale  so  R 
aus  oj,  so  erhält  man  Punkte  s^  und  der  zu  w  bezüglich  und  Tj 
j;ehöri;j;t  n  Berührungssehnen:  sollen  diese  identisch  sein,  so  müssen  ^ 
und  6j  zusammenfallen  und  /uüi  in  den  Schnittpunkt  d  von  7),  und 
/>j.  Daher  geht  die  ^esuclite  Gerade  C  durch  den  Schnitt  von 
und  Z>j,  ist  also  eindeutig  bestimmt;  w  liegt  in  der  Normale  zu  R 
durch  d.  Die  <Tesneliten,  (\  und  doppelt  berührenden  Kreise  liehen 
durch  die  Schnittpunkte  von  C  mit  JK,,  und  ihre  Mittelpunkte  sind  U 
Kt  harmonisch  konjugiert  und  haben  von  a  gleiche  Abstände. 

m. 

Kegelsolmitte  zu  bestimmen,  welche  zwei  feste  Kreise  doppelt  berülirdB, 
und  zw&r  symmetriscli  zu  derselben  Achse. 

Die  Brennpunkte  liegen  entweder  auf  dem  Ähnlichkeitskreise  X 
der  beiden  gegebenen  Kreise  Kj^  oder  auf  ihrer  Zentnüliniei  und 
sind  harmonisch  konjugiert  beKflgUeh  JT«.  Die  gemeinsamen  Berührong»- 
sehnen  der  Kreise  und  des  Kegelschnittes  sind  normal  zur  Zentnllioi» 

und  haben  yon  der  Chordale  gleiche  Entfernung.    Sind  p^p\  die  Be* 
rührungspiinkte  des  Kreises  A'j  und  des  Kegelschnittes,  so  schneiden 
sich  die  gemeinsamen  Tangeuten  von     und  />j  im  Punkte     der  Zentral- 
linie, und  der  Kreis  Ä"  durch  PxPJa^\  m^^^  entweder  durcli  die  Breim 
punkte  oder  schneidet  den  Breunkreis  rechtwinklig.  Die  Chordale  Ton 
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K  und  geht  dnrcb  den  Kmreiimitie^imkt.  Die«  {pebt  den  Zu- 
■*mmjmi>M|g  Bwuoihan  Breuiipiuikfceii  und  BerflhniiigBpiuikten,  bo  dafa 
4ie  «inen  aicli  mu  den  anderen  bestimmen  lawen.  Audi 
den  Enmnraittetpmikt  m  wähli^  sind  die  Brennpimkte  nnd  BerOlirang»' 
pmtkte  TOD  Ky^K^  gegeben,  weil  neh  JT  ans  und  der  gemeinaamen 
Chordale  dnrdi  m  beatimmen  UUai  Aach  wenn  die  konatante  Summe 
oder  Difoena  I  der  Längen  der  Ereistangenten  aD«*  Knrvenpuukte 
gegeben  ist,  lassen  sieb  nach  den  früheren  Betrachtungen  die  Be- 
rührungspunkte und  dulier  auch  die  Brennpunkte  finden. 

Steiuer  liut  die  Beziehungeii  der  möglichen  doppelt  berührenden 
Kegelschnitte  zu  den  beiden  Kreisen  ausfübrlirh  erörtert*);  sie  mögen 
in  dem  Falle,  dafs  die  beiden  Kreise  4  reelle  .rraieiuBame  Tangenteii 
l  eMtzen,  angeführt  werden.  Weil  die  Bt  t  üiiningssehnen  von  Tf, 
rt'^{>  K..  svinnietrisch  zu  ihrer  Chordale  liegen,  wird  es  genügen  nur 
den  Kreis  Ä'j  in  Betracht  zu  ziehen  (vergl.  Fig.  23):  Unter  den  doppelt 
berührenden  Kegelschnitten  kommt  eine  Farabel  vor,  deren  Breunpunkt 
/  der  Mittelpunkt  des  Ahnlicbkeitskreises  ist;  die  zugehörigen  Be- 
rdbrnngsponkte  p^p\  mit  haben  vom  Brennpunkte  f  dieselbe  £nt- 
femnng  wie  der  KreiRnnttelponkt  o^.  Von  dieser  Berübmngssehne  pp' 
der  Parabel  ausgehend,  entsprechen  allen  Berührungssehnen,  welche 
nicht  auf  der  Seite  der  Chordale  liegen,  JElUpsm,  deren  Mittelpnnkte  m 
die  Zentrallinie  Yoni  anendUch  feinen  Punkte  bis  anm  Halbieronga- 
pankte  w  von  OiO^  erflUlen,  und  «war  jenen  Teil  der  Zentrallinie, 
welcher  sieht  die  Xhnlichkeitspnnkte  enthalt  (demnach  ist  anch  der 
Hittelpnnkt  des  groiSrnren  der  gegebenen  Kreise  Hittelpunkt  einer  solchen 
Ellipse,  welche  zur  Nehenadbse  den  Ereisduichmesser  besitzt). 

Den  Berfihrungssehnen  zwischen  pp*  imd  der  Chordale  entsprechen 
^ipahd»  und  zwar:  den  Berflhmngssehnen  zwischen  den  Berfihmngs- 
pankten  pp'  der  Parabel  und  den  Berflhrnngspnnkten  der  anlseren  ge- 
meinsamen Kreistangenten  entsprechen  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte 
die  Zentrallinie  vom  unendlich  fernen  Punkte  bis  zum  äufsoreu  Alu:lich- 
keitapunkt  s'  erfüllen;  —  den  Berülirungssehnen  zwischen  den  Be- 
rührungäp linkten  der  äufseren  und  inneren  gemeinsamen  Krei s taugen ten 
entsprechen  Hyperbehi,  deren  Hauptachse  normal  zur  Zentrallinie  ist 
und  dieselbe  zwischen  dmi  äursrn  n  und  inneren  Ähnlichkeit spuukto 
triiit.  Brenn pnnktf»  sind  die  iSchuittpunkte  der  Hauptachse  mit  dem  Alm- 
Uchkeitflkreia.  i^'ür  den  äolseren  und  inneren  Ahniichkeitspuukt  s  und  s' 

1)  Get.  Werke  II,  451 ,  467  u.  ff.  Steiner  leitet  sie  ans  den  venchiede&eii 
Wectea  der  koDstanten  Somine  oder  Differenz  l  der  beistangeiiten  aller  Kurven- 
paikte  ab;  de  ergeben  nck  aneh  leicbt  aiu  dem  erwftbnten  Znaammenliange 
twiiehea  Breai^nuikten  und  BeHlhiangipankten. 
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uh  Enrroiinitlelpiuikt  lerfSUi  der  EegdBchnitt  in  dm  GeandeiqMwr  der 
iuTBeran  resp.  inneren  KFetsiaiigenten.  —  Den  BerfibirmgaBehnen  zwiadMS 

den  Berührungäpimkten  der  inneren  Tan<^cnteu  und  der  (%ordale  ent- 
sprechen  Hyperbeln,  dereu  Mittelpunkte  die  Zentrallinie  (welche  Haupl- 
aclise  ist)  vom  inneren  Ahnlichkeitspunkte  bis  zur  Chordale  durchlauttJi 
—  den  Berühnmgssehneii,  wrlchp  mit  A\  auf  der  entgegengesetzten 
Seite  der  Chordale  liegen,  entsprechen  imaginäre  doppelt  berühremic 
Kegelschnitte,  deren  Mittelpunkte  zwischen  der  Chordale  und  dem  Hal- 
bierungspunkt w  Ton  o^Of  liegen. 

Bei  den  anderen  Lagen  der  gegebenen  Kreiae,  in  denen  nur  zwei 
oder  keine  reellen  gemeinsamen  Ereifltangenten  möglich  find,  werden 
diese  Beziehungen  kleine  Verändernngen  erleiden^  indem  gewisse  Gruppen 
von  Eegelsduiitten  ausfallen.  Eine  nea  hinsiikomniende  Gmppe  ist  he^ 
Tonuheben,  namlicli  jene  Ellipsen,  deren  Nebenachse  die  Zemtrallinie  ist^ 
und  deren  Brennpunkte  auf  jenem  Teile  des  ihnltchkeitskreiBeB  liegen, 
weleher  innerhalb  der  beiden  Kreise  K^Kf  sich  befindet  Fflr  einen 
innerhalb  K^K^  liegenden  Ahnlichkeitspnnkt  s  als  EnxTenmittelpniiki 
fallen  auch  die  Brennpunkte  in  den  Punkt  S',  die  Ellipse  reduziert  neh 
auf  diesen  Punkt  8  (oder  der  Kegelschnitt  degeneriert  in  ein  imigi- 
näres  Geradenpaar,  das  sich  in  s  schneidet). 

Wenn  einer  der  gegel)enen  Kreise  den  lJudius  Null  hat,  so 
ist  sein  Mittelpunkt  Oj  ein  Brennpunkt,  weil  dann  beide  Ahnlichkeits- 
punktc  in  zusammenfallen.  Da  voransgesotzt  wurde,  dafs  die  Krei-«:- 
mittelpunkte  auf  derselben  Achse  ]io<reii,  so  ist  die  Zentrale  HsuiptHrhse. 
Die  Kurve  wird  wie  im  allgemeinen  Kalle  aus  einem  Berührungspunkte 
oder  dem  Kurrenmitteipunkte  oder  dem  zweiten  Brennpunkte  oder  der 
konstanten  Summe  oder  Differenz  der  Tangenten  (resp.  halben  künteeten 
Sehnen)  bestimmt.  —  Statt  des  Berührungspunktes  von  JT^  kann  wdi 
die  zum  Kreise  mit  dem  Radius  Null  gehörige  BerührungBsehne 
gegeben  sein;  es  ist  die  Polare  des  Brennpunktes  der  Kurve  (die 
Leitlinie).  Die  Berfihrungssehne  für  Ki  ist  symmetrisch  bezQglich  <)er 
Ghordale,  welche  die  Tangenten  Ton  0^  an  JT^  halbiert^  dadurch  ist  die 
Aufgabe  auf  eine  bekannte  znrfickgeföhri 

Wenn  statt  eines  Kreises,  nur  der  Mittelpunkt  0^  und  die  zogdiSrig» 
BerflhrungBsehne  gegeben  sind,  so  lafst  sich  diese  Aufgabe  anch  fof 
die  erörterten  zurttckf&hren:  Ist  der  BerÖhruugMpunkt  von  iT, 
geben y  so  bestimmt  sich  der  auf  Pg  liegende  Berührungspunkt  aus 
oj»,  =  cop^.  —  Ist  der  Kurvenmitteipunkt  m  gegeben,  so  giebt  der 
Satz,  dafs  sich  ein  Kurven durchmesser  und  die  zu  m  konjugierte  Nor- 
male durch  uut'  der  zugehörigen  Sehne  7\.  schneiden,  belielng  vi-le 
Paare  konjugierter  Durchmesser,  welche  auf  Grund  desselben  Öatzes 
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nr  Bestimmmig  der  Berührungssehne  Ton  Terwendet  werden  kdimeiL 
—  Isk  ein  Brennpunkt  f  gegeben^  so  gehört  zum  Halbierungspunkte  ii 
jaa  aifi  BerOHnuignebne  M  die  Choidale  von  f  und  d.  h. 
die  Genid%  welche  die  Tangenten  Ton  f  wk  halbiert  Daraui  laTat 
sich  P|  beafcinimen^  da  die  Entfinnungen  Ton  Jf  und  der  gesuchten 
Pi  proportional  sind  den  Entfernungen  Ton  o^^  und  Oj. 

Im  folgenden  aeien  anfser  den  beiden  Ereiaen  K^K^  andere  Be- 
rtimmnngMtttcke  des  doppelt  berflhrenden  Kegelsehnittes  gegeben. 

1«  Em  KurvenpuM  q  ist  gegeben})  Der  Punkt  q  muTs  entweder 
imieihalb  oder  audBerhalb  beider  Kreise  liegen-,  im  erateren  Falle  ist 
die  geauehte  Kurve  eine  Ellipse,  deren  Kebenaehse  mit  der  Zentrale  der 
Kreise  zusammenfällt.  —  Die  Tangenten  von  ff  an  die  beiden  Kreise 
iCjiTj  (resp.  die  kürzesten  Seimen  durch  q  ]  iiiilRm  eine  Summe  /  und 
Differenz  A;  jeder  dieser  Grölsen  entspricht  je  ein  doppelt  berührender 
Kegelschnitt.  Die  Berührungspunkte  desselben  mit  ÄTj  oder  ergeben 
sich  aus  l  resp.  A;  so  liegen  z.  B.  die  Berührungspunkte  von  auf 

einem  zu       konzentrischen  Kreise  mit  dem  Radius  yr\  + (resp. 

Vr}+il*),  wenn  q  aufserhalb  beider  Kreise  li^^  und  mit  dem  Badius 

yr\  —  P  (resp.  j^rj  — A*),  wenn  q  innerhalb  derselben  liegt.  —  Ist  ^ 
auf  der  Ghordale  C  der  beiden  Kreise  gegeben ,  so  vereisfuht  sich 
die  Losung,  da  der  in  q  berflhrende  Kreis  den  Mittelpunkt  m  hat  und 

daher  gegeben  ist;  seine  Cbordalen  mit  und  liegen  in  der  Mitte 
zwischen  den  gesuchten  Berührungssehnen  und  der  Geraden  C. 

Ist  7  auf  dem  Alinliehkeitskreise  vüu  A, /C,  «gegeben,  so  enthalten 
die  Tangenten  der  beiden  durch  cy  geheuden  Kegelschnitte  den  inneren 
und  äufseren  Ahnlichkeitspunkt  von  K^K^.  —  Die  beiden  durch  q 
gehenden  Kegelschnitte  haben  aufser  q  nocli  drei  l'unkte  q^q^q^  gemein, 
welche  anf  d»  rti  Kreise  durch  7  mit  dem  Mittelpunkte  oj  liegen;  sie 
haben  von  der  r'hordale  T  die8ell)en  Abstände  wie  7.*!  (Zwei  dieser 
Punkte  können  auch  imaginär  sein).   Dies  läTst  sich  auch  anders  aus- 

1)  Steiner  behaiideltd«!  allgemeinen  Fall,  dafs  ein  Kegebcbaitfe  gesucht  wird, 
welcher  swei  gegebene  E^elsehnitte  doppelt  berührt  und  durch  einen  gegebenen 
Punkt  g«bt  iC'i'H  Wrrko  IT,  480);  vefgl.  auch  Niemtsehik  (69.  nnd  71.  Bd.  der 

Sitnmpfber  (1   Akad  d  Wisa.). 

2;  Sind  die  i\inkt<'  9,7,7,  reell,  (^o  ♦•r^ridit  sich  }'ol<;fri(lf  projektiviBche  Be- 
stinunong  des  KegelHchnitteg :  Die  Wechäebehne  77^  wird  vou  Ä',  und  dem  ge- 
•uchten  Kegelschnitte  C,  in  Punkiepaaren  einer  hivolutiou  geschnitten,  von  deren 
I>oppelpiiiikten  einer  diurch  die  BerfUmmgeaehne  von  nnd  Q  anageflchnitten  wiid. 
Sucht  naa  daher  daeFnaktepaar  »x\  welches  ni  qq^  nnd  dem  Kreise  gleichseitig 
humQnisch  koajngiert  tsti  so  gicbt  die  Normale  zur  Zentrale  durch  s  oder  x'  eine 
gesachte  Berubningssehno  von  K^ ;  mm  (>rhillt  also  zwei  KegclHcbnitte.  (Natürlich 
kann  JT,  in  derselben  Weise  benfitzt  werden  und  liefert  dieselben  fieenltate.) 
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spreehen:  Je  zwei  Kegebclmittey  welche  zwei  gegebene  Kreise  symmebnaek 
zur  gleichfiiL  Aehze  bertthreo,  zcfaneiden  rioh  in  4  Ponkteiiy  weiche  im 
HalMeinuigspimkie  m  der  Ereizmittelpaiikte  gleioihe  Entfenumg  habeo.'] 
Da  num  za  dieeen  Eegelzchnitten  aach  ein  gememumnez  (innem  oder 
Sufterez)  Tangentenpaar  zShlen  nraiz,  ist  darin  der  froher  abgeieüeka 
Satz  enthalten:  „0  liegt  auf  der  Symmetrale  der  durch  eine  gemdn- 
same  Ereietangente  ausgeschnittenen  Kurrenzehne^ 

Wenn  statt  eines  Kreises  ein  Brennpunkt  f  gegeben  ist,  tritt 
nur  au  Stelle  der  einen  Kreistangente  aus  die  Entfernung  des  Punktes 
q  von  f.  Auch  die  Bestimmung  der  noch  mitgegebenen  Punkte  q^q^'ii 
bleibt  dieselbe,  weil  Oerade,  welche  die  Tangenten  von  f  an  den 
Kreis  halbiert,  die  bteile  der  ChordaLe  C  vertritt,  und  a  die  btrecke 
0|/*  halbiert. 

Diese  B  weiteren  Kurvenpunkte  qiQ^q^  lassen  sich  auch  bestumneiif 
wenn  statt  der  beiden  Kreise  nur  die  Mittelpunkte  0^0^  und  die  za- 
gehdrigen  Berührungssehnen  PjPj  gegeben  sind,  weil  die  Chordale  C 
mitten  zwischen  und  Pj  liegt.  Zur  Bestimmung  des  K^elschnittes 
sndit  man  den  in  q  berührendfin  Kreiz;  sein  Mittelpunkt  x  teilt  die 
Strocks  öiOf  im  Reichen  YerhSltnizze  wie  q  die  Entfernung  dsr  Be- 
rOhmngssehnen  ar^a^.*)  Aach  der  Mittelpunkt  m  der  Kurre  Ufst  neli 
direkt  bestimmen,  da  mo^ :  ffijr^  —  ma^ :  m«|  ist;  m  muls  daher  die 
Strecken  o^^r^  und        im  gleiehen  Yerhiltmsse  teilen');  tnp  ist  dson 

1)  Da  sich  für  zwei  Kegelschnitte  C,  C,,  deren  eine  Achse  in  dieselbe  Gerade 
G  fällt,  immer  zwei  Bj-cise  bestimmen  lassen,  welche  gleichzeitig  nnd  T, 
doppelt  berühren,  ist  die  Heatimmimg  der  4  Schnittpunkte  zweier  solcher  Kejr*?'.- 
schnitte  Cj  und  0,  ermöglicht:  Wie  man  a,  den  Mittelpunkt  des  Kreisen  »ti/ 
welchem  die  4  Schnittpunkte  liegen,  findet,  sowie  die  Gerade  C,  auf  welche  die 
KühieEangspuiikte  der  4  Wechaelflehneii  dieser  Sehnit^nuikto  liegen,  wurde  genigt 
(IL  Au^be  6).  Alle  KegelBehnitte  dunoh  die  gesuehten  4  Pnakte  bettbnmeD  wf  <r 
eine  Involution,  welche  durch  die  beiden  SchnittpoDktepaare  von  und  gesebea 
ist:  Das  Punktepiiar  dieser  Involution,  welche?  od  zum  HalbierungspoMkte  hat,  liegt 
auf  dem  Kreise  Ä  durch  die  4  gesuchten  Prirkt«'  —  Das  Punktepaar  der  Invo- 
lution, welches  rlurch  h.albiert  wirrl,  ]ip?jt  ,mt  d  ri  zu  G  normalen  Sehnen  \ 
der  gesuchten  Puuki«'  —  Die  Doppeljtunkt*'  lier  Involution  und  lif^n  äuf 
den  WechtjeUehnen  der  gesuchten  Punkte;  diese  Wechselsehneu  »ind  benüfluobar, 
d»  sie  durch  die  Sduuttpuiikte  von  0  mit  den  Kreiaett  über  igm  und  e^m  gefafla 
(VeigL  NiemUchik,  69.  Bd,  d.  Sitaangeber.  d.  Aknd.  d.  Wies.  ISSS.) 

8)  Oder  mit  Benntaang  der  Ponkte  Weduebehne  f§t 

durch  gg,  und  den  Schnitt  mit  P^  als  Doppelpunkt  eine  Involution  bestimmt, 
welcher  auch  die  Schnittpunkte  von  angehören;  da  diese  vom  Fufspunkte  da 
Konnale  aus  o,  auf  qq^  pleich  entfernt  sind,  können  sie  bestimmt  werden. 

8)  Man  zeichnet  iil)er  o,  und  o,«,  ähnliche  Dreiecke;  auf  der  Verbindungs- 
linie der  dritten  Ecken  liegt  m.  Oder  zwei  Parallele  durch  und  o,  schnädeB 
JPj  vnd      in  PSttkten  eines  Ihu-chmessers. 
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dn  Duehmewer  der  Kurve  und  schiieidet  und  in  Punkten  «| 
mid  Bo  dals  o^a^  und  o^a^  pamlleL  aind  nnd  nomal  nxr  Biclitimg 
der  Tangente  in  j>.   (Diese  Aufgabe  ist  eindeutig). 

Ist  ein  Berühniugskreis  Ky  ein  Kurvenpunkt  q  und  der  Mittelpimkt 
m  der  Kurve  gegeben,  so  läfst  sich  dies  auf  den  betrachteten  Fall  zurück- 

fiikreu,  weil  auch  der  zu  K  b»jzügiich  symmetrische  Kreis  ein  Be- 
rühnmgskreis  der  gesuchteu  Kurre  sein  muTs. 

2.  Eine  Kurventangente  T  ist  gegeben. 

Man  sucht  den  Berührungspunkt  .r;  er  hat  die  Eigenschaft,  dals 
auTser  ihm  auf  T  kein  Punkt  existiert,  dessen  Tangenten  oder  kiirzeste 
Sehnen  an  die  beiden  Kreise  dieselbe  Summe  oder  Differenz  besitzen, 
liichdem  die  Kreismittelpunkte  auf  derselben  Achse  liegen  sollen,  muüi 
T  mit  beiden  Kreisen  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemein  haben. 

a)  Techneidet  keinen  der  beiden  Kreise  JTiJ^.  Fallt  man  (Fig.  24) 
Ton  Ol  auf  T  eine  Nonnale  nadi  und  tragt  von  auf  der  Nor- 
male die  Länge  der  Tangente  an  nach  beiden  Seiten  auf:  ngd^ 
-» Hgä^  so  ist  die  Lftnge  jeder  Tangente  ron  einem  Punkte  x  der 
Geraden  T  an  gleich  xdg  oder  xdl,  wegen  ->  :co{  —  ^  X9^ 
+  »joj  —  rj  =  a:n} -I- <J  =  a:rfl.  Ebenso  bestimmt  man  für  den 
Pnidct  d^.  Die  Summe  oder  die  Büfozenc  {  der  Tangenten  von  den 
Punkten  x  der  Geraden  T  an  K^  und  JT,  ist  daher  gleich  xdi  db  xd^^ 
nun  ist  x  so  auf  T  zu  bestimmen,  dals  es  keinen  anderen  Punkt  auf 
T  giebt,  dessen  Entfernungen  von  und  dieselbe  Sunniie  aUer 
Diti'erenz  besitzen;  d.  h.  es  ist  der  BerükrungBpuukt  dcaiemgen  Kegel- 
schnittes mit  T  zu  finden,  >\  i  leher  (7,  und  (J„  oder  und  nP,  zu  Breim- 
punkten  hat.  Der  gesuchte  Berührungspunkt  x  liegt  auf  t/jf/j  resp. 
rfjrf,.  Die  Zentrale  der  Kreise  ist  Hauptachse  der  Kurve.  Die  Schnitt- 
punkte «jCfg  der  Berührun^saehnen  mit  2'  liegen  auf  den  Kreispolaren 
von  Xj  oder  können  aus  der  Beziehung  xd^a^  —  90  °  »  xd^a^  bestimmt 
werden. 

b)  T  schneidet  die  beiden  Kreise  K^K^,  Bestimmt  man  jene 
beiden  Kreise  XjX,,  welche  die  Schnittsehnen  von  T  mit  KiK^  zu 
Durchmessern  hab^  so  sind  die  Tangenten  oder  kürzesten  Sehnen  eines 
beliebigen  Punktes  Ton  T  an  £|  und  n^,  resp.  und  gleich.  Alle 
Kegelschnitte,  welche  Xg  nnd  je^  doppelt  berOhren,  sdmeiden  T  in  swei 
Punkten;  wir  suchen  jene,  fttr  welche  die  beiden  Schnit^nmkte  m- 
saminenfaUen;  da  T  eine  Axe  f&r  diese  Kegelschnitte  ist,  kann  die« 


1)  Sei  (Fig.  24 1  :t  der  Pol  von  2\  also  xo^  .Tttj,  so  ist  Aa^n^n  Ao^n^x 
and  daher  HiU^  n^x  =^  n^n  ■  n^o^  =  ([  —  R|</|,  daher  liegen  a^xä^  in  einem 
BalbfaeiM. 
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nur  eintreteii,  wenn  auf  T  ein  Doppelpunkt  der  Kurre  liegt^  d.  L  der 
Eegeledmitt  in  ein  Gerodenpaar.  sBerfaUt,  dessen  Scimittpnnkt  uf  T 
liegi  Der  innere  und  äuikere  Äbnliohkeitepunkfc  Ton  und  «ind 
die  geeuchten  BerOhrnngspunkie  von  T, 

Dieselben  sind  immer  reell,  auch  wenn  das  Gerodenpaar  imaginär 

ist.  —  Die  Zentrale  der  gegebenen  Kreise  ist  Nebenachse  der  geauchtai 
Kurve. 

Hat  einer  der  gegebenen  Kreise  den  Radius  Null,  ist  also  ein 
Brpiiiijiiinlvt,  so  ist  die  Lösung  analog.  Da  hier  die  Zentrale  einen 
Breiujpuiikt  onthält,  also  Haiiptaclisc  sein  miü's,  erhalt  man  nur  Lösung^ 
wenn  T  den  gegebenen  Kreis  nicht  schneidet. 

Für  einen  Kegelschnitt,  welcher  2'  zur  Tangente  hat  und  A'^Aj 
doppelt  berührt,  lassen  sich  noch  3  andere  Tangenten  T^T^T^  be- 
stimmen: Bringt  man  T  and  die  zur  Zentrale  symmetrische  Tangenk 
T^  mit  dem  Ähnlichkeitskreise  Ton  KgH^  zum  Schnitt,  so  sind  die 
nicht  zur  Zentrale  normalen  Yerbindungslinien  der  4  Schnittpunkte 
auch  Tangenten  desselben  Kegekclmittes.^}  Da  es  nun  bei  gegebenar 
Kurrentangente  zwei  J^i^  doppelt  berOhxende  Kegelschnitte  gjebti 
JSfst  sich  dies  auch  so  aussprechen:  Je  zwei  Eegelscfanitte,  welche  zwei 
Kreise  (symmetrisch  zur  Zentrale)  doppelt  berfihren,  haben  4  gemeu- 
same  Tangenten,  deren  Schnittpunkte  auf  dem  Ähnliehkeitskreis  tod 
ifjiC,  liegen.*) 

1)  Dmwos  ergiebi  lieh  eme  projelctivische  Ldsung  der  Angabe:  Alle  K«gel- 
echnittc,  welche  2  Gerade  G^G^  in  denselben  Punkten  1  •en'ihren,  bilden  ebe  Schar; 

<He  Tangenten  an  dieselben  von  einem  l>oliclil^en  Punkte  x  bilden  eine  Involution, 
von  welcher  ein  Dop])olrttruhl  nach  dem  Cschnittpunkte  von  f7,  (r\,  gerichtet  ist 
Wählt  man  ah  x  den  Schnitt  zweier  Tangenten  auf  dem  .•Umlichkcit&kxeiae,  so 
ist  durch  diese  und  die  Tangenten  au  A',  die  Involution  bestimmt,  deren  Doppel- 
strahlen  die  Zentrale  in  2  Pankten  x[  schneiden;  die  Polue  von  x,  (oder 
hestIgUcb  giebt  die  gesuchte  BcürShrungssehne  dieses  Kreises,  (hi  giaidisr 
Weise  kann  anch  JE^  benütst  werdm.) 

2)  Dies  ^ebt  ein  Mittel,  die  4  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Keg* l^cliaitte 
C,  (7j ,  deren  eine  Achse  auf  derselben  Geraden  G  liegt,  zu  bestimmen :  Alle  Kegel- 
»rhnitte,  welche  }  Gerade  berühren,  bilden  eine  Schar;  die  zu  G  normalen  Tan- 
genten schneiden  G  in  einer  Invohition,  we](  he  durch  die  Schnitte  von  C,  und  f, 
mit  G  bestimmt  ist;  durch  die  Koppeljuinkte  e^e^  gehen  die  zii  G  normaleD  Dia- 
gonalseiten  des  Vierseits  der  gesucliten  Taugeuten;  diese  schneiden  deu  Ahnlich- 
keitsla«  is  Kb  (der  beidm  C|  und  C,  doppelt  berttlurandea  Kreise),  dessen  Bestiflunsag 
froher  (U,  Anfg.  6)  gezeigt  wnrdSf  in  8  Paaren  von  Oegenecken  des  Tierseitei  der 
4  Tangenten;  das  dritte  Qegeneckenpaar  liegt  auf  Q  and  mnfs  einerseits  sa  s,e^, 
andrerseits  nun  Kreiie  Km  harmonisch  koigugiert  sein,  ist  daher  bestimmbar  and 
kann  auch  zur  Konstruktion  der  Tangenten  verwendet  werden,  weil  die  vom 
Mittelpunkte  des  Kreise?«  K»  auf  die  ^resuchten  Tanj^enten  gefüllten  KemiatoB 
diese  in  Tunkten  tretfen,  welche  auf  der  bjmmetralc  von  e^e^  liegen. 
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Sind  siatt  der  beiden  Kreise  die  MittelpiniVie  CgC^  und  sogehörigen 
BerBhmiigseehneii  P,      gegeben,  so  ist  der  BerOlimngspuiikt  der 

Tangente  unmittelbBr  geben;  denn  die  Normale  von  o,  auf  T  mufs 
P,  in  einem  Punkt«  a,  des  zu  T  konjugierton  Durchmessers  treffen, 
und  ebenso  schneidet  die  Noiiiiaie  von  auf  T  die  Sehne  Pj  in  einem 
Punkte  desselben  Durchmessers-,  aj«^  schneidet  daher  Tim  gesuchten 
Bertihnmgapunkte,  die  Zentrale  im  Mittelpunkte  des  gesuchten  Kegel- 
schnittes.   (Diü.se  ArifValx  ist  eindeutig.) 

Ist  ein  Berübningskreis  A",  der  Kurvenniittelpunkt  m  und  eine 
tvurventaugeute  gegeben^),  so  läist  sich  dies  auf  die  erörterte  Aufgabe 
zurückfuhren,  da  auch  der  zu  K  bezüglich  m  symmetrische  Kreis  die 
gesuchte  Kurve  doppelt  berühren  mufs. 

3.  Ein  dritter  doppeU  berührender  Kreis  JT,  ist  gegeben. 

Sein  Mittelpunkt  mufs  Auf  der  Zentrale  o^o,  liegen,  da  sonst  der 
Eunrenmittelpunkt  gegeben  und  nicht  mehr  willkürlich  wäre. 
Sehneiden  sich  die  Ahnlichkeitskreise  tob  KiK^K^in  2  leellen  Ponkten, 
so  sind  dies  die  Breonpunkto  der  gesuchten  Kurve,  und  die  gemeinsame 
Zentrale  G  ist  Nebenachse.  Die  Schnittpunkte  Ton  fo^,  fo^,  fa^  mit 
den  Kreisen  JT^JE^JT,  liegen  auf  der  Scheiteltangente.  —  Im  andeni 
Falle  ist  Cr  Hauptachse  und  die  Brennpunkte  trennen  die  3  Ahnlich- 
keitskreise  gleichseitig  hannoniscL 

Ist  statt  des  dritten  Kreises  der  Hittelpunkt  und  die  zugehörige 
Berfihrungssehne  P^  gegeben,  so  benutzt  man  C  und  o  znr  Bestimmung 
des  Knrvenmittelpunktes;  zwei  parallele  Gerade  durch  Oj  und  a 
öcimt'iden       und  C  in  Punkten  eines  Durchmessern  u.  .s.  w. 

Sind  ein  Kreis  und  2  Mittelpunkte  o^o.^  mit  zugehörigen  Be- 
rühningssehnen  P,  gegeben,  so  bestimmt  mau  tiiierseits  wie  früher 
den  Kurvenmittelpunkt,  andrerseits  P^,  welche  Gerade  PjPj  in  dem- 
selben Verhältnis  trennt,  wie      die  Strecke  0^0^  u,  s.  w. 

4.  Das  Verhältnis  der  Achsen  ist  tjegchm. 

Dann  ist  auch  a ;  e  resp.  b :  e  gegeben;  die  Brennpunkte  ergeben 
sich  aus  dem  Ähnlichkeitskreis  mit  Hilfe  der  Gleichungen  Oi/'»    <  ~ 

resp.  Voit  oj'  ^r^Y 

IV. 

Die  frfihrren  Antgabeu  lassen  sich  auch  hmen,  wenn  die  beiden 
gegebenen  Kreise  zusammenfallen,  d.  h.  rin  Kreis  K  und  seine  Be- 
rühnmgssehne  P  mü  der  m  auchemien  Kurve  gegeben  sind: 

1)  Niemtschik  löst  diese  spezielle  Aufgabe  dardi  ifttmilicbe  BetrsditDiig 
im  68.  Bd.  d.  Wien.  SitsiuigBber.  d.  Akad.  d.  Wim.  IL  Abt  Nov.  1878. 
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l\  Sin  KurvenpuM  q  ist  gßfftbm. 

Der  zu  g  gehörige  BerQhnmgBkreiB  K'  ISIM  sieli  emdeatig  be- 
stimmen, da  seine  Chordale  mit  K  von  P  und  q  gleiche  Entfenrang 
hat.  Sind  die  Schnittpunkte  pp'  von  P  und  K  reell,  so  läfst  sich 
der  Kreismittelpunkt  o'  finden,  da  der  Tlalbierungspunkt  von  oo'  auf 
der  Symmetrnle  von  pq  liegt.  —  Auch  kann  man  direkt  die  Tangente 
T  des  Punktes  q  finden,  da  ihr  .Schnittpunkt  mit  P  auf  der  Kreis- 
polare  von  g  liegt. 

Legt  man  durch  q  eine  beliebige  Geiade  X,  so  läfst  sich  der 
zweite  Ktinrenptmkt  x  auf  X  beBtimmen,  weil  die  Entfernungen  all« 
Kurvenpunkte  von  P  zu  ihren  Tangenten  oder  künesten  Sehnen  an  K 
ein  konstantes  Verhältnis  besitaen: 

Ist  q  (Fig.  25)  innerhalb  K,  und  schneidet  X  die  Sehne  P  in 

den  Kreis  Ä"  in  1  und  2,  so  muls  Yql  ■  q2  :  qa  =  Yxl  ■  x2  :  xa  sein; 
zeichnet  man  über  12  als  Durchmesser  einen  Kreis,  sr»  müssen  die 
Endpunkte  der  zu  12  normalen  Seimen  in  q  und  :r  aul  einer  Geraik-n 
durch  a  liegen.^)  Daraus  folgt,  dafs  zu  a  bezüglich  q.r  und  bezüglich 
12  derselbe  Punkt  ß  harmonisch  konjugiert  ist;  ß  liegt  auf  der  Kreis- 
polare von  ff;  um  also  x  zu  finden,  bestimmt  man  zu  q  den  harmo- 
niseh  konjugierten  Punkt  bezüglich  «  und  der  Kreispolare  Ton  «. 

Wenn  q  auiserhalb  K  liegt  und  X  den  Kreis  K  sdineidet,  kaim 
man  q  und  X  als  Mittelpuiikte  toh  Kreisen  auCbssen,  weleke  K  not- 
mal  admeiden,  und  deren  Radien  (das  sind  die  Tangenten  Ton  q  und 
X  m  K)  sich  Terhalten  wie  qaixttf  d.  h.  «  ist  ein  Ähnlichkeitapunkt 
dieser  Kreise;  der  zweite  ÄhnUohkeitspunkt  ß  muTs  daher  (vergl.  Fig.  13) 
zu  a  bezüglich  K  harmonisch  konjugiert  sein,  d^h,  ß  liegt  auf  der 
Kreispolare  von  und  die  Kurvenpunkte  qx  werden  durch  a  und  ^ 
harmonisch  getrennt. 

Wenn  q  aufserhalb  K  liegt  und  X  den  Kreis  K  nicht  schneidet^ 
kann  man  7  imd  x  als  Mittelpunkte  von  Kreisen  auffassen,  welche 
(Fig.  26)  durch  2  Punkte  d  \md  d'  gehen,  und  deren  Radien  (das  sind 
die  Tangenten  von  q  und  x  an  K)  sich  verhalten  wie  qa :  xa,  d.  h.  c 
ist  ein  Ahnlichkeitspunkt  dieser  Kreise;  der  zweite  Ahnlichkeitspunkt 
ß  wird  aus  t[df*^90^  erhalten;  daher  liegt  ß  auf  der  Kreiapolare 
Ton  «,") 

Man  erhSlt  in  allen  Fällen  das  gleiche  Resultat:  ist  zu  9  bar* 
monisch  bezflglieh  des  auf  P  liegenden  Punktes  «  von  X  und  der 

1)  Nienitaohik  leitet  dieielbe  Konatniktion  dnveh  fftimiUehe  Betxaditoiig  al». 
S)  Yeigl.  Fig.  M. 
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?6kte  ▼on  o.^)    HSlt  auui  X  fest,  so  sind  die  SdmiHpxmUd  aller 

Kegebchnitte,  welch©  K  in  denselben  Punkten  berühren,  harmonisch 
konjugiert  zu  u  und  /ij  rückt  <j  uaih  ß,  so  fcillt  auch  .r  mich  ß,  woraus 
wieder  folgt,  dafs  der  Kegelschnitt  dieses  Bünchels,  welcher  X  berührt, 
seinen  Berührungspunkt  in  der  Kreispolare  von  «  hat.*)  Diese  Be- 
trachtungen sind  ganz  unabhängig  davon,  ob  P  den  lüreiä  Ä'  in  reellen 
oder  imaginären  Punkten  schneidet. 

Wählt  man  X  durch  den  Pol  x  von  F  (Fig.  27),  so  fällt  ß  mit 
X  nuammen;  dann  schneiden  sich  die  Polaren  von  q  und  x  auf  P  und 
iwar  im  Pole  y  von  qx,  oder  die  Kegelschnittstangenten  in  q  und  x 
schneiden  sieh  auf  P,  und  qxait  sind  hannonisch;  d.  h.  „für  jeden 
Punkt  y  von  P  treffen  die  Tangenten  an  einen  ^Kegelschnitt  des 
BOsehels  die  Polare  Ton  y  in  Punkten,  weldie  durch  «  und  P  har- 
monisch getrennt  werden^,  und  „ffir  jede  Gerade  durch  «  ist  der  Pol 
beifl^ch  aller  Kegelschnitte  des  Bflschels  identisch  mit  dem  Pol  be- 
xllC^ch  des  Kreises  K"* 

2k  Eme  KurvenkmffeiUe  T  ist  gegeben. 

Sind  die  Tangenten  Ton  «  an  JT  reell,  so  schneiden  sie  T  in 

Ptmkten  eines  Ähnlichkeitskreises  K,;  der  gegebene  Kreismittelpiinkt  o 

und  der  zu  T  gehörige  sind  zu  A',  iiarmonisch  k{)tijiigiert  u,  s.  vv. 

In  jedem  Falle  ist  es  aber  einfacher,  zuerst  den  Berührungspunkt  t 
von  T  als  Iiarmonisch  koiijijii;iprt  zu  P  bezüglich  K  zu  bestimmen**), 
woraus  nich  dann  die  Brennpunkte  konstruieren  lassen. 

1)  Liegt  q  insbesondere  «of  der  Verbindnngslime  von  o  mit  dem  Pole  n  der 
Qttaden  P,  ist  also  ein  Scheitel  der  gesuchten  Kurve,  so  ui  der  zweite  Scheitel 
binnonisch  konjugifrt  zu  q  bezüglich  P  und  n. 

2)  Dafs  der  Heriihrunpspnnkt  ß  auf  der  Polare  von  a  liegt,  kann  man  auch 
direkt  ans  obigen  Betrac}itungen  ableiten:  Nach  Fig  25  erhält  mnn  die  Schnitt- 
punkte eines  beliebigen  Kegelschnittes  des  Bflschels  mit  X,  wenn  mau  durch  oc 
«be  Oerade  deht«  tie  mit  dem  Kreise  über  12  snm  Schnitt  bringt  und  durch 
diMw  Sdmit^imkte  die  Noimalea  auf  X  flUlt.  Soll  X  Tsageiite  einer  Kurve 
veidea,  also  die  beiden  Sckntt^pimkte  von  X  mit  der  Kurte  smammenf allen,  so 
mofs  dieser  Berührungspunkt  auf  der  Berflhnmgssehne  der  Taagentea  ans  «  an 
den  Kreis  über  12  liegen. 

Nach  Fig.  26  liVf:ren  die  Srlmittpunkto  feines  beliebigen  Kogolf!chnitt-e.>i  de» 
Büschels  mit  A'  auf  Kreisen,  weiche  ihre  Mittelpunkte  auf  ad  haben  und  ad  har- 
monisch trennen;  soll  X  Tangente  einer  Kiirve  sein,  so  mufs  der  erwilhnte  Kroif» 
X  berühren;  daher  liegt  der  Berührungspunkt  auf  der  Normale  durch  d  zu  aä. 

Nebenbei  ist  dies  der  bekannte  Satst  Alle  Kegelsehnitte,  welche  twü  Oerade 
in  denselbea  Fanktea  berdhren,  sebneiden  jede  Oerade  X  in  einer  Involntion; 
ein  Soppelpenkt  liegt  auf  der  gemeinsamen  Berflhnmgsseline;  im  anderen  wird 
X  von  einem  Kegelschnitte  des  Büsdiels  berührt. 

3)  Schneidet  T  die  Tangenten  von  p  und  p'  in  den  Punkten  a  und  a\  so  Hegl  I 
auch  auf  der  Verbindungslinie  von  «  mit  dem  Schnittpunkt  von  up'  und  a'p. 


Digitizeo  Ly  v^oogle 


30 


RuDOLv  ScHüMLn; 


Auch  kann  man  weitere  Tangenton  der  Eurre  finden: 
Mail  auckt  zuerst  (Fig.  2^)  anf  einer  beliebigen  Geraden  X  dnidi  I 
den  zweiten  Knrrenpunkt  ti  als  harmonisch  konjugiert  bezüglich  a  und 
seiner  Polare  Ä.    Sowie  die  Tangente  in  t  dorch  den  Pol  y  von 

geht,  enthält  die  Tangente  in  ^,  den  Pol  von  7t  t^;  nun  sind  xi 
und  vt/j  und  daher*)  auch  deren  Pole  //  und  y'  harmonisch  konjugiert 
zu  a  und  A.  Die  beiden  Kurventangeiiben  yi  und  y/j/j  müssen  sich 
demnach  in  einem  Punkte  x  der  Geraden  A  schneiden,  welche  die 
/u  a  bezüglich  der  Punktepaart?  i/f/^  und  /f,  harmonisi  h  konjugifiten 
Punkt*»  enthält,  d.  h.  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  geheiiileii 
Tangeuten  eines  doppelt  berülirciMli  ii  K I  gelschnittes  werden  durch 
die  Verbindungslinie  xn  und  den  Schnitt  a  der  Pijlaie  X  von  j  be 
züglich  mit  F  harmonisch  getrennt.  Da  nun  a  der  Kreispol  von  jra, 
also  unabhängig  von  C,  ist,  erhält  man  die  beiden  Sätze: 

Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  x  (d  i  die  Berühningsselmeo 
der  Tangenten  aus  x)  bezüglich  aller  den  Kreis  K  in  denselben 
2  Punkten  berfibrenden  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  einem  Punkte  c 
der  gemeinsamen  Berühmngsselme;  a  liegt  aneh  auf  der  Ereispolare 
Ton  X.  —  Die  Tangentenpaare  ans  x  an  alle  den  Kreis  K  in  denselbeD 
2  Punkten  pp'  berührenden  Kegelscbnitte  werden  durch  die  Geraden 
und  XU  barmonisch  getrennt;  dabei  ist  x  der  Pol  von  pp'  und  «  der 
Pol  Ton  XX  bezQglicb  Ki  xa  ist  daher  die  Tangente  des  dureh  / 
gehenden  Kegelsehnittee  der  Schar. 

Wenn  x  aulserhalb  K  liegt,  werden  auch  die  Tangenten  an  K 
durch  XX  und  xa  harmonisch  getrennt;  wenn  x  innerhalb  K  hegt, 
schneidet  jedes  Tangentenpaar  eines  Kegelschnittes  den  Kreis  Km  im 
Eckpunkten  eines  Viereckes,  dessen  Gegenseiten  sich  entweder  in  « 
odtiv  auf  x:t  schneiden.  Diese  Betrachtungen  gelten  unabhängig  davou, 
üb  p  und  p'  reell  oder  ima^när  sind. 

Es  ist  demnach  möglich,  durch  jeden  Punkt  .7*  der  gegebenen 
Tansrentc  T  die  zweit«  Kurventangente  1\  zu  konstruieren;  ist  jr  ins- 
besündere  der  Sclmittpunkt  von  T  mit  P,  so  muTs  jTj  und  T  harmo- 
nisch konjugiert  sein  zu  P  und  n:. 

3",  Ein  dQppdt  her iüir emier  Kreis  K'  iat  gegeben. 

Nachdem  dann  zwei  Kreise  K  und  K'  und  die  Beruh rungssehne 
P  von  K  gegeben  sind,  ist  dies  ein  schon  behandelter  FalL 

4».  Das  VerhäÜnis  der  Achsen  ist  gegthcti. 

Dann  kennt  man  auch  a :  e  und  h :      Liegt  o  anf  der  Nebenachse 

1)  Wenn  man  sn  jedem  der  4  bummiMdieii  Strahlen  Ttt,  :ra,  A  bdü^» 
lidi  des  KxeifleB  K  den  hannomBcli  koigiigierten  Strahl  komstmiert,  erUUt  ibm 
wieder  «ine  hannoniaehe  Groppe:  «y,  »yi,  Ay  n«. 
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der  gesuchten  Kurve,  öo  enthält  der  Kreis  über  0:1  die  Brennpunkte, 

und  diese  haben  yon  0  die  Entfenmng  of^r'^\  daraus  kdnnen  sie 

eindeiitig  beetimmt  werden.  —  Liegt  0  auf  der  Hauptachse  der  gesuchten 
Konre,  so  ist  die  LSnge  der  Tangenten  oder  haiben  kfirssesten  Sehne 

von  0  an  den  Brennkreis  bestimmbar:  A  yof  •  o/i  "  •  ^;  der  Brenn- 
kreis schneidet  daher  den  zu  K  konzentrischen  Kreis  Ki  mit  dem 
Radios  k  nonnal  oder  nack  einem  Durehmesser,  und  da  er  auch  den 
Kreis  St  Aber  ox  normal  schneidet^  ist  er  eindeutig  bestimmt.^) 

Auch  können  die  Schnittpunkte  der  gesuchten  Kunre  mit  einer 
beliebigen  Geraden  X  direkt  mii  Hilfe  des  Satzes  konstruiert  werden, 
da&  für  alle  Kunreupunkte  das  Verhältnis  Ton  l  (der  Lange  ihrer 
Tkngenten  oder  halben  kürzesten  Sehnen  an  JT)  zu  ihrer  Entfernung 
TOB  der  Berflhnmgssehne  P  konstaut  ist,  und  zwar  e :  a  oder  c :  6,  je 
nachdem  der  Mittelpunkt  von  K  auf  der  }Iuuj)t-  oder  Nebcnarhsc  liegt, 
i^ui  ht  man  auf  einer  Geraden  die  Kurvenpunkte,  so  ist  das  Ver- 
gilt iiia  von  l  zu  ihrer  Entfernung  von  dem  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden X  und  P,  gegeben;  es  nei  e 

Wenn  die  gcsuehten  Kurvenpunkte  innerhalb  K  liegen,  niuls  X 
den  Kreis  K  sehneiden;  dann  errichtet  man  (Fig.  2ö)  ül)er  den  Sehnitt- 
punkten  1,  -  einen  Kreis  >l  und  legt  durch  u  eine  Gerade  G,  so  dafs 
tg  g)  =  «  ist.  G  schneidet  den  Kreis  k  in  zwei  Punkten,  weiche  auf 
X  projiziert  die  gesuchten  Kunreupunkte  (x  und  q)  geben. 

Wenn  die  gesuchten  Kur^enpunkte  auüserhalb  K  liegen,  so  kann 
man  sie  als  Mittelpunkte  von  Kreisen  auffassen,  welche  K  normal 
ichneiden  \md  a  sowie  den  auf  di-r  Polare  von  a  gelegenen  Punkt  ß 
za  Ahniichkeitspunkten  haben.  Alle  Kreise  mit  Mittelpunkten  auf  X, 
welche  K  nonnal  schneiden,  haben  (Fig.  26)  die  Noimale  D  von  0  auf 
X  zur  gemeinsamen  Chordale,  also  auch  die  gesuchten  Kreise  und 
deren  jluilicbkeitskreis  JK^  über  ttß.  Legt  man  durch  «  eine  Gerade 
Gj  so  dafs  sin  9  s  ist,  so  mu£s  G  von  den  gesuchten  Kreisen  be- 
rfibrt  werden^  bringt  man  demnach  G  zum  Schnitt  mit  D  in  ^,  so  sind 
die  Langen  der  Tangenten  von  d  an  die  gesuchten  Kreise  und  den  ge- 
gebenen Kt  gleich,  so  dals  man  die  Berfihrungspunkte  derselben  mit 
G  und  daraus  ihre  Mittelpunkte  auf  X  finden  kann,  welche  die  ge- 
suchten Kurvenpuukte  {q  und  x)  darstellen. 


1)  Irn  enteren  Falle  Mcf^-  <ier  Mittelpiinkt  des  Breimkroisos  aul'  der  Chordale 
'1' r  beiilen  Krnse        \nitl  Ä;  iiu  /.weit«'n  Fiillt!  verbiudet  man  die  Endpuoktc  des 
vn  uurmaleu  DurcLuietisers  vou  A'^  luit  o  und  n\  die  HalbiertmgbittrahleD  dieser 
Vttbtndnagdiiuea  eatbslten  die  Brennpniikte. 
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Dieee  Konstniktioii  ist  imabhSiigig  davoB,  ob  X  den  Kreil  K  sefaneidei 
oder  nicht;  sie  ist  aber  nnmdglicb',  wenn  £  >  1  ist;  darum  sei  nodi 
ein^  Eonstniktion  angegeben,  welche  in  jedem  Falle  dorefafiflubar  iit: 
Wenn  X  den  Kreis  K  nicht  schneidet  (Fig.  26),  liegen  die  gesuchten 

Kurveiipunkte  auf  dem  Kreise,  dessen  Punkte  von  (/  und  u  Entfernun- 
gen besitzen,  die  in  dem  gegebenen  Verhältnisse  e  stehen.  —  Wenn 
X  den  Kreis  K  .schneidet,  kann  man  obenno  den  Satz  l)enutzeu,  dals 
der  Ort  aller  l^unkte^  deren  Tangenten  aii  einen  Kreis  A'  zu  ihren 
Entfernungen  von  einem  I*uiikte  a  in  einem  constant^'n  Verhältnisse  f 
stehen,  ein  Kreis  ist.  Will  man  da^un  keinen  Gebrauch  machen,  so 
konstruiert  man  über  den  Schnittpunkten  1^  von  X  mit  K  einen 
Kreis  K^^  nnd  errichtet  im  Schnittpunkte  «  TOn  X  mit  P  eine  Nor- 
male A  auf  X:  dif  gesuchten  Kurrenpunkte  auf  X  sind  dpH"  die 
Scheitel  eines  Kegelschnittes  C,  welcher  den  Kreis  jK,,  so  doppelt  be- 
Tfihr^  da&  A  die  gemeinsame  Berflhriingssehne  ist;  anfserdem  für 
diesen  Kegelschnitt  C  noch  das  Verhältnis  der  Achsen  gegeben,  da  £  d» 
YerhSltnis  einer  Halbachse  zur  Exzentrisdtät  dieses  Kegelschnittes  C  iit 
Daher  kann  man,  wie  oben,  den  Mittelpunkt  TOn  C  und  daiaos  die 
Scheitel  finden. 

Geht  die  Gerade  X  durdi  einen  BerObiuigspunkt  p  der  gesoebten 
Kurre  mit  JT,  so  lafst  sich  der  zweite  auf  X  liegende  Kurrenpunkt  s 

aus  dem  bekannten  Verlmitninse  Y-i]»  rq  :  jcp  —  e  Huden,  wo  q  der 
zweite  Schnittpunkt  von  X  mit  ist.  Denn  es  ist  rq :  .rp  =^  t^; 
dieser  Gleichung  entsprechen  zwei  Punkte  welche  pq  harmonisch 

trennen.  Der  innerhalb  pq  liegende  Punkt  ar^  wird  analog  wie  in 
Fig.  25  gefunden:  Eine  Oerade  G  durch  p,  welche  mit  X  den  Winkel 
9i(tg9>—  e)  einscldirfst,  schneidet  den  Kreis  über  in  einem  Punkte, 
welcher,  auf  X  projiziert,  den  gesuchten  Punkt  liefert;  eigieU 
sidb  aus  dem  hannonisehen  Yerhiltnisse.  Da  alle  Kuireiqkunkte  eat^ 
weder  innerhalb  oder  aulserhalb  von  K  liegen,  inrd  jeder  Angabe  nur 
einer  dieser  Punkte     oder  Xf  genügen. 

V. 

Auch  eine  Reihe  anderer  Kegelflchnittokonstruktionen  IsMen  lidi 
auf  Grund  der  entwickelten  Besiehungen  durchführen: 

1.  Creffebm  smd  ein  doppelt  herShrender  Kms  K  mit  Beriiknmfi- 

punkt  p,  sowie  ewei  Kurvenpunkie  «iff,. 

Der  auf  der  Geraden  a^a^  liegende  Punkt  y  der  Berdlii  ungssehne 
P  ist  (zweideutig)  bestimmbar,  weil  und  (i^y  sich  wie  die  Taugen- 
ten oder  kürzesten  Sehnen  von      und      an  A  verhalten.  Die  beiden 
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LOBOOgeBi  für  y  smd  zu  et,  und  JT  harmoiiiscli  konjugierte  Die  Ver* 
bmdQngslinie  von  p  und  ^  giobt  die  gesuchte  Berühruugssehne  P  u.  s.  w. 
Die  gegebenen  Punkte  müssen  entweder  beide  innerkalb  oder  beide 
aulserhall)  von  K  liegen. 

2.  Gegeben  sitki  ein  doppelt  hi  t  ukrcnäer  Kreis  K  mit  ßerulirungspurikt 
p  tmd  eine  Knrvenfangtmtc  T  mit  Tieriihrung^mnkt  t. 

Auf  der  Geraden  pt  werden  durch  K  und  den  zu  t  gehörigen  Be- 
rühnmgskreis  K'  gleiche  Sehnen  ausgeschnitten;  dadurch  ist  ein  Punkt 
von  K'  (eindeutig)  bestimmt  und  K'  gegeben,  da  sein  Mittelpunkt 
auf  der  Normale  in  t  woi  T  liegt. 

Oder:  Die  Polare  Ton  i  bcoOgUch  K  schneidet  T  in  einem  Punkte 
<ler  goBuehien  Berdhrungasehne      welehe  auch  dnreh  P  geht. 

Oder:  Eonstntiert  man  die  m  T  besfigUeh  K  harmoxttseh  konju- 
gierte Gerade  dnroh  i,  ao  aehneidet  diese  die  Eieistangente  dee  Punktes 
p  in  einem  Punkte  %  der  Kurrenachse,  welche  durch  o  geht 

8,  G^ebm  sind  em  doppdi  berükrmder  Ereis  mU  emem  Berährungs- 
pmkte  p  nmd  mm  Kurventangenien      und  T,. 

Konstniiert  man  durch  den  Sclmittpunkt  t  von  Tyl\  jene  beiden 
Geraden  XX' ,  welche  zu  T^T^  und  zu  K  harmonisch  k()ujLigiert  sind, 
80  schneidet  die  eine  (X)  die  Kreispoiare  von  t  in  einem  Punkte  von 
I\  die  andere  {X')  achiieidet  die  Tangente  von  p  in  :t  (dem  PoIp  von 
P).  Da  X  und  X'  ihre  Rollen  vertauschen  können,  ist  die  Aufgabe 
zweideutig.  und  müssen  K  entweder  beide  in  reellen  oder  beide 
in  imaginären  Punkten  schneiden. 

4.  Gegebe»  sind  ein  doppelt  berührender  Kreis  K  mU  einem  Be- 
rühnmgspwikte  p,  ein  Kurvenputikt  a  und  eine  Kurvenianffente  T, 

Je  nach  der  Lage  ron  a  und  T  gegenfiber  K  muls  man  mehrere 
FSUe  unterscheiden. 

a)  Der  Kurrenpunkt  a  liegt  innerhalb  K\  dami  muüs  der  Berflh- 
nmgspunkt  t  von  T  auch  innerhalb  K  liegen,  also  T  den  gegebenen 
Kreis  iT  in  1^  schneiden.  —  Zur  Bestimmung  Ton  i  führt  die  Iiigen- 
tehaft aller  Eur7enpankte,  dab  die  durch  sie  gehenden  kfirzesten  Seh- 
nen von  K  zu  ihren  Entfernungen  von  P  ein  konstantes  Verhältnis 
besitzen;  also  uiuis  (Fig.  29)  :  a  —  .  t  =  s  :  ^  sein,  und  daher  ist 
Sj :  ap  =  s  :  rp  und  s^:  ty  —  s  :  xtj\  die  erste  Gleichung  liefert  .s.  Trägt 
man  s  in  x'  t^dem  Schnittpunkte  von  pa  mit  T)  normal  zu  T  auf  und 
zieht  vom  Endpunkte  eine  Tangente  an  den  Kreis  über  1,2,  so  erliält  man 
zufolge  der  zweiten  Gleichung  t  und  y  (zweideutig);  daduich  ist  F  be- 
stimmt.   Die  Aufgabe  ist  unmöglich,  wenn  T  zwischen  a  und  p  liegt. 

b)  Der  Kuirenpunkt  a  liegt  aufserhalb  K,  und  T  achneidet  den 
Kreis:  Jetst  treten  an  die  Steile  der  kürzesten  Ereissehnen  durch  die 

AmUv  dw  lbi«li«n«*tk  tind  Phjsik.  ULB^ffae.  IL  9 
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Enrvenpunldie  die  Kreistangenten,  und  es  mofs  (Fig.  30)  :  a  =  *^ 
«  { :  i  8ei%  und  daher  ist  1^^:  ap  '^lixp  und  ^  :  =  2 :  xy.  Die  erske 
Oleieliimg  liefert  2;  um  mm  mit  EDUfe  der  zweiten  Gleielumg  I  und  y 

zu  finden,  errichtet  man  in  x  (dem  Schnittpunkte  von  pä  mit  T)  auf 
T  eine  Normale  und  sucht  in  dieser  einen  Pimkt  a\,  so  dal's  die 
Tangente  von  an  den  Kreis  über  12  gleich  l  ist;  diese  Tangente 
schneidet  T  im  gesuchten  Berührungspunkte  t,  weil  dann  die  zweite 
Gleichung  erfüllt  ist.  Mau  erhält  entsprechend  den  beiden  Tangenten 
aus  J*j  zwei  Lösungen  fÖr  ^;  gleichzeitig  ergiebt  sich  y  und  daraus  P. 
Die  Aufirabc  ist  unniöglieh,  wenn  q  (der  zweite  Schnittpunkt  von  ap 
mit  K)  und  x  das  Punktepaar  ap  trennen. 

c)  Der  Kurrenponkt  a  liegt  aulserhalb  Kf  und  T  schneidet  den 
JEreis  K  nicht: 

Wieder  geht  man  (Fig.  31)  von  der  Besiehung  :  a  =  7,  :  t  =  ? :  | 
ans  und  erhält  die  Gleichmigen  Ii  :  ap  =  l :  xp  und  L:fi/  =  1:  xif.  Die 
erste  Gleichung  liefert  l;  da  fttr  alle  Pmikte  Ton  T  die  Langen  der 
Tangenten  gleich  den  Entfemtmgen  Ton  einem  Punkte  d  (oder  d')  aiiul 

und,  wie  friilier  gezeiijt  wurde,  ^rfy  =  90'  sein  mufs,  kann  tiie  zweite 
(ileichutig  aiu'h  in  der  l'orm  geschrieben  werden  td :  ty  l :  ry,  d.h. 
der  durch  ä  gehende  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  f  und  dt^r  Kreis  A'r 
mit  dem  Centrum  :r  und  dem  Radius  l  müssen  y  zum  Ahulichkeite- 
punkte  haben.  Daher  liegt  y  auf  einer  Taugeute  aus  d  tai  £g  und  ist 
dadurch  (zweideutig)  bestimmt;  F  ist  die  Verbindungslinie  von  p  und  jf. 
Die  Aufgabe  ist  nur  möglich,  wenn  q  (der  zweite  Schnittpunkt  tob  sp 
mit  K)  imd  x  das  Punktepaar  ap  trennen. 

6.  Gegeben  sind  ein  Benämmgdereis  K  und  drei  Kwrvenpunkle 
0|,  o,,  o,. 

Der  auf  der  Geraden  a^Og  liegende  Punkt  y  der  Berfibrnngsselme 
P  ist  bestimmbar,  weil  o^y  und  a^y  sich  wie  die  Tangenten  oder  klb^ 
zesten  Sehnen  ron  und  Oj  tai  K  Terhslten.  In  derBelben  Weise  be- 
stimmt man  den  auf  a^<r^  oder  ä  liegenden  Punkt  jr  der  BertUuruiigB- 
sehne  P.  Nachdem  man  für  y  und  e  je  zwei  Lösungen  erhalt,  ist  P 
vierdeutig  bestimmt.*)  Die  3  gegebenen  Punkte  mfissen  entweder  slle 
innerhalb  oder  alle  anfserhalb  K  liegen. 

6.  Gegebm  sind  ein  Berührungskrcia  K,  zwei  Kurvenpuiditc  a^a^  M)^ 
eine  Kurventamietde  T. 

Zuerst  bestiinuit  iu;ui  wie  früher  den  auf  /i,  liegenden  Punkt  f 
der  Berühruugs.seiuie  i^;  bringt  mau  danu  a,  a,  mit  T  in  o;  zum  »Schnitt^ 

1)  Diese  LOsnng  hat  Fiedler  in  der  IrQher  sitierten  Abhandlmig  doidi 
Aumliche  Betrachtoog  ahgeleitek 
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80  wild  wie  in  4.  der  BerfQunmgspunkt  Ton  T,  sowie  der  Schmitponkt 
y  der  Tangente  T  mit  der  BerQlirungssehne  P  bestimmt  Da  man  für 
y  und  m  je  swei  Ldsimgen  erhält,  ist  die  Aufgabe  Yierdeatig  (vergL 
Fig.  32  nnd  33). 

7.  Gegeben  shid  ein  Bcriihmngskreis  Ky  dm  KurvetUangente  T  mU 
Berültrunffsimnlt  t  und  ein  Knrvenpunkt  a^. 

Der  Schnittpunkt  y  der  Tüügente  T  mit  der  Beriihmn^ssehne  P 
li€)gt  anf  der  Kreispolare  von  /.  Auf  der  Gei-adeu  a^t  ^njkI  der 
Bcimittpunkt  mit  P  wie  in  1.  bestimmt;  dadurch  ist  P  (zweideutig) 

Man  kann  auch  auf  beliebigen  Geraden  X.  durch  Oj  den  zweiten 
SrTinittpunkt  und  den  Schnittpunkt  $  mit  P  finden:  Liegt  inner- 
halb K  (Fig.  32),  so  folgen  ans  s'  it  ^  tt^'^  8 1  i  die  beiden  Olei- 
ehnagen  s' :  ty  =  s  :  xy  und  :  a^e  =  s  :  xz\  die  erste  Gleichung  liefert 
nach  der  zweiten  Gleichung  bestimmt  mau  den  Schnittpunkt  z  von 
X  mit  P  als  jenen  Punkt,  welcher  o^o;  im  Verhältnisse  :  s  teilt  (awei* 
deotig),  ond  dazans  a^,  —  Liegt  adserhalb  JT  (Fig.  80  folgen 
ans  V  :t  ^  l^:a^  —  Iii  ^®  beiden  Gleichongen  V :ty^l:xy  und 
<i : a^B  —  Izxß,  Die  erste  Oleichnng  liefert  I;  nach  der  zweiten  be- 
stimmt man  den  Schnittpunkt  m  von  X  mit  P  als  jenen  Ponkt^  welcher 
a^x  im  Verhältnisse  ;  l  teilt  (zweideutig),  und  daraus  (Entweder 
sucht  man  snerst  den  auf  der  Kreispolare  von  e  gelegenen  Punkt  ß 
und  bestimmt  Of,  so  dafis  a^a^zß  eine  harmonische  Gruppe  bilden,  oder 
man  benutzt  die  Eigenschaft,  dafs  und  a,  Mittelpunkte  von  Kreisen 
sind,  welclie  K  normal  schneiden  und  daher  i>,  den  auf  X  normalen 
Kreisdurchmesser  von  A',  zur  Chordale  besitzen,  und  für  welche  z  ein 
Ahulichkeitspunkt  ist.  Bringt  man  daher  die  Tangeutu  X  aus  z  an 
den  Kreis  mit  dem  Mittelpirnkte  zum  Schnitt  mit  /)  und  errichtet 
im  Schuitt|)Uiiktf  d  die  Normale  auf  %,  so  trifft  diese  die  Gerade  X 
im  Halbienmgfpujikte  co  von  fi^a^.) 

Insbesondere  kann  X  parallel  zu  T  gewälilt  werden  (Fig.  34). 
Dann  ist  z  gegeben  durch  die  Gleichung  s' :ty  =  Si:aiZ=ig<p\  mit 
Hilfe  von  z  bestimmt  man  wie  früher  a^. 

Oder  kann  durch  den  Punkt  ?/  ^rehen  (Fig.  35);  dann  bestimmt 
man  zuerst  den  auf  X  liegenden  Punkt  ß  der  Polare  yon  jf;  Oi 
und  der  zu  suchende  Punkt     sind  harmonisch  konjugiert  zu  yß. 

Um  die  Tangente  in  za  bestimmen,  nicht  man  zuerst  den 
Schnittpunkt  g  von  a^t  mit  P;  die  Tangenten  von  und  t  schneiden 
sich  anf  der  Kreispolare  P«  von  g  (Fig.  36). 

sind  ein  Berühnnigsh-eis  K,  eine  Kurveniantfenle  2\  mit 
BerUhrmgspunki     und  eme  KutrveHkmgenie  T^, 
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Der  Schnittpunkt  V]  der  Tangente  2\  mit  P  liegt  auf  der  Kreis- 
pokre  Ton  ^;  der  Berührungspunkt  von  T,  sowie  der  Schnittpunkt 
von.      mit  P  werden,  wie  in  4.  bestinimi. 

Oder  man  ancht  dnrch  den  SchnitlpmU  x  von  3\T|  jene  Geraden, 
wddie  so  T^T|  nnd  K  hamoniach  koiyngiert  aind,  nnd  bringt  eine 
derselben  mit  den  Ereiepohnen  von  x  sum  Schnitt;  der  Sdmit^pmikt 
gehdrt  der  Berfibrangaeehne  P  an  (to^L  Aufgabe  2  a). 

9.  Gegeben  sind  ein  Beruhnmgshreis  K,  ein  Kwrvenpimki  a  tmi 
meei  Ktmmkmffeiiien  T^j  T^. 

Man  sucht  jene  Geraden  durch  den  Schnittpunkt  x  der  Tangenten, 
welche  zu  diesen  und  K  harmoniscb.  konjugiert  sind  (Anfgal)e  2a)  nnd 
bringt  eine  derselben  mit  der  Kreispolare  von  x  zum  :Sciiiiitt;  der 
Schnittpunkt  y  liegt  auf  der  Berührungssehne  1\  ^un  sucht  uum  auf 
yä  den  zweiten  Kurvenpunkt  und  wie  in  4.  den  Berührungspunkt  eiuer 
der  gegel)enen  Tangt^iten  und  iliren  Schnittpunkt  z  mit  P.  Nachdem 
für  y  und  js  je  zwei  Lösungen  vorhanden  sind,  ist  die  Auij^be  vier- 
deutig. 

10.  Gegeben  sind  ein  Beriämimgshreis  K  und  drei  Kurventangenteii 
^tf  ^t9 

Man  sucht  für  den  Schnittpnnkt  x  von  T^T^  diejenigen  Geraden 
XX',  welche  zu  T^T^  und  K  harmonisch  konjugiert  sind,  ebenso  für 
den  Schnittpunkt  y  von  2\T,  die  entsprechenden  Geraden  YT-,  der 
Schnitt  einer  Geraden  X  mit  einer  Geraden  Y  iat  der  Pol  %  von  P 
nnd  also  vierdeatig  bestimmt;  oder:  Eine  Gerade  2  zum  Schnitt  ge- 
bracht mit  der  Ereispolare  Yon  x  giebt  einen  Punkt  der  BerOhrongi- 
sefane  P,  und  ebenso  eine  Gerade  Y  cum  Schnitt  gebracht  mit  der 
Kreispolare  von  y. 

Auf  diese  Aufgabe  ULfst  sich  auch  die  folgende  zurllckfllhrea:  Oe- 
geben sind  em  Berfihrungskreis  die  Kuirenaohse  und  2  Tangenten, 
weil  dann  auch  die  anr  Achse  symmetrischen  Tangenten  gegeben  sind: 
Durch  den  Schnittpunkt  x  von  T^T^  geht  ein  Ahnlichkeitskreis  Ä,, 
welclier  auch  die  Schuitt|)unkte  der  Halhieruugsstrakleu  von  T^T^  mit 
der  Achse  entiiiilt;  dann  kann  Hiiin  einen  zweiten  Berührungskreis  K 
bestimmen,  dessen  Mittelpunkt  o  Inn  iiumisch  zu  o  bezüglich  A,  isty 
und  welcher  sich  mit  K  auf       schneidet  u.  s.  w. 

Oder  bestimmt  man,  wie  früher,  den  auf  der  Polare  von  x  liegen- 
den Punkt  (i  der  Berühningssehue  P^  so  ist  diese  gegeben,  da  sie  auf 
der  Axe  noruial  steht. 

Die  schon  früher  ^^ähnte  Aufgabe,  bei  welcher  der  Kurven- 
mittelpunkt m  und  eine  Tangente  gegeben  sind,  la&t  si(  h  auch  auf 
diesen  Fall  aurückfOhien:  mo  ist  die  Kunrenaehse,  und  die  in 
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parallele  Kurventuiiirt'nt»^  lälst  sich  mittelst  m  Uestiinnien.  Db  T, 
uuil  jwyiillej  simi.  also  r  unendlich  fem  ist,  liefj;t  «  auf  ilein  7', 
Donnalen  KreisUarckmesser  uiul  zwar  is^t  f;  einer  jener  l*unkte, 
welche  K  \m<\  T.  T.  srleichzeitig  harmoüisrli  tieiiiiou.  Die  Berülinmgs- 
sehne  P  geht  duxrh  a  imd  ist  su  mo  uuriual;  die  Berühnmgspuiikte 
TOB     Jg  liegen  Auf  ma,^) 

Aofter  den  im  Torliergehttideii  besproeheuen  Kegelflcbniitoii^  welche 
swei  feete  Kreise  syiniiieiriBch  su  derselben  Achse  berOhren,  giebt  es  aaoh 
noch  andere  Gruppen  Ton  Kegekehnitten,  welche  die  Kreiie  ajmme- 
triech  zu  Terschiedenen  Achsen  berühren.'^) 
•  Die  Beziehungen,  welche  zwisclieu  eiuem  Kegelseimitte  und  zwei 
(io]>pelt  l)erührenden  Kreisen,  deren  Ali ttelpimkte  in  verschiedenen  Achsen 
lie<ren,  bestehen,  lassen  sich  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  leicht 
ableiten. 

Einen  gegebenen  Kegelscliiiitt  mit  dem  Mittelpunkte  m  untl  d»'u 
Axen  o,  b  mögen  zwei  Kreisf'  /VjAj  doppelt  berühren,  und  zwar  liege 
der  Mittelpunkt  von  A\  auf  der  Nebenachse,  auf  der  Hauptachse. 
(Fig.  37.)  Die  Berührungssehnen  P|Pt  schneiden  die  Achsen  in  den 
Punkten  «|  und      dann  ist  mjc^ :  sr^Oj  und  o^v^ :  ff,m  ^  6' :  a', 

d.  h.  nnd  P|  schneiden  sich  in  einem  Punkte  y  der  Zentrale  0|0|, 
so  dafs  o^y :  a^y  ==     :  Ir  i^t. 

Bezeichnet  man  die  Teile  o^y  und  o^y^  in  welche  y  den  Zentral- 
abstand d  teilt,  mit  y^  nnd  y^ ,  so  folgt  :  —  :  e'  und 
:  d    C :  6*.   (Dabei  kann  y  auch  aulberhalb  0|0|  liegen.) 

Zwischen  deai  Brennpunkten  und  Berfihrungskreisen  bestehen,  wie 
bewiesen  wurde,  die  Beziehungen: 

rj  :  Oip  =     :  e-  und  r}  :  o^f  •  Off  «^^  6* :  e*. 

Nun  ist  Oj/*  «  öjifi*  +     und  o,/*  •  o^/^  —  ±  (^j»»'  —  also 


Oj/^  ±  Off  •  oji/*  =  0,     -j-  o^m* «-  <i*  oder 


d.  h.  y  ist  kein  wiilküriicher  Punkt  der  Zentral»*  o^o^,  sondern  gehört 
dem  Punktepaare  yg  an,  welches  die  gegebenen  Kreise  gleichzeitig  har- 

1)  r>ipsf  Ijf^gnng  hat  Nicmtschik  durcli  dhimlirJi*»  Betrachtung  ab^deitot. 

2)  f'rnrt4'rt  Steiner  ausführlicb  in  fcj  8  h<irnr  Ahhill^.  „Neue  lieatim* 
mongsarien  der  iiurven  2.  Ordnung  etc."  (Gei.  Werke      463  u.  ff.;. 
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monisch  tretiidi.*)  Es  giebt  alao  auf  der  Zentrale  der  beiden  Kreiae 
K^K^  nur  zwei  Punkte  ff  und  von  denen  jeder  die  Eigenschaft  hat^ 
dafi9  zwei  dureh  ihn  gehende,  zu  einander  normale  Geraden  Berflhnuigg- 
sefanen  eines  ^iK^  doppelt  berOkrenden  Kegelschnittes  sind.  Di«en 
Punkten  entsprechoid  unterseheidet  man  zwei  Gruppen  doppelt  be- 
rührender Kegelschnitte  C^y  und  C*^r;  alle  Kegelschnitte  der  Öroppe 
C^y  haben  mit  /l,  iiud  Btrülirungssehnen,  die  sich  im  Pimkte  y 
schneiden,  jene  der  Gruppe  (Pz  Berührungssehnen,  die  sieh  lu  -  sclinti- 
den.*)  Solleu  Kegelschnitte  dieser  Gruppen  existieren,  tlürl'en  sich  A'j 
und  nicht  schneiden,  weil  sonst  <lie  Punkte  y  und  s  nicht  reell 
sind.  Die  Eigenschafken  der  Kegelschnitte  beider  Gruppen  sind  analog, 
weshidi)  es  «Tenilt^,  jene  der  Gruppe  (J^y  zu  l)esprecheu,  wobei  y  jener 
Punkt  des  zn  Ä"«  gleichzeitig  harmonischen  Punktepaares  sein  wil, 
welcher  iuiierhiill)  des  Kreises  A',  gelegen  ist. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  und  symmetrisch  zu  ver« 
schiedenen  Achsen  berührenden  Kegelschnitte  ist  der  Kreis  über  Ojt?,. 

Die  Berührungssehnen  aller  Kegelschnitte  der  Grruppe  (^y  mit^i 
und       schneiden  sich  in  einem  festen  Punkte  y  der  Zentrale  0,0^. 

Für  alle  Kegelschnitte  der  Gruppe  ist  das  Verhältnis  der 
Quadrate  der  Achsen  konstant^  und  zwar  Terhalt  sieh  das  Quadrat  der 
Hauptachse  zum  Quadrat  der  Nebenacbse  wie  o^y :  o^ff,  wo  0|  der  auf  der 
Nebenacbse  liegende  Ereismittelpmikt  ist  Für  die  Eegelscbnitte^  deiea 
Nebenachse  dureh  gehi^  iat  :  o^f  —  aie  konstant^  oder  o^f  ist  tBa 
alle  Kegelschnitte  der  Gruppe  C^y^  weldie  ÜTj  symmetrisch  der  Neben- 
achse  doppelt  berühren,  gleich,  d.  L  die  Brennpunkte  dieser  KegelschDitke 
lie^n  auf  einem  Kreise  welcher  konzentrisch  ist  mit  jenem  der 
gegebenen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Nebenachse  liegt.  —  Ebense 

1)  Denn  konatndert  man  (FSg.  88)  su  den  Kreieea  S^K^,  die  rieh  eni- 

Bchliefsen  sollen,  das  beide  harmoniflch  trennende  Punktepaar  (der  Kreis  über  yf 
nnirs       und  TT,  rechtwinklic^  schneiden,  sein  Mittelpunkt  liegt  in  der  Cbordsl^ 

von  /T,  /r,\  so  t?rhl  «hirch  y  die  Beruhrungssehne  der  Tangenten  aus  ?  an  Ä, 
und  durch  s  die  Borühruugssefane  der  Tangeuten  aas  y  an  daher  ist 

r9  r9  r?       f  S 

— i  =0  0.*  und    -  =  ouf  oder  -    +    "       0.«  +  o.«  — •  d.  Koaetniieri  man 

B1I  zwiei  rieh  einscblieTseiiden  Ernsen  (Fig.  S9)  die  hannoniach  koigngiertea 
Punkte  y  und  8^  so  bestiimnen  die  f^genten  von  »  an  beide  Kreise  dieselbe 

FU  riihrungssehne  durch  «:  daher  i«t  — 4-  —  0,  s,    -1- „  0  »  oder  — 1  *i 

SS  o,  0  —  o^z  —  d. 

2)  Dazu  kommen  als  dritte  Gruppe  C*x  die  trüher  besprochenen  £cgel- 
Bohmftte,  deren  Berfihrungssehnen  rieh  im  nnendfieh  fernen  Pimkte  x  der  Nw- 
male  nir  Zentrale  schneiden,  und  es  ist  xy»  da«  beiden  Kieieen  gemeinsMie 
Polaxdieieck  (Steiner,  Gfes.  Werkb  0,  463). 
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folgt  aus     :  Yo^f-  o^f  =  6 :  e,  dafs  ^iKf'  •  o^f,  d.  i.  die  Tangente  oder 

kürzeste  Sehne  durch  an  alle  Brennkreise  dieser  Kegelschnitte  kon- 
staut ist,  d.  h.  alle  Brennkreise  dieser  Kegelschnitti^  sclmeideu  einen 
festen  Kreis  rechtwinklig  oder  nach  einem  Durchmesser.  ist  kon- 
zentrisch mit  jenem  der  gegebenen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  anf  der 
Hauptachse  liegt,  und  wird  auch  von  Sl^  rechtwinklig  oder  niieli  einem 
Durchmesser  geschnitten.  Liegt  Oj  auf  der  Nebenachse,  so  erhält  das 
Verhältnis  der  Achsen  den  reziproken  Wert,  und  es  vertauschen  die 
Kreise  und  ihre  Köllen:  jl^  ist  der  Ort  der  Brennpunkte  dieser 
Kegelschnitte,  und  ^  wird  Yon  den  Brennkreisen  rechtwinklig  oder 
nach  einem  Dordunesser  geschnitten.  Aus  den  Figureu  38  uud  '69 
lÜst  sich  eine  einfache  Konatruktion  dieser  Kreise  St*  xsad  ^.  ableiten. 


ft|j|^  durch  den  Schnitt  der  Normale  in  s  auf  o^o^  mit  dem  Kreise 
über  Ojöj;  —  wenn  z  aufserhalb  OjO^  liegt  und  zwar  auf  der  Seite  von 
Ol,  so  seil  neiden  sich  die  Kreise  auf  dem  Kreise  ttber  0^0  in  der 
Normale  durch     zur  ZentraUinie. 

Auf-  Onmd  dieser  Beziehungen  sollen  Kegelschnitte  konstruiert 
werden,  welche  zwei  gegebene  Kreise  symmetrisch  zu  verschiedenen 
AehsesL  doppelt  berabien,  wenn  noch  andere  Bestimmungsstflcke  gegeben 
sind. 

1«  Oeffeben  ist  der  MiUdpunkt  des  KegdseknUles.  Derselbe  moTs 
auf  dem  Kreise  Aber  o^o^  Hegen;  dann  sind  die  Lagen  der  Achsen  ge- 
geben; die  dazu  normalen  BerührungBsehnen  gehen  durch  //;  aus  diesen 
oder  mit  iiiiie  der  Kreise  Sl^^  und  lassen  sich  die  Brennpunkte  be- 
stimmen. 

Wemi  sieh  die  beiden  Kreise  ausscIiliefHen,  «jieht  es  nur  Hyperbeln 
sowohl  in  der  Gruppe  C- 1/  als  (^z),  weil  if  zwischen  0,  liegt  ('also 
die  Berührungssehne  zwischen  0  und  m).  Wählt  man  m  auf  der 
Polare  Y  de»  Punktes  y  bezüglich  beider  Kreise,  d.  i.  der  Normale 
durch  s  zn  o,  (Fig.  40),  so  degeneriert  die  Hyperbel  in  ein  Geraden- 
paar, weil  sich  in  den  Schnittpunkten  «e^c^  des  Kreises  über  o^o^ 
Y  je  eine  innere  und  äuisere  gemeinsame  Kreistangente  treffen,  deren 
Berühnmgspunkfce  mit  oder  auf  einer  Geraden  durch  y  liegen.^) 
Da  in  dieaem  Falle  auch  die  Brennpunkte  mit  m  identisch  sind,  folgt 

1)  Der  Schnittpunkt  zweier  solcher  Tangeaten  liegt  auf  Y,  weil  Y  die 
Polar*'  vrm  y  int,  und  auf  dem  Kreise  flbor  0|<^,  weil  die  Halbiernngsstrahlen  der 
Tangeaten  durch  0|  und  0,  gehen  müssen. 
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dannu  wieder,  dafs  die  zu  Ki  und  JT,  konsentriBcheii  Eraiie 
weldie  die  Brennpunkte  der  Kegelsclmitto  C^y  enthalten,  dueli  die 
Schnittpunkte  n^«^  von  Y  mit  dem  Ereise  fiber  o^o^  gehen.  Durch 
tt^a^  wird  der  geometrische  Ort  der  Knrrenmittelpnnkte  in  ewei  Trile 

geteilt:  Liegt  7n  uuf  dem  Teile,  welcher  o,  enthält,  so  liefert  nur  fi, 
Brennpunkte,  also  geht  die  Nobenachse  durch  o^.  —  Liegt  m  auf  dem 
Teile,  welcher  Oj  enthält,  so  ijeht  die  Nebenaohse  (hirch  (l. 

Natdideni  für  alle  Hyperbeln  das  Verhältnis  der  Achsen  gleich 
Ycty.o^y,  also  konstant  ist,  sind  die  Winkel  (p,  und  gj^,  welche  die 
Asymptoten  mit  den  Achsen  einscliliefsen,  für  alle  Hyperbeln  gleich:  d» 
nun  die  Achsen  durch  zwei  feste  Punkte  0|0^  gehen  nnd  sich  auf  eiMn 
Funkte  m  des  Kreises  über  OjO^  schneiden,  mflssen  alle  AnymyMa. 
durch  zwei  feste  Ponkte  A/i,  dieses  Kreises  gehen;  dieselben  liegen 
auf  der  Noimale  zn  o^d^  durch  weil  sich  in  dieser  die  Qendea- 
paare  der  degenerierten  Kegelschnitte  treiSen   (oder  andi  wegen 

tg9j;tgy,  =  ^:^  =  ^  =  Dies  güt  für  beide  Hjperbeigruppen 

▼on 

Wenn  sich  die  Kreise  einsehliefsen,  liegt  y  aufserhalb  a^a^f  daher 
gieht  es  nur  Ellipsen.  Die  Hauptachse  g^t  immer  durek  dm 
Mittelpunkt  des  eingeschlossenen  Kreises,  weil  ftr  den  HittelpmiUy 
welcher  auf  der  Nebenaehse  Hegt,  of<r  sein  muis,  oder  weil  (wvgen 
a>()  y  dem  Mittelpunkte  naher  liegen  muTs,  durch  den  die  Hsnpt^ 
achse  geht 

3.  Gtffebm  ist  ein  BmmjmnH  des  Ke^dst^iUes.    Derselbe  mdt 

auf  einem  der  oben  erwähnten  Kreise  fi,^^  liegen;  die  VerbindnM!»- 
linie  mit  dem  Mittelpunkte  des  anderen  dieser  Kreise  liefert  die  Haupt 
achse.  —  Schliefsen  sich  die  Kreise  ein,  so  kann  der  Brennpunkt  nur 
auf  jenem  Kreise        oder       liegen,  welcher  zum  einschiieijsenden 
Kreise       oder       konzentrisch  ist. 

3.  Gegd)€n  ist  der  Berührttngsptinkt  p  eines  Kreises  iC,  mit  dem 
zu  mirheuden  KegelschyiHt' :  Die  Verbindungslinie  mit  y  und  die  dam 
Normale  diu^h  y  liefern  die  beiden  Berührongssehnen,  zu  welchen  die 
Achsen  parallel  sind. 

4cm  Gegeben  ist  eine  AaymptoienHMmff*  Da  die  Asymptoten  diudi 
zwei  feste  Punkte  ß^ß^  gehen,  ist  eine  A^mptete  und  daher  der 
Mittelpunkt  auf  dem  Bjreise  fiber  0^0^  gegeben. 

5.  Gegeben  ist  ein  Kurvenpunkt  ji.  Das  Verlddtnis  der  Entfemoig 
X  des  Punktes  p-  ron  der  BerOhrimgssehne  Pj  mit  zur  Tangente 
oder  halben  kOizesten  Sehne  durch  p  an        ist  konstant  und  zwir 

gleich  Yo^y  :  o^o,  »  o^ß^  :  o^o,,  wenn      auf  der  Nebenachse  liegt  D* 
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die  Berdhnmgssehne  P  durch  y  geht,  irt  ne  Iwrtimmt  ab  Tängente 

an  den  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  p  ist,  und  dessen  Radius  ;t  aus  dem 
angegebenen  Verhältnisse  bestimmt  werden  kann. 

Schliefsen  sich  die  jiregebenen  Kreise  aus,  so  mufs  p  aufsorliuli) 
der  Dei«ieu  Kreise  liegen;  schliefseu  sie  sich  ein,  mufs  p  innerhalb  des 
einen  und  aul'serhalb  des  anderen  liegen. 

0.  Gegeben  ist  eine  Kurventangente  T.  Diesellje  uiufs  einen  Kreis 
A'j  in  reell en,  den  anderen  AT,  in  imaginären  Punkten  schneiden;  dann 
ist  der  Mittelpunkt  yon  auf  der  HaaptachBe  und  daher  das  Ver- 
hältnis der  Enifernong  n  aller  Knrvenpnnkte  von  P|  zu  den  Längen 

ihzer  Tangenten  an  gleich  yo^y  :o^o^  =  o^ß^ :  o^o^  ^  £;  für  den  6e- 
riüinmgspunkt  t  von  T  mofe  der  Sehnittpnnkt  TOn  T  mit  der 
Polare  des  Punktes  i  bezüglich  anf  liegen.  Da  nun  fUr  alle 
Punkte  von  T  die  Langen  der  Tangenten  an        gleich  ihren  Bnt- 

feraimgeu  von  einem  festen  I 'unkte  d  sind,  so  ist  ^  l"'ig.  41)  n  :  td  ^  s 
=  ßin  9  :  sin        Nun  ist  sm^  —  iy.yy^  und  Bin  t^' =  d  :  dy^,  daher 

{  «  J  .  ^    d.  ]i.  das  Verhältnis       =c  e  •  ~  ist  ffegeben;  «.  lieirt  daher 

sQf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  anf  dy  liegt,  und  weleher  dy 

harmonisch  trennt.  Man  erhält  für  zwei  LüHungen;  daraus  ergeben 
sich  Pg,  Pj  und  dazu  uornial  die  Achsen. 

Dirse  Kon5?truktion  ist  unabhängig  davon,  ob  sich  die  Kreise  ein- 
oder  ausscklielsen. 

Wenn  ein  Kreis  den  Radius  Null  hat,  also  ein  Brennpunkt  g^eben 
isty  maüs  die  l^ebenachse  durch  den  Mittdpnnkt  des  anderen  Kreises  Ki 
gehen;  dann  ist  y  der  zu  /  harmonisch  koigugierte  Punkt  besagUcb 
Ky  —  Liegt  f  innerhalb  yon  K^,  so  erhalt  man  Ellipsen,  sonst  HyperbehL 
Es  lassen  sich  audi  hier  dieselben  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Kegelschnitte,  wie  im  aUgemeinen  Falle  anwenden,  doch  fOhrt  auch 
ein  anderer  Weg  zum  Ziel,  z.  B.: 

Ein  Kurvenpiml  t  p  ist  geg^ten.  Man  sucht  den  Mittelpunkt  x  des 
in  p  symmetrisch  zur  Nebenachse  berührenden  Kreises.  Die  Beziehung 
[I  I  :  ^  a  :  c  :  o^f  lit  fert  als  r*eometrischen  Ort  fUr  x  einen  Kreis, 
welcher  pf  innen  und  aufsen  im  Verhältnis  r^i  o^f  teilt.  Das  Ver- 
iiültüis  der  Tangente  l  von  an  TT,  zur  Entfernung  der  Kiei«nutiel- 
punkte  ist  konstaut  und  zwar  />  :  c  (  gleich  Tangente  von  /*  au  zu 
/"(),);  das  giebt  als  geometrischen  Ort  für  x  einen  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  Oy  —  roj  ist  die  Nebenachse.  Wenn  f  innerhalb  liegt, 
tritt  an  die  Stelle  der  Tangente  YOn  p  an  i^^  die  halbe  kürzeste  Sehne 
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KunetUanffeniß  T  isi  sfegebm.    Fallt  man  yod  f  auf  T  ei 
Nonnaley  so  liegt  der  FalBpniikt  ii  im  SeheitelkreiB  der  HanptachBe; 
den  KurTenmittelpimkt  m  erhalt  man  als  geometriaehen  Ort  (wi 
nm :        a :  e  »  fi :        einen  Kreis;  aolserdem  liegt  m  auf. 
Kreise  über  of.  Diese  Eonstniktioii  gilt,  ob  f  innerhalb  oder 
halb  Kl  liegt. 

AMmeHtm^  währmd  der  Earrdiiwr:  WUirend  dee  DmckeB  wurde  ich 
die  Axbeit  von  Spoxer:  „Über  Kreiee,  welche  einen  Keg«bdmitt  doppelt 
rühren"  (Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phjaik  41 ,  210—280)  animerluam  gemacht,  di|^ 

ich  leider  übersehen  hatte.    Ich  bedaure,  in  meiner  sjstematischen  Zasammea 
Stellung  und  elementaren  Ableitung  jener  Kegelschnittseifrenschaften,  welche  irx 
Lösung  der  Aufgaben  in  II — V  dienen,  den  Hinweis  aul'  einzelne  Analogit'n  mi  s 
Beweisen  von  Sporer  (z.  B.  bei  der  Hyperbel)  nicht  mehr  im  einzelnen  nack< 
holen  BU  kOnnen. 
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Nene  Ablettnng  d«r  KngelfunkttoiLeii. 

Von  H.  Hambcboeb  in  BerlixL 

Die  Gleichimg 

dx*      cy*  CS* 


wird  befriedigt  durch 

(2)  £/  =  Aaa;  +  /Jy  +  yir), 

wo  f  eine  wiUkOrliche  Funktion  bedeutet  und  die  Eonstanten  tt,  ß,  y 
der  Bedingung 

(3)  «•-H/8»  +  y>-0 

genügen.  Soll  die  Funktion  /'  homogen  Tom  n^"  Grade  in  x,  y,  z  sein, 
80  maÜB 

sein^  also,  indem  m<m 

(iX     i^y  -\-  ys  ^  t 

■etei^ 

tf{()  =  n/-(0, 

welche  Gleichung  integriert 

/•(/)  -  C . 

giebt    Also  stellt 

mit  der  Bedingong  (S)  eme  homogene  Fonktion  vom  n*""  Grade  in 
y,  #  dar,  die  der  01eicbung  (1)  genügt  nnd  die  man  nach  Thomson 
harmoniaehe  Funktion       Grades  nennt 

Bezieht  man  ^  in  die  Konstante  hinein,  so  kann  man  V  auch  auf 
die  Form  bringen 

wo  »  und  ß  die  Bedingung 

^.  ^8  „  _  1 

in  erfüllen  haben.  Hierzu  setzen  wir  a=»co8>l,  /l-isinA  (t-]/^ 
und  erhalten  mit  Weglassung  der  Konstante  C 

V  —  {ix  cos  JH-  iy  ßiu  A.  -f  z)'*. 
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Denkt  num  sich  diesen  Atudrack  nach  den  Cosinns  und  Sinns  der 
YielfKlien  Ton  X  entwickell^  so  erhilt  man,  wenn  n  eine  positiTe  gsnie 
ZaU  ist: 

...  f  F ^  ^  +  ^1  cos X  +  j4, C08 2 A  +  •  •  -f  cos 

^  ^  l  +      siü  A  +      sin      H  h      sin  ni, 

also  einen  Ausdruck  von  2n  +  1*  Gliedern.  In  diesem  ist  jeder  der 
Ko^fizienk'u  A,  B  eine  ganze  homogene  Funktion  n**°  Grades  von  x,  : 
and  genügt  für  sich  der  Gleichung  (1),  ist  also  eine  harmonische 
Funktion  Giades. 

Denn,  da  ^F«  0,  so  folgt 

0  =  ^Äq  -f  z/ylj  cos  k  +  JA^  cos  2A  +  •  •  •  -f  ^A„  cos  II  A 

+        sin  A  +  JB^  sin  2 iL  +  h  ^Ji^ 

Multipliziert  man  nun  mit  cos  rX  und  integriert  nach  X  zwischen  des 
Graizen  0  und  2x,  so  erhilt  man  wegen 

»ir 

COS  rA  •  cos^A  »  0,    wenn  r  4=^1 

0 


und 


cosrX  •  sin^X  =  0 

IT 

für  jedes  r  und  si 

0  —  ^^^^ cos'rJl  =  %AA^y 

folglich  ^^^  =  0. 

In  florselben  Weise  ergiebt  die  Multiplikation  mit  sinr^  und  In- 
tegration zwischen  U  und  2;r,  dafs  ^B^^  0. 

Es  handelt  sich  danun,  die  Funktionen  Ä  und  B  auf  die  BiBÜnM» 
Weise  darzustellen. 

Es  ist 

ix  cos  A  +     sin  A  +  je;  —  ^(ix  4-        +  \(ix  —  y)e~  ^'  +  *• 
Führen  wir  nun  ein: 

{ix  +  y)e^'  =  tt,    {ix  —  y)c-  — 

so  ist 

—  —  fl^  —  t/*  =  n*  —  r', 
wenn  o;*  +     +    =     gesetzt  wird^  und  man  erhält 
ixeKi§X-\-  iffBiJOLX-hg^iu  +  + 
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Je  nMhdem  wir  mm  v  durch  u  oder  u  durch  v  ansdrttcken,  er- 
halten wir 


Die  Entwickelong  nach  PotenBen  von  u  oder  v  giebt  die  DanteUnng 
in  den  Formen 

V'^o-^yr*  +  a_(«_i)tt~<*—*>  H  h  «-iir*'       -\-  a^u -\-  o,w'  + 

»o^^tr-»  -|-a_t,_i, !;-("-»>  H  h  a_itr-*  +  00  +  01«  +  o,©*  + 

+  o«_,t7»-»  +  a,t>". 

Die  EraetEong  Ton  ir  dnreh  seinen  Wert  in  « :  0  *  —  -i^y 

die  Yer^eichung  der  Eoefifisienteii  gleich  hoher  Potenzen  von  u  in 
Tontehflnder  Identität  giebt  zwischen  den  a  die  Beziehnng 


folglich 


a«.  -  (-  l)%{a^  +  yy  =  a.(»x  +         -  y/. 


HienHis  folgt 


also 


—    +  > i C*^  +  y)'  -j-  {ix  —  y)' \co»sk 


Die  Vergleichung  uiit  (4)  giebt 


B.-ia.liix  +  i,y-(ix-9y). 


ist  der  Koeffistent  Ton  n*  in 


oder  Ton  w"'^'  in  dem  Aosdrack 


Digitized  by  Google 


46 
also 


«  ^  ~rr  iz*  —  rr. 


wo  bei  der  Ditiereutiation  r  als  Ivoiistaiit  anzusehen  ist.     Durch  |5 
und  (6)  sind  die  harmouischeii  Funktioueu        Grades  Aj^  und 
dargestelii 

Ans  diesen  erhSIt  man  die  Eugdfonktionen  gleichen  Gradee,  iih 
dem  man  Xy  y,  g  durcli  die  Poliirkooidinaten  anadrilekt  und  f»I 
aetrt.   Führen  wir  alao  ein 

X'^nnd^coB^  y  — sindain^,  e^oM^f 

dann  wird 

(ix  +  y)'  =  i'  am*  «O"  (cos     —  i  sin  aq)), 
(ix  —  tfY^  t*ain*  ^  (ooa  sq>  + 1  ain 

mithin  f ür  r  =^  1 

«-*  Si'a^ain'^eoaag», 

Bf  — =  2i'a,  sin*  d  sin  sgp. 

Die  einzige  dieser  Kogelfonktionen,  die  von  ip  frei  iat^  ist 


(7) 


—  '^O 


I        1  (/"(r» 


1/ 


Ä"    ftl  dt" 

die  wir  alao  hier  gleich  in  der  Jacob  lachen  Form  erhalten.  Wir  be- 
zeichnen sie  üblicher  Weise  mit  P^l^r;  =  P„(co8^). 

Aus  (6)  folgt  dann^  indem  wir  r  »  1  setzen: 

«1  «rp^(«) 


"  («  +  «)  dl» 


und  deiimach 


(8) 


^  >.  2i*—  sin**  ^coaso. 


n! 


sin'*- 


de 


Sin  59. 


Die  explizite  Entwickelung  von  (7)  giebt 

1.«.»...«   V     2  (»»— 1)*    ^  2-4.(«ii— ixa«— »)  ' 
den  bekannten  Ausdruck  für  den  Koef&zienten  von  cc"  in  der  Kot- 
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Wickelung  von  {l  —2ae  +  a*)~«  nach  steigenden  Potenzen  Ton  «, 
und  daraus 

l.a.8-..(n— »)V  — 1) 

4.  ("  -  ^)(«  -  s  -  -  8)(i»  —  <  -  »)^_^_4  _  \ 

S-4-(Bh— l)(Sn  — 8)  *  /• 

Sefcsen  wir 

Bo  erhalt  mm  ▼enii5ge  (7)  und  (8),  wenn  wir  von  dem  kon§tanteii 
Fftktor  21*,   .      abflefafin,  in  den  AtiadrOeben 

(cos  d),    Pn,l  (e08^)  cos  %    P«,t  (cos  0)  cos         •  •     Pn,n  (cos  d)  COSfl^, 

^coa     öiu  9,   7^a^  (cos  ^)  sin  29,  •  •  (cos  &)  sin  »9? 

SU  +  1  Engelfonktionen  Grsdcs. 

IMcse  Ausdrücke  sind  von  einander  linear  onabhSngigy  denn  eine 
Gleichung 


«»1  «— 1 


konnU*  nicht  besteheii,  ohne  dals  a„  =  =  •  •  •  =  ^  /?j  ^  •  •  •  =  —  0 
wäre,  wie  eine  Multiplikation  mit  eoBrq)  oder  sinr^  und  Integration 
nach  9  zwischen  0  und  2x  ergeben  würde,  mit  Rficksicht  darauf  dafs 
die  P«,,  nicht  identisch  verschwinden. 

Dais  nicht  mehr  Ton  einander  Qnabh&agige  Kogelfonktionen 
existieren,  erkennt  man  dacans,  dals  nicht  mehr  als  2n  +  1  harmo- 
nische Fmktionen  Grades  von  x,  m  vorhanden  sein  können; 
denn   eine  beliebige  homogene  Fonlrtion   V         Grades  enthilt 

ll'2  Konstanten.  Die  Bedingung  ^  K  =  0  ergiebt,  da  ^  F 
vom  (fi— 2)^ Grade  ist,  "^1  Gleichimgen  Ewisdien  den  Konstanten, 
so  dafs  blois  +  +  2)  _  »(«  -  ^)  „  2n  -hl  unabhängige  Kon- 
stanten flbrig  bleiben.  Die  allgemeinste  Kugelfonktion  Grades  ist 
also 


«gP,  +  ^(«,co8sy  +  /3,sins9)P^,, 
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WO  ocqj  «4,  •  •    a„f  ß^y  "  'f  ß„  wüUdlrliche  Eotutanten  bedtateD.  hat 

der  oben  erhaltenen  Beziehung 

folgt  mit  Hfllfe  Yon  (6),  wenn  man  r^l  setzt, 

1    fZL(.i  _  i>    (g«  -  i/«r+'fc^  -  ir 

welches  der  Jaco bische  Satz  ist 

Berlin,  den  22.  Februar  1900. 


uiLjuized  by  Googl 


über  deu  Konvergenzbereicli  der  Beriioullisclieü  Reihe. 

Von  G:  Hittag-Lbfflsr  in  Stockholm. 

Schon  im  Jahre  1694^),  also  mehr  als  swanzig  Jahre^  ehe  Brook 
Taylor^)  die  nach  ihm  benannte  Reihe  yeröffenfilichtey  hat  Joh.  Ber- 
nonlli  die  folgende  Formel  angegehen: 

fiu)-m  -r(«)  •»-rwr'i +r"(")rT:i  

Ein  berühmter  Satz  von  Cauchy*)  erlaubt  uns,  den  Konvergenz- 
bereicb  der  Taylorscheu  ßeihe  festzustellen.  Es  liegt  daher  nahe,  sich 
die  folgende  Frage  vorztilej^ien.  Giebt  es  einen  Konvergenzbereicb  der 
Bernonlliscbeu  Reihe,  d.  h.  einen  Bereich  E  von  der  Art,  dass  die 
Reihe  fttr  jeden  im  Imiem  von  E  gelegenen  Bereich  gleichmäfsig  kon- 
vergierti  dagegen  für  jeden  aufserhalb  £  liegenden  Punkt  diyeigiert? 
Was  ist  in  diesem  FaU  der  Bereich  Et 

Die  Angabe  ist  ganz  eUmentar  nnd  Jalst  sieh  ohne  Schwierigkeit 
ISsen.  Dennoch  hat  sie  ein  gewisses  Interesse  wegen  ihrer  Besiehnng 
so  den  LehrsatzeD,  die  ich  kfirzlich  bewiesen  habe  in  meinen  Arbeiten: 
iiSnr  la  repr^entation  analytique  d*nne  branche  uniforme  d'une  fono> 
tion  monog^e".^) 

Idi  will  Bunachst  die  Berne ull lache  Reihe  in  einer  etwas  anderen 
Form  schreiben,  die  ihre  Beziehung  zur  Taylorschen  Reihe  in  das 
rechte  Licht  setzt. 

Schreibt  mau 
  M  -  F(z  +  u), 

1)  Acta  End.  16M  p.  488      Öpeia  T.  I  p.  186). 

i)  Metbodui  incrementormn  diiecta  et  invena  (Loadini  1716).    Wegen  der 

Beziehung  zwiacbcn  den  Reilioii  von  Taylor  und  Bernoulli  vergleiche  die 
Arbeit  von  Alfred  Pringsheim;  Zur  Qeachichte  des  Taylorsclieii  LebnatBeB. 
Bibl.  math.    Dritte  Folge  1,  p.  4H3  ttc. 

3;  Caijchy:  Cours»  d'analjBC  de  Vvvolti  royale  poiytecfanique.  Frem,  partie. 
Axuü.  Algebr.  i'aris  Chap.  9  §  2  Tijüor.  1.  p.  286. 

4)  Acta  math.  28,  43—62;  24,  183-204,  20ü— 344. 
AftthlT  4w  llaflwoiatUi  «ad  Ptydk.  IILBiIIm.  IL  4 
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6.  MmAo-LsPFLn: 


80  hat  man 

F{s  -f-  «)  -  F(z)  -  r(z  +  u)u  -  F'(*-f  M)^'*'^-f  jr"(^4-  «)^  1 
oder,  indem  mau  ß     U'=x  setzt: 

F(x)  -  F(g)  -        (a:  -  *)  -  -f  r"(x) ^-^  

Mitiiiu 

F(f,)  -  F(x)  -  jr(*)(*  -x)  +  r\s)    ^''*  +  F"'(x)      + •  ••, 

was  uichtö  Anderes  ist  als  die  Taylorsche  Reihe. 

Man  kaun  s^on,  dufa  diese  Reihe  die  Tiiylorsclic  U«Mhf'  ist.  wt-nn 
X  als  konstant  und  i  als  veränderlich  betrachtet  wird,  dais  sie  dairtgr-ii 
die  Heruoull  isrho  Reihe  darstellt,  wenn  s  als  konstant  und  jc  ü& 
veräntlerlich  betrachtet  wird. 

Wenn  man  x  als  konstant  ansieht  und  z  als  Teräuderlich,  so  Te^ 
langt  die  Konvergenz  der  Reihe,  dafs  die  Konstanten  F{x),  -Pf/^ 

Jf"'{x),  . . .  der  Bedingung  von  Caachj  unterwoHen  sind,  nämlich  dais 

!  *   ! 

die  obere  Grenze  der  Grenzwerte  von  |  ^ ^F<*\x)  j  endlich  sei.')  Be- 
zeichnet man  diese  obere  Grenze  mit  — .  so  ist  bekanntlieh  der  Koo- 

r  ' 

X 

Tergenzbereich  der  iteihe  der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  $^  x  und 
dem  Radius 

Meine  Aufgabe  ist  es  nun,  die  Konvergenz  der  Reihe  zu  unter- 
suchen unter  der  Voraussetzung,  dafs  s  konstant  ist,  während  x  sich 
verändert.  Ich  nehme  an,  da&  die  Konstanten  F{z\  F'is),  F'\£),  ... 
der  Bedingung  von  Cauchy  unterworfen  sind,  und  konstruiere  den 
llauptstem  A  mit  dem  Mittelpunkt  der  zu  diesen  Konstanten -i  ge- 
hört. Ferner  schreibe  ich  die  Bernoullische  Reihe  in  der  folgenden 
Form: 

Fi/s  +  X  -  2  -  (x  —  e))  =  F{2  -i-  X    £)  + 

r(M^^-^,)::^+F'\,+x^,)<^d^ 

Indem  man  sich  auf  dieselben  Erwägungen  stCltzt,  die  ich  Acta  Matt. 
24  p.  191 — 192  gemacht  habe,  sieht  man  leicht»  daGi  diese  Reihe  den- 
selben EonTergenzstem  besitzt  wie  die  Reihe: 

1)  Sur  U  reprteitatioii  etc.  Prem.  Note  p.  43,  Acta  Math.  Sl. 

2)  Sur  la  repn-sentation  etc.    Prem.  Note  p.  48,  Acta  Mstb.  8t.   Sur  1a  It- 
pr^entation  etc.   äeconde  Note  p.  200,  Acta  Math.  24. 
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0ii»en  Stern  erhalt  man  auf  die  folgende  Weise.  Han  denke  eich 
fluen  Vektor  l  der  von  dem  Punkt  g  ansgekt  Beeckrankt  man  mm 
dea  Vektor  auf  eine  Lange  r  und  Terstekt  nnter  r  eine  kinreickend 
kltine  poeitiYe  ZakI,  so  kann  man  erreicken,  dass  ein  Kreis  Tom 
Radios  r,  der  yon  dem  Endpunkt  des  so  beschränkten  Vektors  als 
Hittelpunkt  besekrieben  wizd,  au  dem  Glebiei  Ä  gehört.  Es  sei  ^  die 
obere  Grenxe  Ton  r.  Lifst  man  nun  den  Vektor  l  eine  ganae  üm- 
drehung  um  den  Punkt  s  machen  und  giebt  ihm  in  jeder  Stellung  die 
Länge  die  dieser  Stellung  entspricht,  so  erhält  man  einen  Stern  E, 
welcher  der  Konvergenzstem  der  Beruou iiischeu  lleihe  ist. 

Man  setze  zum  Beispiel 

F{x)  -  log(l  +        -  0, 
Die  Taylorscke  Entwii^uug  giebt 

«og(l+«)-J'(-l)"-^|- 

Der  Konvergenzkreis  kat  den  Mittelpunkt  a?*»0  und  geht  durek  den 
singoBren  Punkt    —  —  1. 

Die  BernouUiscke  Entwickelung  giebt 

ioga+-')=i;,|i(r;x)"'"- 

Der  Konvergenzstem  der  ebeufalls  den  Punkt  =  0  zum  Zentrum 
hat,  hi'stcht  ans  dem  Teil  thr  Ebene  X  zur  Rechten  der  jreraden  Linie^ 
diü  aui'  der  reeüeu  Achse  senkrecht  steht  und  durch  den  i^unkt  »  —  ^ 
läuft. 

Mau  setze  zweitens 

F{x)  -  (1  +       #  -  0. 
Die  Taylorscke  Entwiekelung  giebt 

mit  denisrlljeii  Konv.Tgeuzkreis  wie  im  Yorhergehenden  Fall. 
Die  Bernuuilische  Entwickeiuiig  giebt: 

(1  +  *)« - 1  - 2* -'^  -^-^  -    (1  +  xy-' (- . 

Folglich: 

(1 +*)-.  - 1 + 2" -c'-v  •<'-(--^) {s^y 

4* 
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oder,  indem  man  das  Toraeidien  Ton  u  in  das  entgegengesetzte  ▼e^ 
wandelt, 

r-  ^  1  — 

Der  XonTergeniEsfcem  ist  derselbe  wie  in  dem  Falle  von 

F(:r)  =  log(H-4 
Wir  haben  gesehen,  daTs  die  Reibe: 

2i^(;j  +  2  (a?  -  if))  -       +  «  —    +  F'    +  «  -  #)  (  a  -  jr)  + 

denselben  Konvergeiizsteni  E  besitzt  wie  die  HernouUische  Reibe. 
Setzt  man  ^{x  —  s)  an  Stelle  yon  x  —  z,  so  erhält  man 

Indem  man  wieder  $  als  konstant  nnd  s  als  Teranderlicb  annimmt^ 
erbfilt  man  offenbar  den  KonTergenzstem  €  dieser  nenen  Reibe  aus 
dem  KonTergenzstem  E  der  Bernonliischen  Reihe,  wenn  man  dem 
Vektor  l  in  jeder  Lage  die  Lange  2  p  statt  q  giebt 

Es  verdient  hervorgelioben  /u  werden,  dafs  dieser  Stern  €,  wie 
Herr  Phragmen^J  vor  kurj&em  gezeigt  hat,  zugleich  der  Kouveigenät- 
Bteru  des  Ausdrucks  von  Laplace')  ist: 

der  in  den  letzten  Jahren  der  Gegenstand  so  mannigfiJtiger  Unter- 
snehnsgen  zuerst  von  Herrn  Poincar^*)  nnd  dann  von  Herm  Berel*) 
gewesen  ist. 


1)  ComptM  Readna.  Paris.  Tome  182  p.  1896^1S99. 
S)  Oenvxes.  T.  Vn  p.  121  etc. 

8)  „Sur  les  dquati      linf^aiirs  aiix  diff^sotiellet  ordinairM  et  anx  diff^ 

finies."  Amer.  Jcmrual  of  Math.  7. 
„Sur  lea  int<?grales  irr<^gnli^rp!'  dps  (^fjuations  litit'^airef."  Acta  Math  ^ 
4)  „Fondement«  de  ia  thöorit»  cifs  Ht'rics  divor^'mtes  eommabk'ä.*'  Jourual 
de  Math,  (ö)  2.  —  ,iSur  le»  serie»  da  Taj  lor  uUuietUiiit  leur  cercle  de  con- 
vergeiioe  eomme  conpttre.'*  Jountal  de  ICatii.  (O)  2.  —  ^Mtooiie  mir  \m  wtom 
divwgentes."  Aanales  de  r£cole  Novmale  (8)  16.  —  „Le^oiia  rar  lea  ffiä» 
divergente«.**  Paris  1901. 
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Man  kann  die  Bernoulli-Taylorsche  Reihe  in  der  Fom  eines 

Grenzausdrucks  schreiben: 

Fi^)  -  Fix)  «  lim  yiFi^\x)^--J^\ 

Wir  haben  gesehen,  dal's,  weüti  man  oiue  der  beiden  Grölsen  r  als 
konstant,  die  andere  als  veränderlicSi  It^trachtet,  sich  immer  ein  Kon- 
ver^enzsteru  ergiebig  dal's  aber  dieser  Stern  in  den  beiden  Fällen  sehr 
Terschiedeu  ist. 

Dasselbe  gilt  von  andern  die  Bernoulli-Taylorsche  Reihe  als 
speziellen  Fall  umtassenden  Grenzausdrücken,  die  ich  in  früheren  Ar« 
beiten  gegeben  habe.   Aber  ich  habe  noch  andere  Qrensansdrücke 

Fiz)  -  Fi^x)  =  hm  iSa^^i-^) 

gebildet  von  iioih  allgemeinerer  Art  und  gültig  in  einem  Stern,  den 
ich  mit  dem  Buchstaben  A*)  bezeichnet  habe.  Wenn  man  in  diesen 
Ausdrücken  <lie  (Tröl'se  r  als  konstant  ansieht,  so  gilt  der  Ausdruck  in 
dem  Stern  A  mit  tiem  Zentrum  .r.  Wenn  man  dagegen  r  als  konstant 
ansieht,  so  gilt  der  Ausdruck  in  dem  Stern  A  mit  dera  Zentrum  z. 

Der  Beweis,  den  Bernoulli  für  seine  fbitwickelung  giebt  und  der 
anch  für  die  Taylor  sehe  Entwickelung  gilt,  ist  hSchst  ein&ch  und 
natOrlich. 

Er  schreibt  die  Identität  hin: 

F\x)  =-  F'(x)  +  FXx)(x  -s)-  F"ix)(x  -Jt)  + 

und  folgert,  indem  er  nach  x  integriert: 

Fix)  -  Fi»)  - 

Vn\  dif'ser  Bewt-istuhning  die  nötige  Strenge  zu  geben,  genügt  os,  ein 
Hestglied  einzuiüiiren,  indem  man  setzt: 

F{x^)  -  F(d)  -  Fix)  - 

V{^\^''~^^       V"i^\^l^Z^      W"'l^\^±ZL^^  JPn/^\(f-l£)* 

J'ix)-  j-  -i»  W— jg  -r  {x)-^  J!\x)—j—  • 


1)  leb  hatte  in  jeder  meiner  drei  ersten  Noten  in  den  Act^  Maili.  einen 
andera  Oxensausdnick  gegeben« 
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54  Q-  MiTTAo^Linxn:  Ober  den  Konvergensbereidi  der  BemouUiflchen  Beibe. 

Man  erhält  alsdann  durch  Diü'erentiatiou  nach  x 

und,  da  F{Mf0)  «  0  ist, 

F{x,2)  «  ,  F^'^\9  +  e(x  -  f));   O<  0<  V) 

Stoddiolm,  den  22.  MSns  1901. 

1)  Vergl.  z.  B.  Tod  hunter:  A  TreaÜsc  on  the  düferential  calculus.  Catnondg«- 
and  London  1864.   §  100. 
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Sur  les  temes  complimentaires  de  la  söhe  de  Taylor 
dus  k  Gaucby  et  k  Lagrange; 


Pur  M.  E.  Phraoh^n  k  Stockholm. 


DaDB  une  note  IntereBsante  pabliee  dans  oe  m§m6  RecaeU, 
M.  Mittag-Leffler,  en  parlant  de  In  s^ie  dite  de  Bernonlli,  fait 
oWirer  que  c'est  TanaljBe  memo  de  Bernonlli  qni  se  retronTe  dans 
la  demonstratio]!  moderne  la  plus  simple  de  la  fomrale  de  Tajlor. 

Le  tenne  compl^mentaire  qa'on  obtient  le  plns  ais^ment  de  cette 
mani^re  est  celni  qn'oii  doit  a  Canchy. 

A  ce  sujet,  il  y  a  Heu  de  faire  la  Temarqne  bien  simple  qui  snit^ 
et  qui  met  en  pleino  liimiore  la  superiorite  que  possede  cetfce  expressiou 
de  Cauchy  aur  celle  de  Lagrange.*) 

Le  termc  C'tnip/rjnmtaire  de  Cauchy  determine  tmjours  le  nrtjt 
ra)i'>)i  de  convenjcmc  de  la  sf'rie  de  Tnjflor,  tandin  quo  «'elui  de 
Lagraii<j:»\  eoninie  il  est  bien  coimu^  donne  souvent  un  rajon  de 
oonvergence  trop  petit. 

£u  effety  supposons  que  la  sehe  de  Taylor 


et  cliDisissons  arbitrairement  uiip  qiiantite  r  positive  et  inferietirc  a  q. 


JBn  effet,  nons  ponTons  ^crire  le  teime  compl^entaire  de  Cauchy 


conTeige  ponr 


(if  — af)» 


n! 


I  i  ■\ran  vorfrli'iche  hier/u  auch  die  Abhandlung  von  A.  Prin<,'8hcini :  ,,rber 
fiit  notwendigen  und  hinreichenden  IU'(liii^'ujip»»n  den  Tay  1  orsclicn  Lehrsatzes  für 
Funktionen  einer  reellen  Variableu"  in  Math.  Ann.  43,  lüo,  i6'J'6.  Red. 
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56       PaiuuMKN :  Sur  les  terroes  complementaires  de  la  sehe  de  Tajrlor  etc. 

Puisque  la  sArie  de  Taylor  conyerge  pour  z  —  x  \  <C  on  aon 
flürement,  eu  choisissaut      de  maniere  que  r  <  ^|  <  ^: 

3f  ^tant  nne  oertaine  quantit^  finie.   On  en  eondiit  anBsitöt 
et  de  mdme 

(cVst  le  raisoniK  tnent  bien  cumiu  de  la  theorie  des  fondims  tnajoranks). 
Ou  a,  par  consequent^ 

,  i^l  ™  Ö)— »  ^   ä  (#  -  a?)«  I 

Or  cela  eat,  pour  |^  —  ^|  ^  ^»  infeheur  a 

expression  dont  la  limite,  pour  u  mtiui,  est  zero. 

0  est  im  raisonnemeut  qu  ou  est  accoutuiiie  a  empioyer  dang  plusieurs 
cas  particuliers;  toutefoie  il  seinble  qu'on  u'ait  pas  remarqu^  juiqn'ici 
que  le  möme  raisonnement  s'appliqoe  an  cas  ^eneraL 

On  peut  etudier  de  la  mdme  maniere  lexpression  du  terme 
complementaire  due  a  Lagrange.  On  arrive  ainai  au  resultat  «ünat 
qni  m^te  d^dtre  ^one^: 

5s  la  s^rie  de  Taylor 

F{z)  =  Fix)  +  F'ix)  {z-x)-\r  ^  (ir  -  X)«  +  . . . 
COtwerge  pour  |r  —     <  p,  U  femte  complementaire  de  Lagrange 

tenä  vers  Miro  du  m/oins  pour 
Stockholm^  22  mars  lUOl. 
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Die  Bedeutung  des  D'AIeuibertschen  Priuzipes  für  starre 
Systeme  und  Gelenkmecbaniemeii. 

Von  Kabl  Heun  in  Berlin. 

Die  nachfolgenden  Betrachtungen  über  das  D' Alembertsche  Prinzip 
beichrankfiii  sich  auf  Systeme,  denen  eine  endliche  Anzahl  von  Freiheits- 
graden zukommt.  Deshalb  konnten  auch  die  ^^edingongsgleichiitigon^', 
welche  die  kinetischen  Differentialgleichungeu  erganzen,  prinzipiell 
aoigeeehlossen  werden.  Der  Anüaflsioig  GliffoirdB  (Clements  of 
DTnamic^  entapreehend,  sind  namlieh  die  mlReiändigen  Gesehmndiff' 
ieitssifsteme  an  die  Spitze  der  Entwickelnngen  geatellt,  wodurch 
n^eich  die  Bedeutung  des  LagrangeBchen  Systems  der  Kinetik  be< 
sonders  klar  benrortritt. 

Freilieh  hat  der  Yerfiuiser  der  ^^^eanique  analytique^  gerade 
diese  Bedinguugsgleichimgen  in  den  allgemeinen  Entwickelnngen 
systematibch  eingeführt,  aber  aus  den  Zusätzen  zur  zweiten  Ausgabe 
seines  Werke?«  geht  deutlich  lin  vor,  dafs  er  in  seiner  Ideenent wn  kelung 
Ober  diese  fVtniiide  D;ir>Leiluugsweise  binausgeg'angen  ist  und  in  der 
aualytisclieii  Fornnilieriiii;^  der  Ges€hivi'n(li«jhi'itssysft)nc  die  wesentliche 
Aufgabe  der  Mechanik  gebundener  Systeme  erkannt  hat. 

Erst  durch  die  thatsnchliche  Ausfilhrung  dieses  kinematischen 
Grundgedankens  erhielt  das  D' Alembertsche  Prinzip  in  Verbindung 
mit  dem  Prinzip  der  virtuellen  Arbeiten  eine  weitreichende  Leistungs- 
fiUiigkeit^  während  es  ohne  denselben  ein  Schematismns  geblieben  wäre, 
der  als  solcher  nur  in  denjenigen  Fallen  ausgereicht  hatte^  wo  die 
SjstemTerbindnng  unmittelbar  klar  Tor  Augen  lag,  also  das  Ge- 
schwindigkeitssystem  Ton  YOmheirein  bekannt  war. 

Für  die  gebundenen  Systeme  ist  übrigens  die  Aufgabe  der  Mechanik 
mit  der  Au&teUnng  der  expliziten  Bewegimgsgleichungen  keineswegs 
erledigt  —  es  bleiben  noch  die  Bestimmungen  der  Reaktionen  in  be- 
liebigen Querschnitten  der  Teilsysteme,  in  den  Gelenken  und  den 
«tfitzenden  Lagern  als  eine  nicht  minder  wichtige  Problemgruppe 
i^Kinetostatik)  zu  behajideln. 
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Diese  sweite  Seite  des  D'Alembertachen  Prinsipe  war  in  der  Tor- 
liegenden  Arbeit  um  so  melir  herroraulieben,  als  die  DanteUnngen  der 
allgemeinen  Mechanik  dieselbe  meist  nur  oberflSchlidi  streiffln.  Und 
doch  ist  der  Techniker  oft  in  der  Lage^  anf  die  Spannungsgleiehmigai 
grofseren  Wert  legen  su  mflssen  ab  auf  die  genaue  Erforsehong  der 
Bewegung  des  Systems.  ! 

Zu  allen  Zeiten  haben  die  Anwendnnfjsgebiete  auf  die  rationelle  , 
Mechanik  einen  deutlich  erkennbaren  Eiullufs  ausgeübt.  Zuerst  war 
es  die  Astronomie,  welche  besonders  die  Kinetik  des  freien  Punktsystfiiis 
in  der  erfolgreichsten  Weise  gefordert  hat,  dann  die  Physik,  die  sdion 
soweit  und  in  ao  eigenaiiigem  Siniu-  auf  die  Kinetik  der  Teranderlichei! 
Systeme  eingewirkt  hat,  dafs  man  recht  wohl  von  einer  „physikalisokn 
Mechanik"  reden  kann  —  und  in  der  neuesten  Zeit  sind  os  mannig- 
fache interessante  Probleme  der  tlitoretischen  Maschinenlehre,  die  rat- 
verkennbar  zu  einer  tiefer  gellenden  Bearbeitung  des  D'Alembertwha 
Prinzips  als  der  natürlichen  Qnmdlage  der  Kinetostatik  auffordent. 

In  der  nachfolgenden  Darsielliing  des  D'Alembertschen  Prinupes 
und  seiner  Folgenmgen  haben  wir  ohne  Ausnahme  die  gelichtetes 
kinematischen  und  dynamischen  Groisen  als  Vektoren  aufgefalst  und  deD- 
entsprechend  auch  für  die  Rechnung  die  Algorithmen  des  yixmemif*  und 
des  „äuiseren"  Produktes  zweier  Vektoren  benutzt.  Diese  Operationen 
haben  sich  schon  so  weit  eingebüri?ert>  dafs  wir  hier  nur  die  Bezeich- 
nungsweise anzudeuten  Jiaben  und  im  übrigen  aui  ilie  zahlreichen 
Schritten  (u.  a.  A.  Föpplis  „Einfflhninjr  in  die  Max  Weitsche  Theorie 
der  Elektrizität'*)  über  Vektoranalysis  verweisen  können. 

Wir  beseichnen  jeden  Vektor  durch  einen  über  den  betreffenden 
Buchstaben  gesetzten  Querstrich.  Danach  ist  das  ^^innere^  Produkt  de- 
finiert durch  die  Gleichung 

a6  =  ah  cos  {bla\ 

Das  Jkabeacef'  Produkt  ist  durch  einen  fortlaufenden  Querstrich  be- 
seichnety  da  es  einen  neuen  Vektor  darstellt   Setzen  wir 

so  ist  c  senkrecht  auf  a  und  fe,  uud  seine  Gröfse  ist  bestimmt  dnrdi 

€  —  adan(&;ä). 

Hieraus  folgt  auch,  dato 

ha  =^  —  ah 

sein  muis,  da  sLm^/>,a) —  sin  ist 
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Die  Bedeutung  des  D'Alümberischeu  PriiizipeH  für  »tarre  Systeme  etc.  59 


Für  ternare  Ptodakte  i^Aim  die  Relationen 

abc     cab  ^  b  ca  (vgL  Jb'öppl.  Einiiilir.  S.2Ö) 

und 

0(6^  -  (flc) .  d  -  (äö)  .  c  (ib.  S.  27). 

Quaternire  Produkte  treten  hier  nur  in  der  folgenden  Verbindung  anf: 

abcd  =  \acj{bd)  —  ij*c){aä). 

Das  Reclmen  mit  diesen  einfiiehen  Hilfsmitteln  bat  yor  den  ge- 
wdhnliciiea  analyiisehen  Koordinatenmethoden  den  nicht  hoch  genug  zu 
ichatBcnden  Vorteil  eines  nnnnterhrochen  anschaolichen  Etnhlicks  in 
den  naturgemäfiwn  Proze(s  der  Problemlosang,  indem  an  Stelle  des 
schemaÜschen  Rechnens  mit  arithmetischen  GMIben  ein  Torwiegend 
konstruktives  Denken  tritt,  welches  den  imzersplitterten  jcfeometrischeu 
uiid  mechanischen  Grundbegriffen  Schritt  l'ür  Schritt  im  Räume 
folgt 

A.  Fornralieniiigui  das  Prinslpes. 

1.  Die  Vorgeschickte  des  Prinzijm.  —  Christian  Huygens  hat  in 
seinem  ^Horologium  oscillatorium"  (1673)  zum  erstenmal  mit  Erfolg 
ein  scliwieriges  Prol)lpiii  der  Mechanik  gebundener  Systeme  behaudelt, 
iiuiini  er  das  Oscillatiouszeutrum  für  das  zusammengesetzte  Pendel  in 
eigenartiger  Weise  dun  Ii  Anwendung  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der 
Energie  bestiinnite.  Seine  indirekte  Lösimgsmethode  dieses  wohl  zuerst 
vom  Pat«r  Mersenne  gestallten  Problems  sagte  dem  Geschmack  der 
Zeitgenossen  nicht  zu  und  yeranlafste  einen  wissenschaftlichen  Streit, 
der  sich  bis  ins  18.  Jahrhundert  hineinzog.  In  diesen  Zeitranm 
(1681 — 1703)  fällt  die  Vorgeschichte  des  D'Alembertschen  Prinzipes. 
Jacob  Bernoulli  schlug  zuerst  eine  direkte  Losung  yor,  nachdem  er 
aof  den  glücklichen  Gedanken  gekommen  war,  den  Vektor  der  ein- 
geprägten Kraft  (Schwere)  fttr  jeden  materiellen  Ptukt  des  Pendels  in 
swei  EompoDenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  erste  die  effektive 
Usssenbeschleunigung  herronraft,  während  die  andere  die  Reaktion  in- 
folge der  Sjstemyerbindnng  darstellt.  Diese  letzteren  Vektoren  halten 
sich  in  ihrer  Gesamtheit  das  Gleichgewicht,  da  sie  den  thatsächlichen 
Bewegimgszustand  des  Pendels  nicht  beeinflussen  können.  Aber  man 
erkannte  üi  dieser  Periode  noch  nicht  die  grofse  Tragweite  dieser 
hmdamentaien  Überlegung,  glaubt«  vielmehr  in  jedem  besonderen 
FaUe  eines  STsteniprnb1*'ms  eigenartige  Kunstgriffe  anwenden  zu 
müsaen,  um  zu  den  ÜeNsegungsgleichun^en  zu  gelangen. 

Vielleieht  ist  es  als  ein  glücklicher  Umstand  für  die  Entwickelung 
der  Kinetik  anzusehen,  dai's  die  Systematisierung  derselben  nicht  so 
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50  Kabi.  Heun: 

froh  eüttrai.  Jedenfims  entging  man  den  Nachteilen,  weldie  eine  tot- 
sseitige  AiuwaU  und  Festlegung  einer  allgemeinen  Metiiode  auf  di« 
freie  Entfiiltong  des  origineUen  Denkens  und  anf  die  Bildung  ein« 
lebendigen  Ansohanung  der  Beweguugsvorgange  im  konkreten  Falle 

nur  zu  oft  ausgeübt  hat. 

Newton  würdigt  in  seinen  „Prinzipien"  (1687"^  die  Kinetik  ije 
buiidener  SysteyriP,  dorpn  rrsto  Entwickelungsphaso  ihm  dr)ch  aus  dem 
HuT^jonssi'licik  \\  i  j  kt'  bekailut  war,  kainn  der  Beaclituug.  Indem  er 
sich  auf  freie  Punktsysteme  beschrankt,  i^eht  er  dem  dynamischen  \k- 
griff  der  Systemreaktion  prinzipiell  aus  dem  Wege.  Da^i^etren  hat  er 
die  Bedeatong  seiner  ^ex  tertia"  für  die  Mechanik  der  Maschinen 
(cf.  Principia^  Leges  motus,  Scholium)  im  allgemeinen  richtig  erkannt 
Da  er  jedoch  das  Bernonllische  Prinzip  der  Vektoraerlec^injr  für  ge- 
bundene Systeme  keineswegs  antizipiert  hat,  so  mfissen  die  Versnehe 
der  Engländer  (Thomson  u,  Tait,  Perry),  ihrem  groisen  Landsmaooe 
die  Enidecknng  des  D'Alembertschen  PHnsipes  zu  impntieren,  sb 
^uuslich  Torfehlt  erachtet  werden.  Man  soUte  überhaupt  bei  der  Be- 
urteilung der  Leistungen  Newtons  in  der  Mechanik  stets  im  Auge  be- 
halten^  dafs  er  mit  der  formalen  Begründung  und  speziellen  Erfbrsclnmg 
der  Bewegungsgesetze  freier  Punktsysteme  (Planefcenproblem)  gende 
genug  zu  thnn  hatte,  und  dafs  diejenigen  Aufgaben  der  physiscbeo 
Astronomie,  weh  1r  sieh  auf  gehundene  Systeme  (IViizession  des 
Äquinoktien he/i(dieii.  /u  ihrer  Bewältigung  Hilfsmittel  verlangten,  die 
ihm  durchaus  nicht  zu  Gelxite  standen. 

'2.  Die  aUgemeinf  Anffussnufi  des  Pri)i:ijH'S  dftrrh  D'AJt  ifilnrt.-^ 
Das  IS.  Jahrhundert  bildet  einen  ganz  eigenaitigen  Ahnrhriitt  in  der 
Geschichte  des  intellektuellen  Fortschreitens  der  Kulturröiker.  Die 
naiven  grundlegenden  Ideen  lagen  hinter  ihm  —  soweit  gefordert  und 
yerbreitety  dafs  die  fahrenden  Geister  nun  die  Verpflichtung  auf  sich 
nahmen,  diese  Ideen  von  dem  beschränkten  Boden  ihrer  Entstehung 
lossureifsen,  ihre  Tragweite  nach  allen  Richtungen  zu  erforschen,  ne 
au  systematisieren  und  so  anf  den  Torhandenen  Fundamenten  ein 
uns  —  den  aus  femer  Zeit  Zurflckblickenden  —  in  seinm  Anfiogen 
bescheiden  erscheinendes  Gebäude  der  exakten  Wissenschaften  aufrofthrea 
Aber  grolsartig  ist  diese  geistige  Architektur  des  18.  Jahrhunderls  dennoeli! 

Die  Baumeister  sind  ihrer  hohen  Aufgabe  trefflich  gewachsen  — 
gründlich  ausgerüstet  durdi  die  rasch  aufttrebende  Mathematik,  om- 
sichtig  und  weitblickend  dank  der  zahlreichen  wichtigen  Entdeckungen 
in  Astronomie  und  Physik  und  von  einer  Begeisterung  und  Liebe  ßr 
ihre  Sache  dan  hdningen,  die  ihren  Leistungen  für  alle  Zeiten  das  Ge- 
präge einer  lebensvollen  Klassizität  angedrückt  hat. 
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Die  Bedeatong  des  D'Alembertechen  Frum]^e&  für  starre  Systeme  etc. 

Mitten  in  diesem  Jalirhundert  mutigen  Schaffens  steht  D'Alem- 
bert.  Ais  Philosoph,  MatheiuHliker  und  l'hysiker  hat  or  mit  erstaim- 
Heher  Energie  die  Wissenschaft  (luicli  zahlreiche  AbhandUingen 
Itereichert  —  aber  seine  bedeiiteudsteu  Leistungen  liegen  auf  dem 
speziellen  Gebiet«  der  Median ik.  In  dem  ..TraHr  de  Dynamiquff* 
(1743)  hat  er  die  Grundlagen  der  Kinetik  «gebundener  »Systeme  gelegt 
und  damit  die  Ideeneutwickelung,  die  von  Galilei  so  erfolgreich  ein- 
geleitet war,  zu  einem  bt'stinuntcn  systematischen  AbRchlufs  gebracht. 
Die  unbeschränkte  Giltigkeit  des  BernouUischeu  Gedankens  der  dy- 
nsmischen  Yektorzerlegnng  für  anfreie  Systeme  war  nun  erkannt  und 
wuda  in  der  Fonn  eines  sperafisch  kinetisdien  Prinzipes  der  all- 
gemeinen  Bewegungslehre  als  nnfehlbaies  Werkzeug  sn  Gmiide  gelegt. 
.  Dieses  prinzipidle  Bezept  laatet  in  D'Alemberts')  Fassung  (Dyna- 
mik S.  58): 

„Mm  siedele  die  jedem  Körper  (Mamnpunkk)  eingeprägten  Be- 
tcegumj'  H  (Impulse)  a^  b,  e  «fe.  f»  je  gwei  andere  a,  a;  b,  ß;  6-,  y  etc. 
derart,  dafs  die  Korjur,  tcenn  ntan  demdhen  nur  die  Bewegungen 
a,  h,  c  etc.  einge})rügi  hätti',  diese  Bewegungen,  ohne  sah  yegemciüg  zu 
hindern,  liüticn  br nähren  kimnen;  und  da/s,  tvenn  man  denselben  nur 
die  Bewegutige»  a,  fi,  y  etc,  eii^tiiräyt  hätten  das  System  in  Bülte  ge- 
Uielff*n  wäre.'' 

Wirkt  also  anf  den  Massenpunkt  m  des  Systems  ein  äufserer  Im- 
puls h,  welcher  von  der  iiuhe  aus  die  Bewegimgsgröfse  mv  henror- 
bringt,  so  entsteht  infolge  der  Systemverbinduiigen  die  ßeaktion  r. 
£s  ist  denmadi 

(1)  S  — m«  +  r  • 

für  jmk'ii  Massenpunkt  des  Systems,  und  die  Heakt  ionsimpulse  r\  r",  r"  etc. 
iiülteü  sich  in  ihrer  Gesamtheit  das  Gleicligew iclit.   Besitzt  das  System 

Tor  dem  Auftreten  der  Impulse  h  bereits  Geschwindigkeiten,  die  durch 
das  Symbol      beaeichnet  sind,  dann  ist 

(2)  Ä     w  (?  —      -f  r 

^  jeden  einzehien  materiellen  Pnnld^  und  die  Resultante  aller  Reaktionen 
f  ist  nach  irie  yor  gleich  KulL  Die  letzte  Gleichung  vermittelt  den 
Obeigang  Ton  der  Kinetik  der  Impulse  zur  Kinetik  der  stetig  wirken- 
den Kräfte.  Für  da;»  Zeitelement  dt  mnfs  der  Impuls  h  von  derselben 
ÜruiMinurduung  unendlich  klein  sein,  also  gleich  dh.  Dementsprechend 

Ij  Weg^n  der  bc«[\ioiuen  ZugUnglichkcit  zitieren  wir  nach  der  deutBcben 
Aii»gat>e  von  Artbar  Korn  in  Ostwalds  KlatieikerBaiimdung.  Leipsig  1899. 
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ist  aucli  r  durch  dr  zu  enetzen.  Der  zugehörige  Qeschwindigkeiti^ 
Zuwachs  v  —  v^  wird  gleich  dv^  und  wir  erhaLten  die  Relation 

dh  =  mdv  dr. 

W  ir  setzen  femer 

dh  =  /idff    dr  —  sdtf 

beziehen  also  die  stetig  wirkenden  Kräfte  k  und  s  auf  die  Zeiteinheit 
und  gewinnen  so  die  Gnmdgleichung  fttr  die  dynamische  Daoerwirknng 
in  der  Form 

(3)  + 

In  Bezug  auf  das  vollständige  System  halten  sich  die  Reaktionen  wieder 
das  Gleichgewicht.  D'Alembert  hat  diesen  Übergang  iiir  ganz  selbit- 
Terständlich  gehalten  und  ho})t  ihn  deshalb  gar  nicht  besond^  herror. 
Man  daif  ihm  daraus  auch  keinen  Vorwurf  machen;  denn  die  printipieU« 
Voransstellung  der  Impulsauffassnng  ist  jeizt  wieder  ganz  modern  ge- 
worden und  hat  auch  den  allgemein  anerkannten  Vorzt^  grSlwrer 
Anschaulichkeit  als  die  unmittelbare  Betrachtung  der  stetigen  Bewegnog. 

Unserer  Schreibweise  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  lieg^  offenbir 
der  Satz  Tom  Parallelogramm  der  Impulse  und  Siifte  zu  Giimde. 
D'Alembert  benutzt  als  statische  Prinzipien  anfirardem  den  Ssh  des 
Hebels  und  andeutungsweise  das  IVinzip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten in  einer  Fassung,  welche  tleutlich  erkennen  UUst.  dals  er  die 
Tragweite  der  letzteren  nicht  einmal  lu  dem  Umfange  edaist  hat,  wie 
Jacob  BeruouUi  (1717).  Seine  /.ahlreichen  Beispiele  lial»eii  ans 
diesem  Grunde  einen  etwas  emtürmii?  elementaren  Charakter,  wenn 
auch  ihre  Bedeutung  für  die  damaligen  Zeit  Verhältnisse  nicht  iiiiier- 
schätzt  werden  darf.  Der  interessanteste  Teil  des  Traite,  nämhcli  die 
mathematische  Behandlung  der  Stoisgeaetze,  muls  von  der  gegenwärtigen 
Iktrachtung  ausgeschlossen  werden,  da  die  voUstandige  Durchfähnug 
derselben  physikalische  Hypothesen  verlangt. 

8.  IMe  dUffemeine,  formale  MiminaUon  der  lieakUaiieH  ämk 
Lagrange.  —  D'Alemhert  sagt  in  seinem  TnUte  (S.  57): 

Uferde  mich  hier  hegwägen,  die  Bewegung  der  Korper  im  Ife- 
handdn,  toe/cft«  auf  einander  in  hdidriger  Weise  siofsen,  oder  seidierf 
wddie  oMf  einander  dwrtk  Fäden  oder  uMegsame  Stabe  Zuge  amiktn. 
Idi  werde  mich  um  so  lieber  an  diesen  Gegenstand  haUent  als  um  hi^ 
die  ffröfsien  Geometer  nur  eine  selir  kleine  Zahl  von  Problemen  dkser 
Art  ycijihvn  Imbvn  und  ich,  wie  icli  hoffe,  durch  die  ailgetueitie  Methode^ 
wclclui  icfi  liarUyeti  werde,  alle,  die  mit  drr  J Irrftettkumt  und  mii  de» 
Prinzipien  der  MccJumik  vertraut  sind,  in  den  iSiand  set^e,  die  schaim^- 
den  FrobUtme  dieser  Ajrt  zu  lösenJ'* 
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Dieser  kühne  Aussprucli  kaiiü  gar  luicht  Aiilals  zu  iMilsvcrstäud- 
nissen  in  Betreflf  der  LeistuugsiÜhigkeit  der  D'Alemliertschen  Me- 
thode ^obeii.  Bfi  alleu  einfacheren,  d.  h.  leicht  ül)ersehbaren  Systeni- 
verbiiiduiigeii  konnte  er  Belbstverständlich  die  iieaktioncii  /•  oder  .s  eli 
ininipren  —  da  in  diesen  Füllen  die  ♦•lenientarsten  statiseiien  Prinzipien 
ausreichten  —  und  gt'liingte  auf  diesem  Wege  zu  den  kinetischen 
Differentialgleichungen.  Hiltte  er  aber  nur  statt  der  diskreten  Massen- 
pimkie  (eorps)  bei  seinen  Faden-  und  Stabverhindungen  starre  Systeme 
Ton  endlichen  Dimensionen  betrachtet,  so  wären  ihm  die  Grenzen  der 
LetBhmgafahigkeit  der  ihm  zu  Gebote  stellten  statischen  Hilfiimittel 
nnr  zu  bald  zur  Erkenntnis  gekommen.  Aber  den  wichtigsten  prinzi- 
piellen Schritt  zur  Begründung  der  Kinetik  gebundener  Systeme  hat 
er  doch  gethan.  Qerade  weil  er  die  Au&tellung  der  Bewegungs- 
gleiehungen  solcher  Systeme  auf  ein  rein  sUUise^  Fragilem  allgemeui 
nirCIdrgeflÜiTt  hatte,  so  setzte  er  damit  der  Mechanik  seiner  Zeit 
ein  ganz  bestimmtes  Ziel,  dessen  Tragweite  er  selbst  nicht  gekannt 
hat,  nämlich  die  sifstenmtische  Aiisbildiimf  der  Statik  gebundener 
Systeme,  die  von  seinem  jüngeren  Zeitgenossen  Lagrange  mit  wahr- 
haft erstauniieheni  Erfolge  betrieben  wurde. 

Auf  der  Idee  Johann  Bernoullis  weiterbauen<l ,  hat  La^^range 
das  „Prinzip  der  virtnellen  Geschwindigkeiten"  als  die  ailgenieinste  fornutle 
Grundlage  der  Statik  aller  materiellen  Systeme  geschaffen.  Die  Aus- 
arbeitung diesps  fundamentalen.  Prinzip»  in  Rücksicht  auf  starre 
Systeme,  Gelenksjsteme  aus  starren  GliederUi  Fadensysteme,  feste^ 
elastische  und  flüssige  Kontinua  liat  diesen  genialsten  Förderer  der 
Mechanik  Ton  seinem  24.  Lebensjahre  bis  zn  seinem  Ende  (1813)  be- 
schäftigt In  seinen  gesamten  Werken  nehmen  diese  Leistungen  freilich 
säen  Terhaltnismiisig  kleinen  Raum  ein,  aber  sie  leuchten  me  ein  be- 
sonders koetbaxer  Edelstein  ans  dem  reichen  Schatze  seiner  Schöpfungen 
her?or.  Die  j,M^eamgue  amfytiqwf'  (1788)  wurde  das  ,^scientific  poem** 
Itlr  Hamilton  und  wird  es  bleiben,  so  lange  man  die  Mechanik 
nach  Leonardo  da  Vinci  als  das  ^^Paradiea  der  Mathematik^  be- 
trachtet. 

Der  Kernpunkt  in  dem  Lagrangeschen  System  der  Meclianik  ist 
die  scharfe  und  zielbewufste  Auffassung  des  Hegritl's  der  niö(jllchm 
(jischtvinäujb  it  (oder  des  In^rmit  gleichbedeutenden  virtuellen  Be- 
wegangselementes)  eines  beliei)igen  Massenelementtts  eines  wohldefini ertön 
iiifiteriellen  Systems.  Soweit  es  geluugen  ist,  solche  möglichen  Ge- 
Bchwindigkeitssysterae  zur  maÜiematUclien  Fortnulierung  zu  bringen, 
soweit  hat  die  Mechanik  positive  Kesuitate  erzielt  —  darüber  hinaus 
hegt  alles  im  Dunkeln.   Kennt  man  den  eindeutigen,  YoUstäudigen 
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Ausdruck  für  das  virtuelle  Bewegimgselement  dx  eines  Sjstemptmktes 

mit  der  Masse  »i,  dessen  Ort  un  iiaanio  durch  den  Vektor  r  besimmt  ist, 
so  besteht  für  das  üleicli^ewioht  eines  Impuls-  oder  Krättesysti'ms  h, 
res]>.  k  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Veräcbiebuugeu  die  (iieichimg^j 

£hfäXf  ^  0   oder   £krdXr  0, 

wobei  sich  die  Suramationen  über  das  ganze  System  erstrecken.  Nach 
Ausiulirung  der  ,,innercn"  Vektorprodukte  zerfallt  jede  dieser  Gleiciiungen 
in  ein  System  von  elienso  vielen  unabhängigen  statischen  Relationen,  als 
in  den  dr  von  einander  unabhängige  i'arameter  resp,  System kuürdinat<?n 
vorkommen;  denn  wir  haben  im  Sinne  Lagranges  Toraufi^^eetzti  diüs 
öj;  eindeutig  raathematisch  formuliert  ist. 

ist  die  Anzahl  dieser  Parameter,  für  das  ganze  System  genommen, 
eine  unetuUichc,  so  wird  die  virtuelle  Arbeit  nur  für  ein  wohl- 
definiertes  Buumelanent  des  Systems  explizit  ausgeführt,  und  naa 
erhält  im  allgemeinen  partielle  Differentialgleichungen  als  Bedingnng^ 
gleiobungen  des  Gleichgewichts  für  ein  Kiaftesysiem,  welches  so  jedem 
Baumelement  festgelegt  sein  muss.  Die  inneren  Spannungen  iStdlen  m 
den  kinetischeii  Gleichungen  jetzt  nicht  mehr  heraus» 

Lagrange  hat  allerdings  in  seinen  statischen  EntwiddnngeD 
nicht  immer  den  vcüstänäiffm  Ausdruck  fSr  x  im  Auge  gehftH 
sondern  gerade  in  seinen  allgemeineren  Aui^tzem  mit  besonderer  Vor 
liebe  vielfech  Bedingungsgleuhungen  benutzt.  Hier  soll  aber,  wie 
schon  bemerkt,  von  allen  hulonomeu  liediuguugen  ausdrücklich  abgesehen 
werden,  währeiul  nit  ht  holonome  Einschränkungen  der  Bewegungen  — 
ungeachtet  ihrer  grcdsen  Bedeutimfr  für  die  Kinetik  realer  Beweffiings- 
vorgänge  —  von  der  gegenwärtigen  Betrachtung  dea  D'Alembert^bea 
Prinzipes  ausgeschlossen  werden. 

Mit  itücksicht  auf  diese  engere  Au^uwung  nehmen  die  kinetiacbeii 
Gleichungen  die  Form  an: 

27dx  <->  0   oder   Z^Sdx  >-  0, 

wofür  man  wegen  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  auch  schreiben  kami: 

(4)  Z{h  -  mv)dx  -  0, 

(5)  ^  i^^-^fi)     -  ^' 

Diese  Gleichungen  bilden  in  dem  Lagrangescheu  System  die  Grund- 
lagen der  Kinetik  der  Impulswirkungen  und  der  stetijrou  Kraftwirkun^ 
Die  speaifische  Leistung  Lagranges,  nämlich  die  Durcharbeitung  dieser 

1)  Der  Fall  der  Ungleichung  wird  hier  und  im  folgeaden  autfi;eBeU(MieB. 
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Fondamentalgleicbungen  für  diejenigpii  Problemgrappen^  welcbe  liier 

ziiiiiiclist  berücksiclitigt  werden  soileu,  tiudet  in  Abschnitt  €  eingehendere 
Erürterung. 

4.  7)<7.-j  D'AlrnibcrtscIir  Prinzip  hei  F(usson.  —  D'Älembert  so- 
\\o]\]  als  auch  Lat^raiige  hatten  als  nächstes  und  wichticrstes  Ziel  die 
(it'Wiimimg  der  Difinrntialfjleirhimgen  der  Bnvrrjnnfi  iiu  Auge,  wrihr<Mi(l 
ihnen  die  Bestimmung  der  lieaJctionen  ein  Problem  von  unter 
geordneter  Bedeutung  war,  das  sie  zwar  nicht  in  allen  Fällea  ver- 
nadüSssigten,  aher  doch  unter  aUgemeinen  Gesichtspunkten  nicht 
weiter  ▼erfolgten.  Die  immer  mannigfacher  werdenden  Anwendungen 
der  rationellen  Systemmechanik  miüste  jedoch  die  Mathematiker  im 
Laufe  der  Zeit  darauf  anfinerksam  machen,  dafs  auch  diese  anfangs 
femschlassigte  Seite  des  D'Alemherischen  Prinzips  —  die  Eine- 
tostatik  —  f&r  die  Praxis  ebenso  wichtig  sei,  wie  die  Bewegnngs- 
eiBcheuinngen  als  solche.  Nun  hatte  Lagrange  die  Anwendui^^  der 
Mechanik  auf  astronomische  Probleme  ganz  besonders  bevorzugt^ 
wahrend  ihm  die  technischen  Anwendungen  fem  lagen ,  wie  ja  auch 
seine  prinzi})iollo  Ignorierung  der  Flücheureibuug  in  der  ,Jdecanique 
amlijlique'  zur  Genüge  zeigt. 

Po i 88 OB  hattf»  cfleichfalls  ein  gi-olscs  Interesse  für  aRtronoraische 
l*r()l)b:'nie  ( 8tr)ruDLr-^t)ii'uric,  PrUzession  und  ISutation),  aber  er  l)etr:iclitete 
doch  die  Ausbildung  der  jmilnüiisrhni  Physik  als  die  Hauptaufgabe 
seines  Lebens  und  war  dadurcii  von  der  systematischen  Weiterbildung 
der  allgemeinen  rationellen  Mechanik  schon  frühzeitig  abgelenkt.  Da- 
neben hat  er  sich  mit  grofsem  Erfolge  auf  sjiezifisch  praktische  Probleme 
geworfen  und  in  dieser  Richtung  den  Grund  gelegt  für  die  „Mecaniqm 
üj^tquee^'j  die  bald  in  Poncelet  ihren  eifrigsten  und  geschicktesten 
Vertreter  fand.  Auch  Poissons  schöner  Arbeit  Ober  die  Wirkung  des 
Schusses  einer  ^mone  auf  die  Terschiedenen  Teile  ihrer  Lafette 
(J,  Poljl  caL  31)  wollen  wir  hier  gedenken,  um  anzudeuten,  wie 
seine  Tendenzen  —  im  Vergleich  mit  den  Lagrangeschen  —  schon 
eine  merkUch  andere  Richtung  genommen  hatten. 

In  Poissons  yTrmU  de  M4caniquef*  (1811)  finden  wir  daher  eine 
AufEassung  des  D'Alembertschen  Prinzipes,  welche  die  Bedeutung  der 
Beaktionen  (innere  Spannungen,  Auflagerdrücke  der  bewegten  System- 
teilej  scharf  hervorhebt  und  namentlich  bei  den  praktischen  Problemen 
den  wesentlichen  EinHuss  der  JReilnmfjen  berücksichtigt. 

Die  zahlreichen  Lehrbücher  der  rationellen  Mechanik,  welche  auf 
Poissons  TrniU'  folgten,  bieten  niciits  Bemerkenswertes  in  He/.ug  auf  die 
Formulierung  des  D'Alembertschen  Prinzipes.  Selbst  das  vortretiliche 
and  in  mancher  iiichtung  aufserordentiich  gründliche  Lehrbuch  Ton 

AivbiT  dar  Math«tiiatik  und  Vhy^ik.  IXL  B«ibe.  It  6 
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Koutk  (l^igitl  Dynamics)  giebt  die  stereoty])e  Auftassuiig  wieder,  an 
Avelche  sich  eine  briefliche  Auslassung  Airys  über  das  Prinzip  an- 
schlielst,  die  aber  sachlich  nichts  Erhebliches  enthält 


B.  Die  kinemallMlifln  nad  dynamifleliBn  Grondbegiüb. 

5.  Khwuuitlsrlifi  Kombinationm  mit  effekiiren  EkmenUn.  —  Die 
GruudbegriÜ'e  der  Kinematik  des  Punktes  sind :  der  ortsbestimmende  Vektur 
desselben,  welchen  wir  mit  x  bezeichnen  wollen,  die  totale  Zeitderirierte 

dieses  Vektors        ^  *  ^»  welehe  das  analytische  Mab  der  OesehwiD- 

digkeit  darstellt,  und  die  totale  Zeitderivierte  des  üeschwindigkeitsrektoisi, 
nämlich  ^^x^w,  welche  die  Beschleonigong  der  Ponktbewegong 
genannt  wird.   Wir  bUden  nim  die  skalaren  Funktion^ 

P  — und   E  =  \xx. 

P  nennen  wir  die  Poltuiiktion  oder  die  determinierende  Funktion 
des  Vektors  x.  E  ist  die  Energit-fuiiktion  (für  die  Masseneinbeit )  oder 
die  determinierende  Funktion  des  Vektors  x.  Aus  den  drei  GruNseu 
X,  X,  X  bilden  wir  femer  drei  „innere"'  und  drei  „äussere"  Produkte; 

dann  erkennt  man  nnmittelbar,  dals  xx »  ^  ^—2E  and 

XX  —       wird.   Das  äoisere  Produkt  xx  ist  ein  Vektor,  welcher  aul 

X  nnd  i  senkrecht  stdit  nnd  die  GrSlse  xxmn(ßc\x)  besitii  Mia 
nennt  diesen  Vektor  in  der  Kinematik  des  Ponktes  die  doppelte 
Sektorangeschwindigkeit  des  Vektors  x,  wir  ziehen  jedoch  hier  —  mit 
Rfteksieht  auf  seine  Verwendung  in  der  Mechanik  der  gebmideiwn 

Systeme  —  den  Namen  „Moment  der  Geschwindigkeit"  vor  imdjbe- 

zeichnen  denselben  mit  M»*    Dann  ist  selbstrerstandlich  xx'=-^j-' 

Die  dritte  Kombination  durch  äufirare  Ptoduktbildung  ist  xx.  Diesor 
Vektor  steht  auf  der  Geschwindigkeit  und  der  Bescfalennigung  gleidi- 
zeitig  senkrecht  und  hat  die  Ghröfoe  xxsin  {x\x).  Sein  skalaier  Weit 
ist  auch,  wie  man  ohne  weiteres  erkennt,  gleich  dem  Quotienten  r'rr^, 
wenn  der  Hauptkrümmungsrad  ins  in  dem  betreffenden  Punkte  der  Bahn 
mit  rj  bezeichnet  wird.  Er  ist  bis  jetzt  kinematisch  nur  von  Somoff 
in  Betracht  gezogen  worden.  Da  er  noch  keinen  Namen  erhalten  li^t, 
so  wollen  wir  ihm  seine  Anonymität  auch  lern*  r  i>ewahren  und  den- 
selben  im  folgenden  mit  dem  Symbol  B  kennzeu  I  nt  n. 

Die  direkten  Kombinationen  der  kinematischen  Grundelemente  äiiui 
also  in  schematischer  ZimammenstftlhiTig; 
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I. 

Äufsere  Produkte: 

1 ')    XX  —  Äfß  , 

3')  S5=B. 
E  =  \xx. 

6«  KmemaÜadie  KMihmUionm  mit  virhidlen  MeuMt^tm,  —  Die 
eiitipiee1i«ndfiii  kinematiBchen  Kombinationeii  mit  dem  vixtaelleE  Weg- 
element bilden  wir  nnr  mit  9i%  nicht  mit  d'£,  da  wir  die  y^aetatiBclie 

Kinetik'^  von  welcher  nur  die  rudimentärsten  Grundbegriffe  ausgebildet 
sind,  von  dieser  lietraclituiig  ausschliel'sen.  Unter  dieser  Einscliränkuiig 
kommt  also  zunächst  das  skalare  Produkt  .r<5.r  in  Betracht.  Seine 
Bedeutung  ist  der  systematisclieu  Kinemutik  geläufig.  W  ir  setzen 
xbx  ^  6' dann  ist  A,  diejenige  Fimktioii,  welche  mau  für  die 
Masseneinheit  die  „Aktion"  des  beweglichen  Punktes  genannt  hat.  Die 
Symbole  d'  und  d'  bezeichnen  hier  und  im  folgenden  Differential-, 
Ksp.  Variationaaiudracke,  welche  im  allgemeinen  nicht  das  vollständige 
Difiereotial,  resp.  die  vollständige  Variation  derjenigen  Funktionen  sind, 
auf  die  sich  die  betretenden  Symbole  bessiehen.  Durch  eine  einÜBche 
Differentiation  der  Torheigehenden  Relation  nach  der  Zeit  findet  man 
Hirn  die  folgende  Identität: 

Hierin  ist  natArlich 

Wir  nehmen  nun  —  der  YoUstSndigkeit  wegen  —  auch  die  den 
Marm  Produkten  entsprechenden  Vektorprodukte  hinso.  Das  Sofaere 
Produkt  xdx  steht  auf  der  Geschwindigkeit  und  dem  virtuellen  Weg- 
element senkrecht  und  hat  den  absoluten  Wert  jcdx  ^'mid.r  x).  Setzen 
wir  xdx=^d'Se,  so  folgt  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  t  die 

Idenütät:  ^   

xöx=^^(d'iy.)-xdx. 

Hiernach  haben  wir  das  folgende  Schema  kinematischer  Kombinationen 
mit  dem  virtaellen  Wegelement  dx: 

JL   

1')  xdx^d'S,, 

2 ')    JL öx  —        ' S^)  -  X Öx. 

6« 


Innere  Produkte: 
1)  XX^-^^, 

P  ^™  ^  XX f 


1)  idz«tf'il„ 

2)  x6i:=^^AÖ'Ae)-öE. 
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7,  Dymmische  KombinaHonen  mit  effektiven  Elemcntm.  —  Die 
entsprechenden  dynamisdim  Onmdbegriffe  sind  der  Impuls  h  und 
die  dftuemd  wirkende  Kraft  k.  Das  innere  Produkt  seh  kann  sb 
das  elementare  j^Virial  des  Impulses^  beseiehnet  werden,  indem  wir  die 
Nomenklatur  yon  Gl  au  eins  mit  einer  unbedeutenden  Abänderung  auf 
MomentankrSfte  (Impulse)  fibertragen.  Wir  setaen  xh=  Fa.  Der 
analoge  Begriff  für  zeitliehe  £i8fte|  nämlich  xk,  ist  in  der  Mechanik 
eingebfiigert  Wenn  wir  xk  ^  Vt  s^aen  und  Vt  als  ^^Virial  der  Eraft^  i 
bezeichnen,  so  indem  wir,  wie  es  bereits  üblich  ist^  nur  das  Vorzeichen 
der  von  Claus  ins  so  benannten  Grölse  und  lassen  den  von  ihm  eiu- 
gefiiluten  Faktor  \  weg. 

Dem  üblichen  Sprachgebrauch  entsprechend,  l)edoutou  die  Produkte 
xh  =  Lh  und  xk  =  Lk  die  ,^eistuiig''  des  Inipvilses  Ji  und  der  dauernd 
wirkenden  Kraft  L  Die  aufseren  Produkte  xh  =  3//,  und  xk  3^ 
sind  die  ^^Momeute'^  von  U  und  k  in  Bezug  aul'  den  Anfangspunkt  tlt^ 
Vektors  Ir. 

Die  „äulseren"  Vektorprodukte  xh  =  N/,  und  xk  =  Njc  soUeu  im 
folgenden  nur  gelegentlich  betrachtet  werden,  da  ihre  mechanische  Be- 
deutung noch  nicht  genügend  untersucht  ist.  Gerade  aus  diesem  Grunde 
empfehlen  wir  sie  hier  aber  doch  der  Beachtung.  Denn  es  hat  sich 
bei  der  Entwicklung  der  systematischen  Mechanik  schon  wiedelholt 
herausgestellt,  daTs  formale  Konzeptionen,  die  anfangs  als  unnflts  an- 
gesehen wurden,  spater  eine  grofse  Bedeutung  erhielten.  Ich  erinnere 
in  dieser  Beziehung  nur  an  die  von  Schweins  eingehend  betrachteten 
Fliehmomente,  die  nachher  als  Viriale  durch  die  Arbeiten  Ton  Glaus! os 
und  Ytou  Yillarceau  zu  allgemeinem  Ansehen  gebracht  wurden. 

Die  Zusammenstellung  der  dynamischen  Kombinationen  mit  effek- 
tiven  kinematischen  Elementen  ergiebt  demnach  die  folgende  Übeisicht: 


m. 


Für  Momentankrafte: 

FQr  Zeitkriifte: 

1) 

xh    ^  Vky 

n 

Tk  =  n, 

2) 

xh=^  Lk, 

2) 

xk  =  Lkt 

8) 

xh  =  Mkf 

30 

xk  ^  Mty 

4) 

xh  —  JV». 

40 

xk  =  Nt. 

8,  DifYia)t>i<rhf  h'oynhhiafiofteti  mit  dem  virtuellen  Weyrlminif.  ~~ 
Unter  dieser  Uubrik  «md  die  „inneren"  Produkte  h  Sx  =  d'Ak  uiid 
k  '  dx  =  ö'At  die  wichtigsten,  deim  sie  detinieren  die  virtuelle  Arbeit" 
für  Momentankrafte  und  Zeitkräfte.  Daneben  wollen  wir  aber  auch  hi& 
die  entsprechenden  äuJseren  Produkte  h '  Öx     ö'Sm  und  k  '  6x  ^ä'St 
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mit  auffuhren*),  da  sie  bei  der  asiatischen  BetracLtimg  der  System- 
mecliaiiik  vuii  Nuizeu  aiüJ. 

Wir  erhalten  also  die  folgende  Zusammonstellung: 

IV. 

Für  Momentankräfte;  Für  Zeitkräfte: 

Die  ira  Torstehenden  angeführten  kmematisf heii  \iud  ilynaiuischeu 
adtubiaationpii  bilden  in  bestimmter  üragfrenzuiig  ein  foniiiiles  Gerippe 
der  pysteiiKitisi.'hen  Mechanik  l'nnktes.  Natürlich  kann  iiian  nach- 
träiflirli  nicht  wünschen,  <lals  sich  tin  ^^<M•!I!!llik  nach  einem  solchen 
scheuiatischen  Prograiniti  hatte  thatsHclilich  eutwickHii  soll^^n;  denn  die» 
hiel'se  die  Pedanterie  zur  Richtschnur  des  Fortschrittes  machen,  was 
einer  gesunden  Entwicklung  prinzipiell  zuwiderläuft.  Andererseits  haben 
wir  jetzt,  nachdem  die  Statik  und  Kinetik  in  einer  huchauflgebildeten 
Jßotwickiungsphase  vor  uns  iiegt^  wohl  das  Recht,  die  Frage  zu  stellen, 
wie  sich  die  aus  maimig&cheii  und  häuüg  mehr  oder  weniger  zufälligen 
Bedürfiiissen  hervorgegangenen  Grundbegriffe  einem  kOnsilichen  Schema 
Dnterordnen  laaeeiL  Selbst  scheinbar  abgelegenere  aUgemeine  Satze  der 
Mechanil^  wie  das  Theorem  tob  Yyon  Tillarceau  für  freie  Punkt- 
systeme, haben  in  einem  solchen  Schema  eine  bestimmte  Stellung.  Der 
angedeutete  Satz  ist  nichts  anderes  als  die  Formel  2)  der  Übersicht  I, 
nachdem  die  Snmmation  fiber  das  ganze  Punktsystem  ausgeführt  ist 

Ffir  nns  hat  die  Auüatellmig  der  obigen  Schemata  einen  ganz 
bestimmten  Zweck.  Wir  wollen  dieselbai  nämlich  unmittelbar  auf  die 
D'Alemberisehe  Grond^eichung,  welche  die  Zeiiegung  des  dyna- 
mischen Vektors  ausdrfickt,  anwenden  und  dadurch  Verbindungen 
zwischen  den  fundamentalen  kinetischen  Relationen  offen  legen,  die 
sich  auf  anderem  Wege  nicht  so  ungezwungen  darzubieten  scheuieu. 

C.  Aligemeine  Folgerungen  aus  dem  D'Alembertschen  Prinzip. 

9«  Virialsätze  für  gdnmdene  Stfstemr.  Durch  die  Operation  der 
^yinneren''  Produktbildungen  folgt  aus  der  D'Alembertschen  Impnls- 
gleichung 

  h  —  mx  +  f 

1)  Die  Oleichnn?  ^'8^=  0  enthält  in  ihrer  Anwendung  auf  •starrt"  Sy.-,tcm 
die  vollstandigeu  uud  hinreichcudeu  Betiiü<,'ungca  für  alN-  d^atüicUcn  Uieiciig»- wicht«- 
formen.  Sie  leistet  also  hier  dasselbe,  wie  die  Gleicliujug  der  virtuellen  Ver»chic- 
bnngcii  #'A| «  0  fOr  das  PoMliomgtei^g€wi€M. 
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unmittelbar 

(6)  3th^mxx-\-xr. 

Wir  summieren  jetzt  über  alle  Miissenpunktc  m  ties  Systems  und  setzen 
£mxx  =  P,   £xh  =  V*,   Zif  —  V,. 

Dann  wird 


und  man  erhalt  die  iUr  alle  Systeme  gültige  Folgenmg  aua  der  Gleichiing  (6): 

dP 
Ii 


(7)  v*-v,-4? 


oder  in  Worten  anBgedrfldct: 

Für  jedes  gebundene  System  ist  die  DiffereuB  der  Systemvinale  der 

Impulse  und  Reahtumen  gleiclt  der  voÜ8tä$idige»  DerwkrUn  der  Pcl- 
funktion muh  <kr  Zeit. 

Für  ein  starres  um  den  Anfangsjninkt  <ler  Vektoreu  ./  rotierendp? 
System  ist  offenbar  P  konstant.  Folglich  gilt  in  diesem  Falle  der  baU: 

Bei  (km  roth  nndm  starren  System,  auf  welches  nur  Impulse  «mim, 
isj  das  Virial  edler  Impulse  gleich  dem  Virial  edkr  Ekmeukmiddioiiieu^ 
wem  beide  VunaU  aniif  dm  festen  PuM  beeogen  werden. 

Ganz  in  dcsraelben  Weise  behandeln  wir  die  D'Alembertiehe 
GQdchnng  ftlr  Zeitkififte: 

i  ^  mx  +  8 

und  erhalten  snnichst 

xk  =  mxx  +  xs. 
Setzen  wir  jetzt  fOr  das  ganze  System 

£mii  =  E, 

so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (2)  des  Schemas  I: 
(8)  v.-V.  =  ^-2E, 

welche  für  freie  Systeme,  also  fttr  T^^O  in  das  Theorem  tod 
YTon  y  iUarceati  übergeht.  Für  gebundene  Systeme  besteht  demnach 

der  allgemeine  Virialsatz: 

Das  Virial  der  auf  ein  Sijsicrn  wirknidm  T^emnüarkraf  k',  v*  rmma*rt 
um  das  Virial  der  entsprccimiden  Klemcydarrealdumen^  ist  <jhirh  der 
zweiten  Deriviaien  der  zugeliörigen  Folfunktion  nach  der  Zeit,  vermÜMkri 
um  die  doppdte  Miergie  des  Systems. 

Für  einen  um  einen  festen  Punkt  rotierenden  Körper  ist  P  von 
der  Zeit  unabhängig.   Mithin  gilt  hier  der  Satz: 


Digitized  by  Googl 


Die  Bedeatnog  dee  D'Alembertschen  Prinzipes  für  Btarre  Systeme  etc.  71 

Die  dappdie  kineik^  Energie  eines  roUerenäen  starren  Systems  ist 
stets  jfleidt  der  Differene  der  omf  den  festen  ^inkt  heeogenen  Vmak 
der  Beoiktionen  tmd  der' äufseren  Kräfte, 

10.  Die  Leistungstheoreme  für  gehundene  Systeme.  —  Die  hier  in 
Betracht  kommenden  Sätze  sind  sciion  in  der  ersten  Entwickelnngs- 
periode  der  Syst^mmechaiiik  entstanden,  werden  als  >  l  ier  nur  des 
Zusammeiibanges  wegen  anzufokreu  sein.   Aus  den  üruudgieidiungen 

i^m^+r  and  £»ffil  +  i 

folgt  durch  Multiplikation  mit  x  und  Smnmation  üW  alle  Massen- 
punkte  des  Systems 

2.\tA  =■  Unij  j:  -\-  2Jxr  und  2Jxk  —  £mxx  +  £xs. 
Nach  dem  D'Alembertschen  Prinzip  ist  aber 

Zxr  —  0  und  His  0. 

Setsen  wir  also,  den  firflheren  Bezeiehntmgen  entsprediend,  f&r  das 
ganse  System 

Sxh  ■»  La  und  mk  =  hk, 

so  erhalten  wir  die  bekannten  Leistungsformeln: 

L*  =  2E  nnd  L»  =  ^ 

ut 

Die  Leistung  einet»  Inipulssystems,  welches  auf  ein  ruhendes  gebundenes 
System  wirkt,  ist  gleich  dem  Doppelten  der  erzeup^en  kinetischen 
Energie,  und  die  Leistung  eines  zeitlich  wirkenden  Kräftesystems  wird 
durch  die  anf  die  Zeiteinheit  bezogene  Änderung  der  kinetischen 
Energie  gemessen. 

11.  Die  MomentensäUe,  —  Wir  moltiplizieren  die  Gleichnngen 

h  =  mx  +  r  und  k  —  m'x  +  s 
mit  dem  Vektor  x  und  erhalten 

xh  =  mxx  +  xr,   xk  =  mxx  +  xs. 
IMe  Sommation  über  das  ganze  System  ergiebt: 

Ma  -  Mr  -  M,  und  M*  -  M,  = 

Für  ein  freies  starres  System  ist  Mr»0  nnd  M*  — 0.  Man  hat 
also  f&r  die  drehende  Bewegung  derselben  die  bekannten  Grandgleichungen: 

M*    M,  nnd  M«  —  • 

Sie  sind  der  analytische  Ausdruck  des  Prinzipt^  der  Flächen. 


0 
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Kakl  HBim: 


12«  Zufei  muHoge  Satte  ßr  äm  difnamMim  VOiar  N.  —  Wiid 
die  aoTBera  Produklibildiuig  mit  dem  Geachwindigketterektor  x  au* 
geftthri,  so  gewinnt  man  die  Gleichongen: 


oder,  wenn 
gesetst  wird. 


£xh  —  £xr  und  Sxk  =  £mxi  +  ^^s, 
£mzx  ~  B 
N*  -      and  N*  -  N.  =  B. 


Der  Übersicht  wegen  stellen  wir  die  allgetneinm  Folgerungen  in 
der  nachstehenden  Tabelle  zusammen: 


V. 


Für  Momentankräfte. 


2)  L*  =  2B, 

3)  M*  —  Mr  «  M,, 

4)  JS*  -      =^  0. 


Für  Zeitkräfte: 


1')  V, 
2')  L* . 

3')  M* 

4  ; 


t/K 


dt 

dt  ' 


.  -2E 


B.  Bie  BÜBmtialgleiclniiig«!!  d«r  Bewegung. 

13.  Die  Lu(/ra)i(i<  - flamiltonsche  Form  des  DWlemherts(hen 
Prinzips  für  Impulse  und  Zt  itkräfte.  —  Aus  der  Gruudgleichung  l!ir  die 
Zerlegung  des  eingeprägten  Inipulses 

h    mx  +  r 

folgt  durch  Mnltiplikatiou  mit  dem  virtuellen  Wegelement  öx  uml 
nachfolgende  Siimmation  Uber  alle  Masseupuukte  des  Systems: 

Zhdx  =  Emhdx  +  Sföx 

oder 

d'A*  =  d'A,  -f  d'Ar. 

Da  nnch  (Inn  Prinzip  der  virtuellen  VcrschiebnnpfMi  d' k  =  0  ist 
80  erhält  man  die  Gnmdgleichung  der  impulsiven  Bewegung  m  der 
Form 

(y)  d'A»  =  d'A,. 

Für  zeitlich  wirkende  Krifte  bildet  man  den  Ausdruck 


•  dx  —  Zmx  •  du;  +  £s  •  Öx 
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oder  nach  6i  (2)  des  Schemas  II 

(10)  *'A*  =  ^^(d'AO-dE, 

da  Ss-dx^O  ist 

Die  Gleichimgen  (9)  and  (10)  nnd  als  fonnale  analytiache  Ana- 
drücke  des  D'Alembertschen  Prinzips  anzusehen  und  rflhren  beide 
TOB  Lagerauge  her.  Auch  der  ans  der  Gleiehnng  (10)  durch  Inte- 
gration nach  der  Zeit  i  herroigehende  Ausdruck  war  Lagrange  (M^. 
anal  2.  ^  Bd.  1,  S.  307—310)  TallstSndig  geläufig  und  wurde  von 
ihm  der  Ableitung  der  Eulerschen  Gleichungen  für  den  rotierenden 
Körper  (Mec.  anal.  Bd.  S.  238—240)  zu  Grunde  gelegt.  Ks  scheint 
nur  notwendig,  dies  iiier  ausdrücklich  hervoniuhebeu,  weil  mau  die 
Integralformel: 

(11)  [d'Aj;  «/(dB  +  d'A»)d< 

immer  noch  ab|,Ham  ilt  onsche8Prinzip''bezeichnet^  obwohl  es  H  am  il  ton, 
der  die  Hecanique  analytique  sehr  genau  kannte^  niemals  eingefallen  ist^ 
die  Autorschaft  ftr  dieselbe  in  Anspruch  su  nehmen.  Sein  Verdienst 
besteht]  in  der  Aufstellung  und  Verwendung  der  ^^charakteristischen 
Funktion^  und  der  Erkenntnis  ihrer  Bedeutung  f&r  die  formale  Dar* 
Stellung  der  kanonischen  Integrale,  wenn  eine  KrSftefunktion  existiert. 

14.  Analoge  Vektorformeln,  in  ivelchen  die  BmHionen  nicht  dir 
minieri  siwf.  —  Für  Impulse  erhält  man  durch  äiiisere  Multiplikation 
der  Grundgleichung  die  Hehition 

£k  •  dx  =  £inx  *Sx-\-  Er '  dx 

oder  in  unserer  Bezeichnung: 

(12)  6%  -  d'S,  +  d'S^. 

Ebenso  folgt  aus  der  Gleichung: 

£k^^  «  £mx  •  dx H-  JSs'Öx 

mit  Rücksieht  auf  die  Gleichung  2  )  des  iSelienias  11  der  Ausdruck 

d'St  -  ~  (6%)  -  EmlTJx  +  d'S, 
oder  durch  Integration  nach  der  Zeit  ti 

(IS)  [d'S.]t  ^SW^k  ~  d%  +  Em^rdxW 

Die  mechanische  Bedeutung  dieser  Formel,  welche  ich  bisher  nur 
an  ein&ehen  Beispielen  untersucht  und  auch  in  Lagrange  sehe  all- 


Digitized  by  Google 


74 


gemeine  Koordinaten  tranafonnieit  habe,  mögen  hier  unerörtert  bleibcaa, 
da  ich  ho£fe^  in  der  ForteetEimg  dieser  Arbeit  Aber  das  D' Alembertacshe 
Pnnzip  EingehendereB  mitteilea  zu  kSimeiL 

15.  Sjfskme  mofßit^  OexkwMijßteiten, — Unter  ebieiii  TolUrfsndigeii 
System  der  möglichen  Geeehwindigkeiien  eines  beliebigen  materiellen 
Komplexes  verstehen  wir  die  Gesamtheit  der  analytischen  Ausdrücke  Ar 
X  oder  —  was  damit  gleichbedeutend  ist  —  fllr  die  TirtneUe  mit  den 
Systemverbindungen  vertraglichen  Verschiebnngen  äx,  welche  man  dnrch 
Berücksichtigimg  der  effektiven  Elementarbeweguugen  aller  Massen- 
punkte  gewinnen  kann.  Da  wir  um  hier  auf  die  einfiEU^hsten  materiellen 
System gattimgen  (starres  System  und  Oelenkketten)  beschranken,  so 
hegen  uns  diese  Geschwmdigkeilssvsteme  prinzipiell  in  fertiger  Gestalt 
vor,  wenn  aucii  vielleicht  in  einzelnen  Fällen  noch  manches  nicht  ge- 
nügend durchgearbeitet  ist. 

Zur  Darstelhmg  der  Gesehwindigkeitssysteme  für  alle  materiellen 
Systeme  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Freiheitsgraden  giebt  es  zwei 
wesentlich  verschiedene  Wege^  die  sich  historisch  im  Anschlnüs  au  du 
Problem  des  starren  Körpers  entwickelt  haben.  Euler,  Olairant  imd 
D'Alembert  gewannen  gleichsam  durch  eine  exakte  Intuition  für  das 
rotierende  starre  System  den  kinematischen  Begriff  der  Momentaoaxe 
imd  der  sngdiörigm  Botationageschwindigkeii  Beide  VorstelluiigeD 
vereinigen  wir  fiblicher  Weise  jetzt  in  der  Konzeption  eines  einzigsa 
Vektors  der  in  die  Riehtang  der  Momentanaxe  fällt  und  in  seiner 
LSnge  die  Gröise  der  angenblicklichen  Winkelgesohwindig^t  $  dar- 
stellt. Die  unmittelhare  Anschauung  lehrt  dann,  daSk  fOr  jeden  Paakt^ 
welcher  um  den  Vektor  x  von  dem  festen  Punkte  0  in  bestimmtem 
Biehtongssinne  absteht,  die  Gleichung 

(14)  X^6X 

besteht.  Beziehen  wir  die  Botationsbewegong  anf  einen  beliebigsn 
Anfangspunkt  der  von  dem  Besngspunkte  der  Vektoren  um  3  ab- 
steht,  so  können  wir  dem  Punkte  C  die  Translationsgeschwindigkeit  c  des 
Systems  zuschreiben  und  erhalten  an  Stelle  der  Gleichung  ( 1 4)  die  folgende: 

(15)  i; «  c  +  <r(«  —  c). 

Diese  Gleichung  enthalt  den  vollständigen  analytisdien  Ausdruck  des 
Geschwindigkeitssystems  ftlr  einen  freien  starren  Körper. 

Dasselbe  ist  durch  die  Angabe  der  beiden  kinematischen  Vektoien  c 

und     festgelegt  Setzt  man  y^  ,  so  dafs  ü  einen  Einheitsvektor 

vorstellt,  der  die  Richtung  der  Momentanaxe  bestimmt,  so  wird 

dx'^dc-\-  ®(«  —  cj  •  dB, 
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Hieil&r  aehreibea  wir  im  fbli^den  meistens 

dx  —  de-^-  dß{x  —  c), 

indem  wir  tü  ■  dO  =  dO  setzen,  alao  die  Amplitude  als  Vektor  ansehen. 
Alsdann  ist  der  aUgemeine  Ausdrock  für  die  mögliche  Elementar- 
bewegong  des  fireien  starren  Systems: 

(16)  Ö£  -  de  -f  öe(x-c). 
Kommt  nur  die  Rotation  in  Betraisht^  so  wird 

(17)  dx  =  dÄTST, 

wenn  wir  den  Bezugspunkt  ü  mit  C  zusammenfallen  lassen. 

Lagrange  hat  sich  mit  der  munittelbar  ans  der  Anschauung 
folgenden  Ableitung  dieser  Formel  nicht  begnügt,  sondern  dieselbe 
noch  aof  andere  Weise  zu  gewinnen  gesucht.  Eine  eigentümliche  und  be- 
sonders bemerkenswerte  Methode  hat  er  im  1.  Bd.  der  ffiUcan.  analytique'' 
S.  159 — 165  angewendet  Hier  geht  er  yon  der  Vorstellung  ans,  dafs 
jede  in  einem  starren  System  beliebig  angenommene  Kture  doppelter 
Krümmung  La  sich  unyerSnderlieh  bleiben  muls,  d.  L  irgend  drei  in- 
finitesimal benachbarte,  auf  einander  folgende  Punkte  dieser  Kurve 
müssen  in  starrer  Orientierung  zu  einander  bleiben.  Auf  diese  Weise 
erhält  er  ein  Sy  stem  \oii  Differentialgleichungen,  dem  die  Komponenten 
Tou  öx  genügen  müssen. 

In  einem  „Biydrage  tot  de  toepassing  van  het  beginsel  van 
D'Alembert,  overeenkomstig  de  rekenwijze  van  Lagrange^  hat 
Verdam  (1864)  diesen  Gedankengang  ansftthrUch  dargestellt 

Interessant  ist  auch  die  Gewinniuig  der  Gleichung  (17)  durch 
Negation  der  elementaren  Deformationen  eines  als  veränderlich  vor- 
gestellten iuiiiate.siinalen  Dreistrahls.  Nehmen  wir  denselben  —  der 
Einfa<'hheit  wejjjen  —  als  rechtwinklig  au  und  betrachten  tfarj,  da*,,  dx^ 
als  die  rechtwinklitren  Komponenten  von  dx,  so  folget  aus  der  Negation 
der  Lilnprenänderungen  nach  den  kinematischen  ürundgleichungen  der 
liUastizitätstheorie: 

^-dx^^O,    3^da;, -0,    3^daf,  =  0 

und  aus  der  Negation  der  Schiebungädeformationen  des  Elementai^ 
kürpers: 
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Die  Iniegration  dieser  Gleicliuiig  ergiebt  ohne  weiteres: 

dxi  —       -f  dÖj  •  ^3  —       •  ^s; 

da^g  =       4-  döj  •     —  döj  •  j^j, 
worin  dq,  d(^,  dc^,  öOi,  dO^  06^   die   Integrationskonstanten  be- 
deuten.   Die  so  gewonnenen  Ausdrücke  sind  mit  Gleichung  (16)  für 
e=^0  identisch. 

Diese  Methode  ist  in  die  meisten  Lehrhflcher  der  ElastizitaiB- 
theorie  ftbergegangen. 

Über  die  gebräuchlichste  Art  der  Herstellung  der  Gleichung  (H) 
durch  Differentiation  der  Formeln  fOr  die  KoordinatentrensformstioD 
nach  den  nenn  Kosinus  der  Achsenwinkel  ist  hier  keine  weitere  Be- 
merkung notwendig,  da  sie  in  alle  Darstellungen  der  Mechanik  auf- 
genommen ist  und  immer  wieder  reprodusiert  wird. 

Das  charakteristische  Element  in  dem  Ausdrucke  o:  =  tfJ  ist  der 
Vektor  6,  also  ein  rein  kinematischer  Parameter,  der  uimiittclbar  nichts 
über  die  Jjn(fc  des  Systems  aussagt,  und  der  aulserdem  ungeeignet  ist 
für  die  analytische  Festlegung  des  Kräftesystems.  Zum  vollständigen 
Ansatz  eines  den  starren  Körper  betreffenden  Problems  ist  es  deshalb 
notwendig,  den  kinematischen  Vektor  J  durch  KoonÜTiaten  aus- 
zudrücken, wodurch  man  eine  zweite  analytische  Darstellung/  de»  Sjsteju« 
möglieher  Geschwindigkeiten  erhält. 

Dies  ist  bekanntlich  schon  von  Euler  (Mem.  Ac  Berl  1758} 
durch  Einführung  der  nach  ihm  benannten  drei  Positionswinkel  ge- 
schehen. Auch  hatte  Lexel  (Nov.  Com.  Ac.  Petrop.  1755)  silion  die 
Achsencosinus  durch  drei  derselben  dargestellt  und  hierdurch  ebenfalls 
eine  Lagenbestimmung  durch  (unabhängige)  Koordinaten  erreicht 
Allein  diese  Ver&hren  hatten  einen  wesentiiehen  Mangel,  da  die  Sym- 
metrie der  Formeln  nicht  aufrecht  erhalten  werden  konnte.  VoUkonunea 
symmetrische  Koordinatenausdrttcke  ftr  den  Vektor  0  scheinen  mm 
ersten  Male  Ton  Cayley  (Cambr.  DubL  Math.  J.  1846)  hergesteUt  m 
seinj  der  zu  diesem  Zwecke  die  Koordinaten  von  Rodrigues  (J.  de 
LiouT.  5.  1840)  verwendete.  Die  neueren  Untersuchungen  Aber  diesen 
Gegenstand  findet  man  bei  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld:  Über  die 
Theorie  des  Kreisels  (Heft  1,  1897  und  Heft  1898)  ausführlich  dir- 
gestellt.  ^) 

Diese  Betniehtungcn  lassen  sich  nun  olme  })esondere  Schwierig- 
keiten —  freilich  nicht  immer  ohne  grolse  Kompiikaiionen  —  »uf 

1)  Vei;^!.  auch  F.  Eötter:  Bemerkungen  m  F.  Klein  und  A.  Sonmerfelclt 
Theorie  des  Kreisel«  (1899).  (Axun.  d.  Bsd.) 
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beliebige  Q^Mkajiteme,  deren  einzelne  Glieder  stam  Edrper  sind, 
ftbertngen.  Es  mob,  nach  dem  Prinzip  der  relativen  Bewegung,  in 
jedem  dieser  FSSüm  m6^cli  sein,  fOr  alle  Punkte  des  Systems  je  zwei 
Ausdrücke  Ton  der  Fonu 

i » ftmct (k'  k\  ,,,,  x) 

und 

aiif/ustelliüi,  so  daXs  k',  k",  .  .  .  eine  ausreichende  Anzahl  kinemfitischer 
Wktorpn  bedeuten  und  q^,  q^,  . .  .,  7,  die  entsprechenden  Positioua- 
ki>(*r< lullten  sind.  Jeder  analytischen  Form  des  vollständigen  Ge- 
j-dnviiiilitrkeitssyHteiim  j  (Mitspricht  eine  besondere  Form  der  allfTf^meinen 
K^uktiuu  der  Kräfte  ninl  f  ine  diesem  System  eigentümliche  iM)riii  der 
kinetischen  Differentiuigleiciiungeu.  Also  die  Statik  und  die  Kinriih 
des  betreöenden  materiellen  Systems  sind  hierdurch  in  ihrer  spegieUen 
Form  Toliständig  charakterisiert. 

(FortsetsoDg  folgt.) 
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Die  Konfiguration  (IS«,  20a),  itr©  analytische  Darstellung 
und  ilire  Beziehungen  zu  gewissen  algebraisclien  Flächen. 

Von  Rudolf  Fünck  in  Obercassel  (Siegkreis). 

* 

Einleitung. 

Eine  räumiiehe  Kontignratioii  (15^,  20^)  besteht  riiicli  lieye^)  aus 
15  Punkten,  15  Ebenen  und  20  Geraden  in  folgender  Lage:  Auf  jeder 
der  15  Ebenen  liegen  6  von  den  16  Punkten,  und  durch  jeden  der 
15  Punkte  gehen  0  der  15  Ebenen;  jede  der  20  Geraden  ist  mit  3  der 
15  Punkte  und  3  der  15  Ebenen  inzideni.  Die  Konfigiiiaiion  (15^,  20j) 
tritt  bei  geometrischen  Untersuchungea  «2uchi  selten  auf  Schon 
Y.  Staudt')  hat  die  voUst&ndige  Figur  zweier  perspektiver  Tetraeder, 
welche  eine  Konfiguration  (15,,  20^)  bildet,  beechrieben.  Auch  die 
15  Potenzebenen,  20  Potenzazen  und  15  Potenzpunkte,  wddw 
6  Kugeln  zu  zweien,  dreien  und  vieren  bestimmen,  bilden  eine  Kon* 
figuration  (15«,  20^).*)  Bei  der  Untenuehung  gewiaeer  15  Qendea 
einer  kubiedien  Fliehe  ist  ebenio  Cremona^)  auf  ein  Gebilde  a« 
15  Punkten,  20  Geraden  und  15  Ebenem  geetoüben,  welches  Ton  Reye") 
als  eine  Konfiguration  (15g,  20,)  erkannt  wurda  Am  dngehendstai 
hat  sich  De  PaoHs*)  mit  der  Konliguration  (1;\,  20^)  beschäftigt. 
Allein  seine  analytische  Darstellung  der  Konfiguration  ist  ziemlich 
kuiiipli/.iiTt.  Aul  Auregung  meines  Lehrers,  des  Herrn  Prof.  Reye, 
habe  ich  daher  unteruomnien,  die  Kontiguration  (15^,  2O3),  von  emer 
einfacheren  analytischen  Darstellung  derselben  ausgehend,  von  neuem 
zu  untersuchen.  Ich  werde  Do  PaoÜH  insoweit  folgen,  als  auch  ich 
die  bekannten  Eigenschaften  der  Konfiguration  ableiten  und  ihm 

1)  iieye:  Das  Problem  tlur  KuuQguxatiuueu,  Acta.  luaÜiematica,  1,  1&83. 
a)     Staudt:  üeometrie  der  Lage,  Nürnberg  1S47,  S.  48. 

5)  Beye:  SynihetiMlie  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  KugeliyitaiBe, 
Lttpng  1879. 

4)  Cremona:  Teoremi  gtereomeirici  dai  quali  si  doducono  le  propriett 
eaafrramma  di  Pascal,  Mom  d  K.  Accad.  dei  Lincei,  1876—77. 
ö)  Reye:  Geometrie  iIlt  Lage,  III.  Abt.,  Leipzig'  iM'J-i. 

6)  De  Paolis:  Ricerche  solle  auperficie  di  30  grado,  Mem.  d.  H.  Accad.  dei 
Liucei,  itiöoyl. 
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iimigeii  Zusammeiiliang  mit  eiuer  Flache  dritter  Orduuu«^  nai  h weisen 
werde,  in  allen  andern  Punkten  weicht  meine  Untersuchung  von  der 
De  Paolis'  ab.  Höchstens  könnte  eines  der  in  den  ^§  7  und  8  der 
vorliegenden  Abhandlung  entwickelten  Systeme  aus  je  6  I^lächen  dritter 
Ordnung  mit  einem  von  De  Paolis  beschriebenf  n  Systeme  aus  eben- 
&U8  6  kabischen  Flachen  identisoh  sein,  was  ich  nicht  an  entscheiden 
TenuochteL 

§  1- 

inlyttieks  Dantdlimg  ud  BaseknlbiiiiK  to  Koilgimtiaii  (15,,  20,). 

Es  seien  x^,  x^,  x^,  x^,  rr^,  sechs  lineare  Funktionen  der 
Punktkoordinaten  x,  jf,  g.  Mit  iklmnp  bezeichnen  wir  eine  Permntation 
der  laSSim  1,  2,  3,  4^  5^  6.  Dann  reprisentieran  die  Gleichungen 

X^  =■  X^f    x^  =  X^  y    x^  =  x^,  x^ 
x^  —  X^  f    X^      X^  j  x^ 
Xf  ~  X^f  .?"3 

die  15  Ebenen 
(ti)  Xi  =  Xk    oder   Xi  —  Xt  =^  0 

einer  Eonfigoration  (Ib^,  20^).  Nämlich  die  Doppelgleichnng 

stellt  eine  Gerade  dar,  in  welcher  sich  die  Ebenen  (2  3),  (3  1),  (1  2) 
aebneiden.  Überhaupt  gehen  die  15  Ebenen  (ti^)  zu  dreien  durch 
20  Geraden 

(ikl)  Xi  =  Xk='Xi. 

Die  dreifache  Gleichung 

X^  =      ^  X^  =  Xj^ 

repräsentiert  einen  Punkt,  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  (1  2 ),  (1  3),  (1 4), 
(2  3)j  (2  4),  (3  4).    Die  15  Ebenen  (tib)  schneiden  sich  demnach  zu 
Mehsen  in  15  Punkten 
(•  Wm)  «  a?» «  flf/  =  ««. . 

Auf  der  Geraden  (1  2  :n  liei^en  die  Punkte  (1  2  3  4),  (1  2  3  5),  (1236), 
und  ebensoviel  Punkte  {iklm)  liegen  auf  jeder  andern  Geraden  {ikl). 
Die  Ebene  (12)  enthält  die  Punkte  (12  34),  (12  3  5),  (12  3  6), 
(1245),  (12  4  6),  (12  5  6),  und  in  jeder  andern  Ebene  {ik)  sind 
gleicb&lls  6  Punkte  (tX^^m)  enthalten*  Mithin  ergiebt  sich: 


x^ 

•^  6  y 
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Et'Doi^  Fusck: 


Die  15  Ebenen 

(jelien  m  dreien  durch  20  Ger  aden 

{ikt)  xt^Xk  =  Xi 

md  m  Sechsen  äurtA  15  Punkte 

(iklm)  Xt'^Xk^'Xt^Xm* 

Die  15  Pmkk  (iklm)  Uegen  gu  dreien  auf  den  20  Geraden  (ikt)  und 
M  setAsen  in  de»  15  Ebenen  (ik).  Die  15  Ebenen  (ik),  die  20  Gf- 
roden  (ikl)  und  die  15  PuMe  (iklm)  bilden  also  eine  KonfiguraHm 

(i5e,  20,). 

In  der  Konfigiirationeebene  (1  2)  liegen  die  Goraden  (1  2  3),  (124'. 
(1  2  o),  (1  2  ()),  deren  ij  SclmiLLpimkte  die  in  der  Ebene  (1  2)  liegenden 
KonfifTurationspunkte  sind.  Dnreh  den  Konfiguratiunspunkt  (1  2  3  4) 
gehen  die  Geraden  (2  3  4),  (3  4  1),  (4  1  2),  (1  2  3),  deren  <  >  \'.  rbmduiii?s- 
ebenen  die  diircii  den  i^uukt  (^12  3  4)  gehenden  Xonügurationsebeoea 
sind.    Allgemein  folgt: 

Jeder  Konfii/urationspuiikt  (iklm)  ist  Scheitel  eines  voUstämlijfeH 
Vierkants  (iklm),  tceldm  aus  4  Geraden  und  6  Ebenen  der  Konfigtiration 
besteht.  In  jeder  Kmjigurationsehene  (il)  Hegt  ein  voüatä/ndiges  Viersä^ 
(ik)  aus  4  Geraden  und  6  Punkten  der  Konfiguration, 

Nennt  mui  je  xwel  Bileinente  der  Eonfiguntion,  deren  Sjnbole 
wie  die  der  Ebene  (5  6)  und  des  Pnnktee  (12  3  4),  oder  der  Genda 
(1  2  3)  und  (4  5  6)  keine  Ziffer  gemein  haben,  ^gegenfiberliegende^ 
Elemente  der  Eonfignrationy  dann  gilt  der  Sats: 

Jeder  der  15  Ebnfigurationspuftkte  ist  EaRineatiensgentrtm  tan  jß 
etnem  Paare  perspektwer  in  der  Konftywraikn  enOmltenen  Tetraeder;  ihm 
liegt  die  zugelwrige  KoUineat ionsebene  in  der  Konfiguration  gegemher}) 

Beziehen  wir  nämlich  die  beiden  Tetraeder,  welche  die  Seifcenliüciifü 

(15),  (2  6),  (86),  (46) 

(18),  (2  6),  (8  6),  (4  6), 

die  Kanten 

(1  25),    (1  35),    (1  4  5),  (235),    (2  4  5),    (3  4  5) 

(126),   (136),   (1  46),  (236),   (246),  (346), 

die  Eckpunkte 

(2  3  4  5),  (3  4  1  5),  (4  1  2  5),  (1  2  3  5) 
(2  3  4  6),   (3  4  1  6),   (412  6),   (12  3  6) 


1)  V.  tilaudt:  Geometrie  der  Lage,  ^üraberg  lii47^  ä.  43. 
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beriiEen^  anf  fluander,  ixidem  wir  je  zwei  ilirer  Ebenen,  Kanten  und 
Eckpunkte  einander  zuweiaen,  deren  Symbole  durch  Yertauacliung  der 
Ziffiam  ö  und  6  in  einander  Übergehen^  dann  aelineiden  sieh  die  homo- 
logpen  Ebenen  in  den  4  Geraden 

(156),   (256),   (356),  ,,406), 

weldie  das  Vierseit  (5  6)  bilden;  in  den  6  Eckpunkten 

(1  2  5  6),   (1  3  5  6),   (14  5  6),    (2  3  5  6),   (2  4  5  6),   (3  4  5  6) 

dieeea  YierBeits  schneiden  sich  die  entsprechenden  Kauten.  Die  homo> 
logen  Eckpunkte  liegen  in  den  4  Geraden 

(284),  (341),   (4  12),   (12  3), 

welche  das  Vierkant  (1  2  3  4;  bilden;  in  den  0  Ebenen 
(12),   (13),   (14),   (2  3),   (2  4),   (3  4) 

dieaea  Vierkanta  liegen  die  entsprechenden  Kanten  der  Tetraeder.  Die 
beiden  Tetraeder  sind  also  perspektiv;  der  Punkt  (1  2  3  4)  ist  ihr  Kolli- 
neationsBentrum,  seine  gegenflberli^nde  Konfigurationsebene  (5  6)  die 
KoUineationsebene. 

Um  die  Kon£garation  zu  konstruieren,  können  wir  Ton  zwei  Per- 
spektiven Tetraedern  das  eine  und  das  Kollineation.szentruni  beliebig 
im  Haume,  dagegen  die  4  Eckpunkte  des  zweiten  Tetraeders  nur  noch 
auf  den  4  Verbindungslinien  des  Kollineationszentruma  mit  den  Eck- 
punkten des  erst  angenommenen  Tetnieders  beliebig  annehmen.  Als- 
dann ist  aber  die  Konfiguration  bestimmt;  denn  die  4  paar  homolugen 
Eckpunkte  der  Tetraeder  nebst  ihren  4  Verbindungslmien,  die  4  paar 
homologen  Seitentlächen  nebst  ihren  4  Schnittlinien,  die  6  paar  homo- 
logen Kanten  nebst  ihren  6  Schnittpunkten  und  6  Verbindungsebenen 
bilden  mit  «dem  Kollineationssentram  und  der  KoUineationsebene  zu- 
sammen die  ganze  Konfiguration.  Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich 
munittelbar: 

Ihe  Konfiguration  {15^,  JÜO^)  id  von  19  Paramäem,  abo  von  ihcH 
oovid  oh  die  äOffmeine  XwÜscAe  JTocfte,  Mängig. 

Wir  werden  dieses  Besultai  spiter  auch  analytiach  begrttnden. 

Eine  gute  Einsicht  in  den  Aufbau  der  Konfiguration  gewährt  uns 
der  Sata: 

Dos  wMändige  Fimfßaeh     der  Ebenen 

(16),    (2  0),    (3  6),    (4  6),    (5  6) 

und  das  voütUmdige  Fünfeck  dar  diesen  Ebenen  gegeniiberU^enden 
Bmüde 

(2345),   (3451),   (4612),   (512  3),   (1  2  3  4) 


Digitized  by  Google 


82 


BuDOLT  FimOK: 


7uarhcn  eiisaminin  die  ganze  Kmfgurniion  aus;  du  10  Ebaien  (h< 
Fünfecks  gejieu  durch  je  eim  Kanie  des  Fünfflacfui  umi  mm  lO  Kanien 
durch  je  einen  Eckimnkt  drssrlht  u.^) 

BtMleutet  nämlich  ikl  m  n  imhc  l'ermutatiou  <ler  5  Ziftern  1,  2,  3,  4,  ö, 
daiiti  ist  [iklQ)  ein  beli<'t)ig»'r  der  10  übrigen  Koiifi«j-urfiti(His|innkte; 
ilii'scr  i.st  als  Sduiiff  dor  Eheueu  (i  B),  {k  ö),  (/  l>)  ein  Krkpimlrt 
des  KünfÜaeks  it^,  und  durch  ihn  geht  die  Kante  {ikl)  des  Fünfecks 
Pg,  Femer  ist  {ik)  eine  beliebige  der  10  noch  übrigen  Koiifigurations- 
ebenen;  diese  ist  als  Verbindungsebene  der  Funkte  (II  hu),  ({kln\  {ikmni 
in  dem  Fünfeck  enthalten  und  geht  durch  die  Kante  {ikQ)  dei 
Fdnfflachs  ^r^,. 

Da  die  Ziffer  (>  mit  jeder  der  Ziffern  1,  2^  3,  4,  5  TertaoBclii 

werden  kann,  so  folgt,  dab  jedee  der  TolUtändigen  Fttnffiache  ar,, 
n^,  x^,    mit  je  einem  der  ToUstandigenFünliMske  P^,  P,,  P,,  P«,  P^jP^ 

die  ganze  Konfiguration  ausmacht. 

Von  Wichtigkeit  für  alle  spateren  Untersuchungen  ist  der  Stis: 
Die  dUgemeinste  KmfigwraHon         20^)  kmm  dargeskUt  uxrd» 

durch  6  Imeare  Funktionen       .r^^  x^,  u,,  Xr,,  x^.  der  Punkthoordiiiiall» 

X,  tff  Zf  welche  der  Bedingung  godigen: 

Die  15  Ehenen  ^^Xk  bleiben  n&mlich  ungeandert^  wenn  man  zu  jeder 
der  6  linearen  Funktionen  x^^  x^y  x^y  x^,  x^^  x^  eine  und  dieselbe 
willkfirliche  Funktion  u  addiert,  also  Xi  durch  Xi  +  m  —  xl  ersetst  So 
erhält  man  auch  mittelst  der  6  linearen  Funktionen 

xl    a?i  -       +  ^  +    +  ^4  +  «6  + 
welche  der  Bedingung 

*1  +  ^«  +       +  *4  +  *B  +  ^«  =  ö 

gentigen,  dieselbe  Konfiguration  (15,,  20^).  Demgemals  werden  wir 
Ton  nun  an  Toroussetzen,  dafs 

arj  +     +     -f     +     +     =  0 

ist  Kur  fünf  der  linearen  Funktionen  können  willkOrlich  angenonunoi 
werden;  durch  sie  ist  die  sechste  eindeutig  bestinuni  Hieraus  folgt 
wiederum,  dafs  die.  Konfiguration  von  19  Paiametem  abbingig  ist 
Man  kann  nämlich,  ohne  dals  die  Gleichungen  x^  ^  Xk  andere  Ebeneo 
darstellen,  durch  einen  der  in 

Xk  =  atx  -H  hkV  -f  CkZ  -f 
1)  V.  Staudt:  Geometrie  der  L;ige,  Nürnberg  1847,  8.  43. 


Digitized  by  Goo< 


ion  (16g,  20,),  ihre  uaL  Dutk  n.  ihre  Bes.  sn  gew.  algebr.  FlftdMti.  83 

eiitliAlteneii  P&nuii«ter  at,  ht,  Ct,  dt  alle  6  linettran  SHmktioDen  r^,  x^^ 
x^y  x^fX^  dividieren;  erteilt  man.  den  nnn  noch  in  Xt  Torkonunenden 

3  mid  den  4  •  4  Parametern  in  noch  4  andern  der  Funktionen  bestimmte 

Werte,  dann  ist  die  sechste  lineare  Funktion  wegen  ^  0  eindeutig 
bestimmt. 

■ 

Fliehe  iweittr  Ordmuig,  nach  welcher  die  KonÜgimtloii  (15^,  20,) 

xa  sieh  eelhBt  polar  Iii 

Wir  beziehen  die  Konfiguration  (15^,  20|)  auf  das  Tetraeder  der 

4  £beiien 

x^^O,  a^  =  0,  «^  =  0,  af^-O 
mittdat  der  Oleiehnng 

-  *6  =         -      +  «t(^i  -      +  «»(^a  -      +  «4 («4  -  «s) 

oder 

4  4 

^6  ^  -^5    21aiX(  —  Ax^f  wo  ^  —  Eai . 
Infolge  der  identischen  Relation 

*1  +       +       + ^4 +  ^  +       =  ö 

wird 

(-i  -  2)«^  =  -  !;(«,  -  1  +  il)ari. 

Wir  behaupten: 

Ikßüglich  der  rtellm  oder  imagitiäiirm  Fläche  zweiter  Ordnung 

r  l!at(xt  -  x^y  =  (a^  -  x^y 

1 

ist  jfdt  r  Kmfiguraiumsjyanki  der  Fol  der  (/rf/ndihrHieffendm  Kotifif/iirntimifi- 
eiMtir  uful  jede  Kmfigurationsgerade  die  Folare  der  yegenübcriicffenden 
Kmfttfurationsgeradm. 

Denn  die  Polarebene  eines  Ponktes  (Xj,  x^,  x^,  x^  bezfiglich  der 
Flache      wird  durch  die  Gleichung 

4 

£ai{xi  —  x^)(Xf  -x^)-  (x^  -  x^(x^  -  a^)  =  0 
dargesteüi.    Die  Polarebeue  des  i'uiiktes  (1  2  3  5)      B.j  für  weichen 

iTj  =  a?j  =      =  X^f    X^  —      —  *4V,*4 
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ist,  hat  daher  die  Gleichung 

oder 

^4  — ^«  = 

fällt  also  mit  der  Ebene  (4  6)  snaammen.  Ebenso  ist  jede  der  Ebenen 
(1  6),  (2  6),  (3  6)  und  aberhanpt  jede  der  Ebenen  (ik)  die  Polaie 
gegenfiberliegenden  Ponktefl  der  Konfigoration.  Da  ferner  die  Paukte 
(iklm),  (ikln),  {iklp)  auf  der  Geraden  (ikT)  li^en,  ihre  reep.  Pohrai 
(np),  (mp),  (mn)  aber  durch  die  Gerade  (mnp)  gehen,  so  sind  die  siek 
in  der  Eonfignration  gegenftberliegenden  Geraden  (ikl)  and  {mnp)  re- 
ziproke Pohuren  bezfiglieh  der  Fläche  I*. 

Der  von  Gaporali^)  zuerst  bewiesene  Sat^  dals  die  Konfiguration 
(15g,  20|)  in  einem  Polaarsystem  sieh  selbst  inigeordnet  ist^  ist  insoftn 
von  Wichtigk  it,  als  wir  dadurch  zu  jedem  Gebilde,  das  wir  ans  der 
KüufigTiration  ableiten,  ohne  weiteres  ein  rezij)rükes  Gebilde  tincleu. 

Die  Gleichung  der  Fläche       läfst  sich  umformen  in 
4  4 

£aia^  —  2x^SaiXi     (A  —  \)x\     2x^x^  —  x\  =  0 

und  wegen 

4 

^OiXi  =-     -i-  — 

in 

o^ic}  +       +  Oioj  +  a^aj  —  (-4  —  l)Äf  —  a{  0. 

Die  6  Ebenen  Xi  ^  Ü  bililen  also  ein  PolsK-lisflach  der  Fläche  F',  d.h. 
ein  Sechsflach,  von  dessen  20  EckpunkiiMi  jeder  dein  gegenüber- 
liegenden Eckpunkte  konjno;iprt  ist.*)  Wie  man  diis  Polseclisflarh 
ans  der  Kontiguration  konatruieren  kann,  werden  wir  später  3) 
sehen. 

§3. 

AUnttmig  ai>«  ni«lM  F'  dritter  Ordnng  wu  4«r  Kofllgnntin 

(16.,  30^ 

Das  Vierkant  (1  2  3  4)  besteht^  wie  wir  wissen,  aus  den  Geraden 
(2  3  4),  (3  4  1%  (4  1  2),  (l  2  3)  und  den  Ebenen  (1  2),  (1  3),  i  l  4  t, 
(2  3),  (2  4),  {3  4j.    Es  hat  drei  Paar  Gegenebenen  (1  2),  (3  4)i  (1  3j, 


1)  Caporali:  Sopra  i  piani  cd  i  punti  della  auperficie  di  Kummer,  Ac 
dd  Lincsi,  1878. 

S)  Über  Folsechaflache  vgl.  Beye:  Geometrie  der  Lage,  n.  Abt  m.  AulL» 
S.  981  und  in  Grelles  Jovmial  71  ^  i878. 
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(2  4);  (1  4),  (2  3).  Die  Gerade,  in  der  eine  Ebene  von  ihrer  Gegen- 
«bene  gesohnitten  wird,  nennen  wir  eine  Nebenkante  dee  Yierkanie  und 
der  Eonfignration.  Die  drei  Nebenkanten  dee  Tierkants  (1  2  3  4)  be- 
zeichnen wir  durch  die  Symbole  (1  2) (3  4),  (1  3) (2  4),  (1  4)  (^2  3). 

Uberhauj)t  hui  jedes  der  15  Vierkaute  (iklw)  drei  Neberikanten.  Die 
Kontiguration  (^li>e,  20j)  besitzt  demnach  45  Nebenkanten 

Da  jede  Konhgarationsebene  (ik)  z,u  «echs  Vierkanten  gehört^  nänüich 
zu  den  Vierkanten,  deren  Scheitel  die  6  in  (ik)  liegenden  Punkte 
{illm^  sind,  und  da  sie  in  jedem  Vierkant  eine  (jegenebene  hat,  so 
hegen  in  jeder  Konfiguration  scheue  6  Nehpnkanten.  Beispielsweise 
liegen  in  der  Ebene  (12)  die  Nebenkauteu  (1  2)  fB  4\  (^2^(^r>\ 
(1  2)  (8  ()  )  ,  (1  2)  (4  5\  (12)  (4  6),  (1  2)  (5  6  ).  Da  lerner  durch  jede 
Nebenkante  2  Konfigurationsebenen  gehen,  so  folgt  auch  hieraus,  dafs 
es  45  Nebenkanten  giebi  Die  beiden  *  Nebenkanten  (1  3)  (2  4)  und 
(1  4)  (2  3)  liegen  in  einer  durch  die  Gleichung 

Xi  -\-  Xf  =  x^  x^ 

repräsentierten  Ebene.  Die  drei  Nebenkanten  eines  beliebigen  Vierkants 
(ihlm)  der  Konfiguration  können  übrigens  durch  drei  Ebenen  «  ver- 
banden werden.  Durch  die  Kouüguration  werden  demnach  45  Ebenen 

tt  Xi Xk  ^  Xt Xm 

bestimrai  Die  beiden  Ebenen  «.  die  durch  die  Sehnittgerade 
(l  2)  (3  4)  der  Ebenen  a;^  —  a:^  =  U  und  a;,  —  a;^  =  0  gehen,  haben  die 
Gleichungen 

+  a%  a%  +  «4  oder  (jPj  —  ii^)  -I-  («,  —  »4)  —  0, 
+  «4  =    +  d%  oder  («1  —Xf)  —  (x^  —  x^)  =  0; 

sie  sind  also  durch  die  Ebenen  (1  2)  und  (3  4)  harmonisch  getrennt 
Uberhaupt  ergiebt  sich: 

Die  beiden  durcft  eine  Nebenkante  (ik){h>i)  (jcltendm  Ebenen  a  sind 
harmonisch  getrennt  durch  die  beiden  Kon/i^idiansäfeHenf  welche  sich 
in  dieser  Ntitenkmü  schneiden. 

Die  geometrische  Begründung  folgtaue  dem  Satze:  Im  vollständigen 
Vierkante  sind  je  zwei  Gegenebenen  haimoniech  getraint  durch  die 
beiden  Nebenkanten,  in  denen  sieh  die  fibrigen  Gegenebenen  sohneiden. 
80  sind  2.  R  in  dem  Vierkante  (1254)  die  Oegenebenen  (1  2)  und 
(34)  harmoniach  getramit  duieh  die  Strahlen  (13)(24)  nnd  (14)(23), 
welche  aber  »na  dem  Strahle  (1 2)  (3  4),  der  Schnittitinie  der  Ebenen 
(1 2)  nnd  (3  4),  durch  zwei  Ebenen  «  projiziert  werden. 
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Die  45  Ebenen  u  sdmeiäm  sidi  m  drei  in  15  Geraden  g,  von 
denen  eine  heUebige  dwrA  die  D^ppd^eiekmg 

Xi  -\-  Xit  =  Xi  -\-  Xpn  =  Xi^  -f-  Xp 

darnr^^frlU  wird. 

DaTs  mit  der  Konfigaratioii  lö  Geraden  g  verbunden  sind,  ergiebi 
sich  wie  folgt:  Nimmt  man  die  ente  Kombination  ik  willklliiidi  u, 
W88  «af  16  Arten  md^eh  iat,  dann  kann  man  noch  die  3  Doppel- 
gleichnngen 

Xi      Xt  =^  Xi       Xm  =  Xn       Xpf     Xi  +  2**       Xi  +  X«  =  X,„  -f-  X,, 
Xi -j-  Xk      Xt Xp ''^  Xm  +  Xm 

aaftiellen;  bei  dieser  Bildnngsweise  eridttt  man  aber  jede  Doppel- 

3*16 

gleichung  dreimal,  also  giebt  es  — ^ —  =15  solcher  Gleichungen,  und 

jede  stellt  eine  Gerade  g  dar.^  Da  jede  Gerade  g  die  Schnittlinie  tod 
drei  Ebenen  a  ist  nnd  in  jeder  Ebene  a  zwei  der  45  Nebeukuitea 
(ih)(lm)  liegen,  so  wird  die  Gerade  g  Ton  6  Nebenkanten  geachnitteiL 
Beispielsweise  leprasentiert  die  Doppelgleichnng 

Xi  -\-  x^  =  x^        =  x^  -\-  x^ 

eine  Gerade  g,  welche  die  Nebenkanten  (13)  (2  4),  (14)  (2  3),  (15)  (2  6), 
(1  6)  (2  5),  (3  5)  (4  6),  (3  6)  (4  5)  schneidet.  Wegen  der  identischen 
Relation 

flfi  +  ap»  +  a?!  +  flc„  +  ar,  +    «  0 

folgt  ans 

afi  +       ä?i  +     "     +  Jpp! 

Xn  +  Xp'='  0. 

Die  15  Geraden  g  werden  demnadi  auch  dargeädli  durch 
Ht'lm-np  Xi  +  ar*  =  x<  +     —  flf,  -f  o;^  —  0, 

d,  h,  durch  beliebige  meei  dieser  Okidiungen. 
Es  treten  hier  15  neue  Ebenen 

ih  Xi-^  Xk'^^O 

aof y  welche  au  drei  durch  die  Gferaden  g  gehen.  Wir  wollen  unter- 
suchen, in  welcher  BeaiehuQg  die  Ebenen  ik  m  der  Konfignratiott 
stehen.  Durch  die  Gerade  12 -34 -56  gehen  die  3  durch  die 
Gleichnngen 

X|  4~  ^    Xg        —  0,       "h  äS|  —  x^    JCj  =  0, 
(«,  +  a;^  —  a?a  —  arj  -  («1  +    —    —  a^)  =  0 
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dargesteUten  Ebenen  ce.  Die  Tierte  harmonisehe  Ebene  m  diesen 
drei  Ebenen  tt,  welche  der  dritten  zugeordnet  iet^  hat  die  Oleichung 

I»  «     +    —  «»  —  a;^  +  (jcj  +  ap,  —    —  «e)  =  0. 
Da  wegen  der  ideDtisehen  Gleidrang  Ewischen  den  6  linearen  Funktionen 

Xff  X^f  X^f  X^f 

X^^     X^      X^  =  Jpg  ^  x^ 

ist,  80  folgt 

d.  h.  die  Ebene  u  —  0  ist  identüch  mit  der  Ebene  1  2.  Wir  können 
mithin  den  Sata  anaspiechen: 

V<m  dm  3  Ebenen  tt,  die  Mi  in  &ner  der  15  Geraden  g  eetmeidenf 
ist  jede  dwck  die  beiden  übrigen  von  einer  der  16  Ebenen  ih  hamomsdi 
getrennt. 

Man  kann  also  die  Ebenen  ih  ans  den  Ebenen  «  ableiten;  aber 
auch  umgekehrt  diese  aus  jenen.  Nämlich  in  der  Geraden  1 2  •  3  4  •  5  6 
schneiden  sich  die  Ebenen  12,  34,  5G,  deren  Gleichungen 

+    —  ö>   a^  +  iCA  —  O,  x^-^Xt=^0 

r, 

sind.  Wegen  der  ideutiachen  üelation  £xi  =  0  repräsentiert  aber  auch 
die  Gleichung 

die  Ebene  5  6.  Von  dieser  Ebene  ist  durch  1  2  und  3  4  harmonisch 
getrennt  die  Ebene  a 

(jTi  +  X,)  —  (x,  +  x^)  =  0. 

Aua  dieser  Beiiachtung  folgt: 

Von  den  drei  Ebenen  ihy  wMe  durdi  eine  bt^ihige  der  15  Geraden 
g  gehen,  ist  jede  durch  die  beiden  iMgen  von  einer,  der  45  Ebenen  a 
hcmmemseh  getrennt» 

In  der  Ebene  56  liegen  die  Geraden  12  34. 56,  ld-24-56, 

1 4  •  2  3  •  5  6  und  bilden  in  ihr  ein  Dreiseit  5  6. 

Die  15  Geraden  g  liegen  demnach  zu  dreien  in  den  15  Ebern  n  ik 
und  hlldni  in  ihnen  15  Dreiseite  ik  oder  A. 

Die  Ebene  56  schneidet  iii  den  drei  Seiten  g  ihres  Dreiseits  A 
die  drei  paar  Ebenen  12,  3  4;  1  3,  24:  14,  2  3.  Konstruiert  man  zu 
jedem  diesor  drei  Ebenenpnaro  diejeuige  Ebene,  welche  von  «ler  Ebene 
5fi  dun  li  die  beidon  Ebcni  fi  des  })etretfenden  Paares  harmonisch  ge- 
trennt ist|  dann  erhält  man  die  durch  die  Gleichungen 

^  -|-    =  «rj  -f*       a?2  -|-  ajj  =    -f-  x^,  af|  +  a?^  =  äi  +  a?| 
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repräsentierteii  fibenen  a  des  Vierkants  (1  2  3  4).  Diese  bestimmen 
den  Eonfigorationspuiikt  (12  3  4),  deesen  Symbol  mit  dem  der  Wm» 
5  8  keine  Ziffer  gemein  liai  Ftthrt  man  die  analoge  EonatniktioB  ftr 
jedes  der  15  Drmseite  ik  aus^  dann  erhalt  man  sSmtUdie  15  Eonfigih 
rationspmikte  (fmnp). 

Mm  ham  auf  diese  Weise  die  KonfignuraUon  (15^,  20,)  dinÜ  au 
den  16  Ebene»  ik  äüleUe», 

Die  Gerade  12 «34 »56  liegt  mitdendrei  paar  C^eraden  12'35>46^ 
12-36-45;  15-34-26,  16.34*25;  13-24-56,  14-23-56  in 
je  einer  der  Ebenen  12^  34,  56  und  bildet  mit  ihnen  die  Dreiseite  1 2, 
34,  56.    Oberhaupt  ergiebt  sich: 

Jede  Gerade  y  schneidet  6  amlcrc  Giradcn  g  und  bildet  mit  ihnen 
3  Dreiseite  A,  während  sie  zu  den  8  übrigen  im  aügeineinen  windschief 

isL  Die        »  45  Sehmt^wMe  der  lö  Geraden  g  sind  die  £d^pmkU 

der  15  Breiseüe  A. 

Für  die  Gerade  ih  *  Im  •  np  ist 

Sie  erfüllt  also  die  Gleichnng 

a^-fa|  +  a^  +  aäi  +  a^  +  iij**0 

oder 

Die  15  Geraden  g  Uegen  dmm^  amtfd»  aßgememen  hdngduen  lUbdit 

xl-^  xi-^-  xf,-\-  xi-\-  xl-^  a^^-^O. 

Diese  hat  die  15  E}>enm  ik  zu  dreifaeh  berührenden  Ebnun.  D'tf 
Iii  übrigen  Geraden  der  Fläclie  F^y  wekfie  vmi  den  15  Geradai  (j 
sddeden  sind,  bilden  eine  reelle  oder  imaginäre  Doj]pels&^  außf  u»d 
werden  durch  eine  quadratische  GleichiMg  bestimmt. 

Dais  die  Fläche  eine  allgemeine  kubische  ist,  folgt  aus  dem 
▼on  Cremona^)  bewiesenen  Satae;  Man  kann  die  Gleichung  der  all- 
gemeinen Flache  dritter  Ordnimg  auf  die  Form  der  Summe  der  diitteo 
Potenzen  von  6  linearen  Funktionen  mit  yerschwindender  Sunme 
transformieren.  Die  ziemlich  weitfönfige  AufsteUnng  der  qnadntisGlieo 
Gleichnng,  Yon  der  die  12  fibrigen  Geraden  der  Flache  abhsapOy 
nnterdrfieken  wir  der  Kfirae  wegen;  wir  wollen  hier  nur  den  Gang 
üntersudmng  andenten.  Bedeotet  ikl  eine  Pennntaüon  der  Zisira 
1,  2,  3,  dann  sind  die  drei  Geraden  45  •  tA;  •  6 1»  5 6  *  X;!  *  4«,  64  •  li'bk, 
welche  ron  der  Geraden  61  •  4i  •  5/;  geschnitten  werden,  an  emao^ 
windschief.   Die  durch  diese  drei  Geraden  gelegte  Regelfliche  sweiter 

1)  Vgl.  Cremona:  Math.  Aim&len  IS, 
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Ordnung  muls  andi  die  Gerade  62  •  4t  •  bh  euüuilieiL  Die  Regelfliehe 
und  die  Fliehe  jP*  mfleaen  also  noch  eine  Kurre  sweiter  Ordnung 
gnneb  haben,  welche  aber  in  swei  Geraden  zeifSlli  Da  daa  obige 
Schema  6  Tripel  windschiefer  Geraden  darstellt  (wir  hömten  nämlich 
flr  ik  setMn  12,  21;  1  3,  31;  23,  32);  so  gelangen  wir  anf  diese 
Weise  sn  den  noch  fehlenden  Geraden  der  kubischen  Fliehe  F*. 

Im  Folgenden  stellen  wir  eine  Betrachtung  fiber  die  Steinerschen 
Trieder  an,  welche  von  den  15  Ebenen  gebildet  werden. 

In  dem  Schema 


12-34.5(5 

1324. 56 

23. 14. 56 

12-S546 

13-25.46 

23-15-46 

12-36.45 

13.26.45  1  23- 16-45 

steUen  die  Horizontalreihen  drei  Dreiseite  ik  dar,  welcho  von  den 
Ebenen  56,  46,  45  ans  dem  Dreiflach  der  Ebenen  12,  13,  2  3  ans- 
gesefanitten  werden;  die  Vertikalreihen  repräsentieren  drei  Dreiseite  ik, 
welche  Ton  den  Ebenen  12,  13,  23  ans  dem  Dieiflach  der  Ebenen 
56,  46,  45  ansgeschnitten  werden.  Jedes  dieser  beiden  Dreiflache 
wird  also  Ton  den  Ebenen  des  andern  in  drei  Dreiseiten  A  der  Fliehe 
F*  gesdmitten.  Die  drei  Ebenen  23,  3 1,  1 2  bilden  ein  Steinersches 
Trieder  nnd  schneiden  sich  in  dessen  Scheitelpunkt 

oder  ^ 

Die  Ebenen  56,  64,  45  bilden  das  konjugierte  Trieder;  sie  sdmeiden 

die  Fläche       und  zugleich  das  erstere  Trieder  in  je  einem  Dreiseite  A. 

Von  den  15  Ebenen  iJc  werden  10  paar  konjugierter  Trioder  gebildet. 
Bezeichnen  wir  das  Dn  illach  der  Ebenen  ik\  kl,  Ii  durch  ikl,  dann 
sind  zwei  Dreiflache,  wie  123  tiud  4n6,  deren  Symbole  keine  Ziffer 
gemein  haben,  alleujal  k(iüju»i;ierte  Stemersche  Trieder.  Die  Kauten 
der  20  Steinerschen  Trieder  nennt  man  Pascalgeraden  p^), 
ihre  Seheitel  Steinerpunkte  S.  Eine  beliebige  der  60  Pascal- 
geraden    wird  durch 

1)  Wenn  die  18  Geraden  der  Doppelieehi  der  Fl&che  F*  eich  auf  6  durch 
dnen  Punkt  gehende  Geraden  redmderen,  dann  ist  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt 

der  Fläche  F*.   Die  15  Gersdou  y  liegen  nach  wie  v«'  bu  dreien  in  16  drei&eh 

b<»nihrenden  Ebenen  A ,  und  durch  jede  Gerade  g  gehen  drei  Ebenen  A  An 
(ian  System  dieser  15  Oeraden  g  und  15  ETiraon  A  hat  CremoBii  in  seint  r 
handlunp:  Teoremi  Btcreometnci  dai  quali  öi  deducono  le  proprieta  del  ('sajrramma 
lü  Pascal  i,Mem.  d.  R.  Accad.  dei  Liiicei  1876 — 77)  die  Theorie  der  PaHcalachen 
Seeheeeke  geknflpft  und  dexvelben  dlQ  Bezeichnung  Pascalgerftde  nnd  ebenso 
die  ipUer  folgenden  l^ainen  entlehnt. 
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BcDOLP  FuacK: 


ik'U  oder  ~Xi  =  Xk  =  Xi 

und  ein  beliebiger  Stetnerpnnkt  8  dureh 

(*)  ih)  iO  +  Xk  =  xt-^  xi  =  xt  + Xi=-0 

oder 

=  Xk  —  Xi  —  0 

daigeeteUt.  Die  THeder  1& 6,  25  6,  356,  456  haben  die  drei£Kh 
berfibxende  Ebene  5  6  gemein.  Ton  den  12  Kanten  dieser  4  Triedtr 
liegen  in  der  Ebene  5  6  die  8  folgenden: 

5  ()  •  1  5  ,  5  6-25,  56-35,  56-45, 
56.16,  56-26,   56  36,   56  46; 

die  4  Qbrigen  Kanten  sind 

1516,   25-26,   35-36,  45-46, 

und  diese  befinden  eich  in  der  Konfigurationmbene  (5  6).  Die  Scheitd 
(1)(5)(6),  (2)  (5)  (6),  (3)  (5)  (6),  (4)  (5)  (6)  der  4  Trieder  liegen  eUo 
sowohl  in  der  Ebene  5  6  als  anch  in  der  Eonfigorationsebene  (5  6)  and 
mithin  auf  einer  Qeiaden 

a»  +  iP*  =  a^-iCt  =  0 

oder 

-» jB^  -=  0. 

Demnach  ergiebt  sich: 

Jede  Ebene  ik  (phort  f  der  JJO  Sf ei )irr sehen  Trieder  an  und  f^f- 
hiüt  8  von  deren  12  Knuten;  di»^  4  idrriffcn  Kanten  Uetjeu  in  der  KfU- 
f\gurationsehenc  {ik).  derm  Symbol  nUi  denselben  Ziffern  wk  doi  der 
Ebene  ik  geschrieben  wird. 

Dieser  Satz  enthalt  eine  andere  Konstruktion  der  KonfigmatioD 
(15^,  20^)  aus  den  15  Ebenen  ik. 

Die  €&  Fasealgeraden  p  Uegen  ßu  aekt  m  den  15  dnifaek 
hmShirenden  Ebenen  ih  und  mu  vier  m  den  15  KonfigwraUemAenm 

Die  20  Steinerpunhie  S  Ueffen  su  vier  auf  Jö  8ieinergerade»s 

(0  (k)  Xi-{- Xk^  Xi  — Xt  =  0 

oder 

Xi  =^  x^  =  0. 

Die  Steinergerade  (1)(2)  in  der  Ebene  (12)  der  Konfiguittico 
schneidet  die  Konfigmationsgemden  (1  2  3),  (1  2  4),  (1  2  5^  (1 2  6)  in 
den  Steinerpunkten  (1)(2)(3),  (1)(2)(4),  (1)(2)(5),  (1)(2)(6),  sbo: 
In  jeder  Konfiffuralionsebene  liegt  eine  Steinergerade;  sie  schneidä 
die  4  Kon/igtiraHonsgenulen  dieser  Ebene  in  4  Steinerpunkien. 
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Di»  Steinergeraden  (l)(6),  (2)  (6),  (3)  (6),  (4)  (6),  (5)  (6) 
«ftileii  iimiiUeh  die  Bedingung  =>  0  und  liegen  eomit  m  einer 
Ebene  (6);  ihre  10  Sdmittpmiklie  sind  die  Steinerpnnkte  (1)  (2)  (6), 
(1)(3)(6),  (1)(4)(6),  (1)(5)(6),  (2)(3)(6),  (2)(4)(6),  (2)(5)(6), 
(3)  (4)  (6),  (3)  (5)  (6),  (4)  (5)  (6).    Hieraus  folgt: 

Thirrh  die  hon/i^ration  (15^,  20^  {oder  durch  die  FläcJie  F^) 

u  enkH  0  Ebenen 

(0  Xi  *  0, 

die  Cremona- Ebenen  y^),  hesUmnU,  29amUch  jede  Cremona- Ebene  y 
mäiäU  ein  veUsUM^i^  FUnfseU  ans  6  Steinergeraden  undZO  Steiner- 
punkten,  Dmh  die  EünfiguraUm  (15^,  (oder  dnn^  die  Flädte 
F")  wird  ein  Sa^flaeh  beäimmf,  wächee  die  6  Cremona-Ebenen  y 
m  Flädien,  die  15  Steinergeraden  s  tu  Kumten  tmd  die  UO  Steiner- 
punkte  S  m$  Eckpunkten  hat  Die  Oegenedipunkie  dieses  Seckefiadtes 
sind  konjugierte  Steinerpunkte,  aleo  reeipnke  Bote  beeu^itA  der  Fladie 
F*.  Das  Sedisfkuk  ist  ein  Polsedisflath  der  Müdbe»  FUkM) 

Durch  die  Kante  des  PolseelisflacliB  gehen  die  Ebenen 

(0;  i/Of  welche  die  üleichimgeu  Laben 

HieFMie  folgt: 

Dureft  jede  der  15  Ernten  (t)  (A)  des  Pctsedisfiadies  gdU 
Konfi^traOonaebene  {ik)  und  mne  der  15  Ebenen  ik;  diese  trennen  die 
beiden  durch  die  Ktmte  gehenden  Ebenen  (i)  und  {k)  des  SeäafUukes 
harmomeA, 

Wenn  man  mittelst  der  15  Dreiseitebenen  ik  die  Steinerpunkte, 
Steinergeraden  und  Cremonaebenen  konstruiert  hat,  erhält  man 
hieraus  sofort  die  15  Koufigurationsebeuen  (ik). 

Aus  unseren  Untersuchungen  ergiebt  sich  für  die  allgemeine 
kubische  Fläche  mit  27  reellen  Geraden: 

Scheid' t  man  die  12  Gmidni  einer  JJoppvUcchs  aus,  dann  kann 
man  auft  den  15  idtrigeu  Gernden  //  das  eben  heschrielmne  Sydem  aus 
15  dreifach  hmihrnidrn  Ebenen  A,  00  Pascal f/rraden  20  Steim  r- 
punktfH  S.  15  Steinergeraden  s  und  6  Crcmounchcnrn  y  und  eine 
Kon/itfuration  (1.%,  20^  ableiten.  Diese  Ableitung  von  36  Folsechsflachen 
der  kubischeti  Fläcfie  aus  ihren  27  Geraden  rührt  von  Cremona^)  her. 
Man  erhält  aber  eugkidt  aus  den  Ji7  Geraden  36  Kct^guraHonen  (Id«,  M^)* 

1)  Diese  Bezeichnung  nihrt  von  He  je  her;  vgl.  seine  Oeometrie  der  Lage, 
HL  Abi  8.  187. 

S)  Reye:  Oeometrie  der  Lage  ITI.  Abt  S.  116. 
3)  Cremona,  a.  a.  0. 
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14, 

Bestimmmig  einer  Flftohe  ^  dritter  Klasse  aus  der  Konfiguration 

(15e,  20,). 

Ba  die  Konfigmation  (15,^  20|)  sich  selbst  polar  ist^  so  muh  steh 
ans  ihr  auch  eine  Flache  ^  dritter  Klasse  ergeben.  Um  dieselbe 
kennen  za  lernen,  branchen  wir  nur  an  den  Sätsen  des  leiaten  Vmt 
graphen  die  reziproken  auBsasteUen. 

Die  drei  paar  Gegenpnnkte  eines  YierseitB  (ik)  der  Koniigaraiimi 
werden  durch  drei  Diagonalen  verbunden,  welche  sich  in  drei  PnnkteD 
^  schneidon.  Mit  der  Koutiguratiou  sind  dt-miutcli  45  Punkte  A  Ter- 
bunden.  Die  Punkte  ^  liegen  zu  dreien  auf  10  (leraden  g'.  Die  auf 
diese  Weise  durch  die  Konfiguration  bestimmten  Genideii  (/'  gehen  zu 
dreien  durch  15  Punkte  D  und  bilden  also  15  Dreikaute  /).  Aof 
jeder  der  15  Oprad»  u  </'  liegen  drei  Punkte  7).  Jede  (»ornde  </'  kommt 
also  in  drei  Dreikanten  7)  vor  und  wird  von  Ü  andern  (reraden  //  sje- 
Bchnitten,  während  sie  zu  den  8  übrigen  im  allgemeinen  windschief 
ist.  Ein  beliebiges  der  15  Dreikante  D  hat  mit  sechs  andern  je  eine, 
mit  den  8  übrigen,  aber  keine  Kante  gemein.  Die  45  Ebenen  da 
15  Dreikante  D  gehen  zu  sechs  durch  die  15  Geraden  g'.  Ks 
15  Geraden  g'  liegen  auf  einer  allgemeinen  fliehe  0*  dritter  Klim»; 
welche  dnich  die  Konfiguration  eindeatig  bestimmt  ist  Jeder  d« 
15  Ponkte  D  ist  ein  dreifacher  Pnnkt  der  Flache  die  Ebena  dif 
Dreikants  D  berOhren  in  seinem  Scheitelpunkt  D  die  Flache  Um 
kann  ans  der  FlSche  ^  die  Eonfigoration  wieder  ableiten.  Konstniart 
man  nämlich  anf  jeder  Kante  g'  eines  Dreikants  D  den  Pnnkt,  der  d« 
SckeiteLpnnkt  D  TOn  den  beiden  andern  anf  g*  liegenden  dreüsehoi 
Pmakten  D  der  FUMshe  harmonisch  trennt,  dann  erhalt  maa  die 
8  Punkte  .4  einer  Konfigurationsebene,  und  die  drei  Punkte  A  bestimiDai 
die  Kuiiliguxationsebene. 

Baiiekniig  der  KonJIgiiiatloii  (15^,  20|)  in  einem  System  toa  10  Ii^ 
MlmitteB,  15  Flieken  xwelter  Ordming  und  einer  FUelie  vierter  Oidiuv 

mit  15  Doppelpunkten. 

Drei  Konfignrationsebenen  {iJc)^  {Im),  (np),  welche  so  mien 
keine  Konfigorationsgerade  gemein  haben,  bestimmen  einen  Puikt 
Q  oder 

{ik)  {Im)  {np)        Xt  —  Xk  =  Xi  —  x„^=^  x»  —  Xp=^0. 
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In  dflr  Konfigiiittiioiisebeiie  (1  2)  liegen  die  drei  Punkte  (1 2)(34)(56), 
(1  2)  (3  5)  (4  6),  (1  2)  (3  6)  (4  5),  tmd  ebenio  viele  Punkte  Q  befinden 
nck  in  jeder  andern  EonfigumtionBebette.  Die  Ebene  (1  2)  der  Kon- 
figontion  aehneidet  die  Nebenkanten  (3  4)  (5  G),  (3  5)  (4  6),  (3  6) (4  5) 
des  gegenüberliegenden  KonfignrationspmikteB  (3  4  5  6)  in  den  Pünkten 
(1  2)  (3  4)  (5  6),  (l  2)  (3  5)  (4  6),  (1  2)  (3  6)  (4  5).  Allgemein  er- 
giebt  sich: 

Vmi  dem  Vierkante  einen  Konfiguratimispujiktrs  gehen  die  drei 
Nehenkanten  durcJt  die  drei  Punkte  der  geget^üh^liegenden  Kotifigura- 
iiiinsebene. 

Die  (5  Punkte  (^1  4)  (2  5)  (3  6),  (1  4)  (2  6)  (3  ö),  (1  5)  (2  4  )  (3  6), 
(1  5)  (2  G)  (3  4),  (1  6)  (2  5)  (3  4),  (1  6)  (2  4)  (3  5)  genügen  sämüich 
der  Gleichung 

6 

Wegen  der  identiacben  Relation        «  0  folgt  bieraua 

«i  +  ai  +  ai  =  0 

and  die  genannten  6  Ptmkte  Q  liegen  in  einer  Ebene 
[123]  =  [456]    a,^a;^~^x^^x^-\-Xi,  +  x^  =  0. 

Durd^  die  Kanfig«raium  (15,,        mrdm  iibeHimipi  10  Ebenen 
p*q  ^[mnp]      Xt-\'Xt  +  xt  =  x^'h»m  +  x,^0 

bestimmt,  die  je  0  Punkte  Q  nithaltm. 

Durch  den  Punkt  (1  2)  (3  4)  (5  6)  gehen  die  4  Ebenen 

[13ö]  =  [246L  [136]  =  [245],  [23ö]^[l46j,  [236]  =  [14ö]. 

Die  10  Ebenen  [ikl\  gehen  demnad^  en  vier  cftirdk  dk  15  IVmAfe  Q, 
Die  10  Ebenen  [ikl]  schneiden  aicb  in  46  Geraden      Tim  denen 
eine  beliebige  dnreh 

[ikUlikm]  Xi -\- Xk Xi  =  Xi -\-  Xt  +     ^  0 

daigeatellt  wird.   Dorcb  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen  folgt 

«I  —  is«  —  0, 

d.  h.  die  Konfigurationsebenp  (fm)  geht  durch  die  Gerade  [1/:?]  [il-ml. 
Mithin  werden  die  Gegeakauten  [3  5  1]  [3  ö  2J,  |3  fi  1 1  |:5  6  2]:  f  1  f)  3] 
n  n  4],  [1  6  3]  [16  4];  [1  3  5]fl  3  H].  1 1  4  5)  [l  4  i;]  des  Vierseits  der 
4  durch  den  Punkt  (1  2)  (3  4)  (5  G)  gehenden  Kl»unen  \ikT]  paarweise 
durch  die  resp  Kbeneu  fl  2),  (3  4),  (5  6)  verbunden.  Wir  können 
alao  eleu  Satz  aussprechen: 

Jeder  der  15  Punkte  Q  ist  Scfteitelptmk't  eines  vollständigen  Viersei ts 
ams  4  Ebenen  likl]  wiä  6  Geraden  r.  Die  Diagonaldienen  des  Vierseite 
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Rudolf  Fuhck: 


tmä  die  drei  dunk  dieam  Funkt  Q  gdienden  KonfigwraiUonsAmm,  Bit 
Kotifigwraiiim  (15«,  .3^,)  hmm  somU  an»  dm  10  Ebenen  [ikl\  ahgdM 
¥>erdm* 

In  der  Ebene  (1  2)  der  Konfiguration  ist  das  Dreieck  der  Ponkte 

(1  2)  (3  4)  (f)  6),  (1  2)  (3  5)  (4  6),  (1  2)  (3  (i)  (4  5)  enthalten.  Diesen 
Punkten  ^  liegen  in  dem  Dreteek  die  resp.  Geraden  [3  4  1]  [3  4  2], 

(3  5  1]  (3  5  2],  |3  6  1]  [3  6  2]  gegenüber;  denn  z.  B.  die  Punkte  (I  2) 
(3  5)  (4  ())  und  {V  2)  (3  (>)  (4  5)  liegen  sowohl  in  der  Ebene  [3  4  1]  als 
auch  iu  der  Ebene  [3  4  2j  und  also  in  der  Schuittgeraden  [3  4  IJi'^-^^j 
dieser  beiden  Ebenen. 

Die  46  tkJmiUiinien  r  der  lu  Ebctwn  \ikl\  bilden  demnach  in  den 
15  Konßgurationsehetten  15  Dreiseite,  deren  Eckpunkte  die  15  Punkte  Q 
sUtd.  Dieser  Satz  giebt  eine  eweite  Konstmtktion  der  Konfigmatiom 
(15^,  20^  aus  den  10  Ebenen  \ikl\  an. 

Keine  zwei  der  15  Dreiseite  haben  eine  Seite  gemetn;  aber  jeder 
£dcpunkt  Q  gehört  drrl  von  ihtten  an. 

Eine  der  105  Verbindungsgeraden  der  15  Funkte  Q  ist  mir  dam 
eine  Gerade  r,  teenn  sie  ewei  m  dersdben  KmtfigwraUoneAene  Hegende 
Pwikte  Q  fferbmdeL 

Mit  Hilfe  des  Satzes  S.  18  folgt: 

In  ihrem  Dreist  if  tnrd  eine  Konfiguratiimsdicm  von  detn  Dnikaa! 
ycsiiiHtticii  .,  welches  aus  dr»  NilM^ikanfe)}  und  den  Ebenen  a  des 
überLiegenden  Konfiguratiompunktes  bcstäU. 

Dnieh  Addition  der  Gleioiiiuigen 

+  ./-j  +  iPj,  =  0,   2-j  -f  a-,  +  •»•4  =  0 

der  Geraden  [1  2  3]  [1  2  4]  erhält  man  wegen  ^x.  ^  0  die  Oleiehosg 

t 

a?!  +       %  4-  «i 

und  durch  Subtraktion 

«^  —  «4  =  0. 

Die  Ebenen  [1  2  3]  und  [1  2  4]  werden  also  harmonisch  getrennt  dadi 
die  Eonfigurationsebene  (3  4)  und  die  Ebene  «,  deren  Gleiehmig 

H-  a:,  =     -1-  ^6  ist. 

Tn  jeder  der  45  Genulen  r  urkmidm  srirh  also  rine  Konfigurations- 
fhnir  und  eine  Ebene  a,  und  diese  trennen  die  Uuicn  durch  r  gdtenden 
Ebenen  likl\  harnwnisdi. 

Dio  Punkte  Q  führen  zu  interessanten  Gebilden.  Man  ersieht  sofort: 
Die  6  Punkte  (14)  (25)  (36),  (14)  (26)  (35),  (lö)(24)(36),  (lö)(26)(34> 
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(IG)  (25)  (34),  (16)  (24)  (85)  ut  der  Ebene  [128]  liegen  anf  einer  Kurve 
nreiter  Obrdnung^  welcÄie  duicb  die  Gleiehuiigeii 

^  ^rj  -|-     +     =     -f  a:J  +  a| , 

a^  +  a;, +  a^»=«4  +  ^«^6  +  ^"=ö 

dargestellt  wird.   Überhaupt  ergiebt  sich: 

Durch  die  Koujufuration  (15^,  20,)  werden  in  den  10  Ebenm  [iklj 

10  Eegeisdmiäe 

a:?  +  4  +  4  =  ai  +  x*-fa|, 
Xt  +a;*  +  iC|=«^-i-«i»  +  a»  — 0 

hesHmmt,  auf  denen  je  6  Punkte  Q  liefen.  Dwrck  jeden  Punkt  Q  gehen 
4  der  Kegelschnitte.  Je  zwei  der  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  2  Purücten 

Q,  und  ::war  ist  die  SchniüscJnie  dne  Gerade  r. 

Bedeutet  iJ:Jm  eine  Permutation  der  Ziffern  3,  4,  5,  6,  daon  ist 

1 1  Pi  (2 A)  (/)//)  ein  l)elit'l)i^er  (ierjenii^fen  12  ]*unl?te  Q,  die  nicht  in  der 
Koufigurationsebene  (12)  enthalten  sind.  Diese  12  Punkte  sind  die 
Punkte  Q  anf  den  Kegelschnitten  CJ^,  CJm?  Q»6>  ^«e-  behaupten: 
Diese  4  Kegelschnitte  und  mit  ihnen  alflO  aucb  die  12  Punkte  Q  liegen 
auf  der  Fläclie  zweiter  Ordnung 

4(a^  +  «^a^  H- «})  « 

Man  kann  nlmlich  diese  Gleielinng  auch  aohreiben 

4  +  4  +  4  +  ^(a;^  +     +  s^ijh  +  =  «1  +    +  «Ji 

und  diese  wird  durch  die  Oleichnngsn  des  Kegelschnittes  befidedigt 
Da  die  Gleichung  der  Fläche  fDr  x,,  x^^  x^,  x^  Bjmmetrisdi  isi^  ao 
liegen  ebenso  die  Kegelschnitte  CJ^^,  C^g,  6*^^  anf  F^.  Wir  können 
also  den  Sata  aussprechen: 

Durcli  die  Konfiguration  (li>j,  20^  werden  15  J^lMclwn  eweiier 
Ordnung 

BJt  4(0)?  +  XiXt  +  4)  » 

hesUnmUf  auf  dmen  je  12  Punkie  Q  und  je  i  Kegelschnitte  Cfn  lieigen. 
2>wrA  jeden  Punkt  Q  gelten  12  FWiAm  Ffki 

t.  B.  durch  den  Punkt  (12)  (84)  (56)  gehen  alle  fliehen  Ffk  aulser 

Tri     TPi  TTt 

Durch  jeden  Keffehchnitt  6?*!  gehen  G  Flächen  FJi: 
z.  B.    in  dem  Kegelschnitt  CJ^  ^        achneiden  sich  die  Fläclien 

irl       Ä'J       p*  .    TT*       Wi  JJ*» 
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Zwei  hdiebige  KegdadmitiB  C?»  werden  durdi  stm  Flädien  Fit  mt- 
hunden; 

X.  B.  die  Eegelflclmiite  Cfi,  ^  CJ^^  und  Cl^  =  Cl^  liegea  sowohl 
auf  der  Fliehe       ab  auch  auf  der  fliehe  J^. 

Euie  FUk^  IJk  sekiieidel  die  6  tMt  auf  ihr  liegenden  Kegd- 
sdumäe  in  je  ^  Fmkim  Q.  . 

Be  ist  dbnlich  C^^^  ^  ein  Eegelschiiitt,  der  nicht  auf  der 
Fläche  liegt.  Zu  den  6  Pankten  Q  auf  diesem  Kegelschnitte  fi^e- 
hören  auch  die  4  folgeuden:  (13)  (25)  (46),  (13)  (26)  (45),  (14)  (25)  (3ti), 
(14)  (26j  (35),  welche  IWkte  aber  auf  der  Fläche  liegen. 

F!in  PunM  Q  tvird  mit  dm  6  nicht  durch  ihn  geJwtuim  Kegd- 
sdmüten  durch  je  nier  Flächen  i*?*  verbumini. 

Nämüch  der  Kegelschnitt  CJjj  =  geht  nicht  durch  den  FNuikt 
(12)(34)  (5r)).  Zn  den  6  Flächen  i*?*,  die  durch  diesen  hegelschnitt 
gehen,  geiiören  aucli  F-^,  F'i^,  F'l^,  l^J,,  welche  Flüdien  aber  durch 
den  Punkt  (12  )  (34)  (56)  gehen. 

Es  zeigt  sich  ein  gewisser  Dualiamue  sCwischen  den  15  Punkten  V 
nnd  den  15  Flachen  Fit;  nämlich: 

Dnxeh  jeden  Ptankt  Q  gehen  12  Auf  jeder  Fläche  Fit  üegen 

Flachen  Fit-  Ponkte  Q, 

Auf  jedem   Eegelechniti  Cfti  Durch  jeden  EegelBchnitt  dtt 

liegen  e  Punkte  Q.  gdien  6  Fliehen  Fft. 

Durch  jeden  Punkt  Q  gehen  4  Auf  jeder  Fläche  FJk  liegen  4 

der  10  Kegelschnitte  Cfki-  der  10  Kegelschnitte  C?*». 

Zwei  beliebige  Kegelschnitte  C?*/  Zwei     beliebige  KegelscIuiitU' 

schneiden  sich  in  2  Punkten  Q.  werden  durch  2  Flächen  FU  ver- 
bunden. 

Ein  ]^Hlkt  Q  wn  l   mit  den  6  Eine  Fläche  FU  schneidet  die 
nicht  durch  ihn  gehenden  Kegel-  6  nicht  auf  ihr  liegenden  Kegel- 
schnitten CvH  durch  je  Tier  Flächen  schnitte  in  je  vier  Pankten  Q. 
Fit  verbunden. 

Aus  dem  leisten  Safcse  rechts  läfst  sich  die  ftr  später  wichtige 
Folgerung  ableiten: 

ZidU  man  an  die  4  durch  einen  Punkt  Q  gehenden  Ke^dsdunHf 
Cfn  in  diesem  Punkte  die  Tangenten ,  dann  liegen  von  denselben  kiHt 
drei  in  einer  Ebene. 

Lügen  nämlich  die  Tnngenten  dr-r  durch  den  Punkt  (12)  (34'*(n^^ 
gehenden  Kegelschnitte  Cj^^,  C-^^  in  einer  El)ene,  dann  würden 

sich  die  Fläche  FJ,  und  die  Kurve  =  Cf^g  im  Punkte  (12)  (34)  (56) 
beräbren,  was  onmögiich  ist^  da  sie  sich  in  4  Punkten  schneiden. 
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Zum  Absebhib  muerar  TJntorradumg  tLbor  die  15  Punkte  Q  wollen 

wir  nocb  folgenden  Satz  beweisen: 

Durdt  die  Kmfti^uration  (15«,  20,)  wird  eim  FläcJie  vierter  Ord- 

(ß        \  2  6 

hesHmmty  tvelche  die  15  Punl  fr  Q  zu  Knotcfipunkfen  und  die  10  Ebenen 
[ikl]  zu  sin{fidären  Beriihrungsehmeii  fuif,  und  ztcar  berührt  die  Fläche 
jede  der  10  Ebenen  [ikl]  längs  des  darin  liegenden  Kegelr 
sckmUes  Qki' 

Zum  Beweise  bestiminen  wir  die  Sehnittkorre  der  Flache 
B.  mit  der  Ebene  [12a].  Ffir  die  Ebene  [123]  irt 

•''8  ~  ^1  ~l"  ; 

mitbin  auch 

+  aj -I- aj)*  =  Oi^  +    +  [all +  «,]«)««  4  (asf  +      -I- «J)« 

-  2(z*  +  a:}  +      +  a;,]*)  -  2{x\  +     +  :rj). 

Da  für  die  Ebene  [1 23]  auch  «4  +     +  o;«  »  0  ial^  so  ist  ebenio 

W  +  ^  +  :i)''  =  2(ai  +  a4  +  «J) 

und 

4^4  »  2(a^  4-  a;ä  -I-  a:!)^  -I-  2(a5  +  aj  + 
1 

Die  Qleichang  der  Fliehe  F^^  welche  man  aach  schreiben  kann 

+  ^  +  4>- 4- +  4  +  +     +  üg)  +  + 

1 

geht  demnach  nnter  der  Bedingnnft  dab 

+     +     =  0:4  +  0^  +  «^  —  0 

ist,  über  in 

0  =  (x;  +  a5  +  aj)«-2(aj}  +  4  +  4)(aj  +  aS  +  a4)  +  (a4  +  ai-i-aj)^ 
oder: 

[(a:;  +    +  4)  -  iFi  +  4  +  4)]'  -  0- 

Diese  Gleichung  lehrt,   dafe   die  Flache   F*   mit   der  Ebene 
[1 2  3]  deu  Kegelschnitt         doppelt  gemein  hat    Die  Qleichang 
der  Flache      ist  eine  symmetrische  Fonktion  von  x^f  x^f  x^f  x^f  x^f 
also  hat  die  Flache       mit  jeder  der  10  Ebenen  [iil]  den  darin 
liegenden  Kegelschnitt  doppelt  gemein.  Da  die  15  F'nnkte  Q  auf  den 

AwMt  ^  MathtBuKik  —d  Phyilk.  IILB«aM.  IL  ? 
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10  KegelBchnitteiL  Cfn  liegen,  so  geht  die  Flache  JF^  aach  durch  diese 
Ptmkte.  Durch  einen  Punkt  Q  gehen  vier  Kurven  du',  die  Tangenten 
dieser  Eiuren  im  Punkte  Q  sind  auch  Tangenten  der  Flache  in 
diesem  Punkte;  da  diese  4  Tangenten  aher  nicht  in  einer  Ehcne  liegen^ 
so  folgt,  dab  dw  Punkt  Q  Doppelpunkt  der  Fßche  F*  ist  Ans  des 
Sätzen  S.  18  u.  19  ergiebt  sich  für  die  Fläche  F*: 

Die  Kotijii/uratian  (15g,  20,)  kann  aus  der  Flädie  F*  abgdeiitt 
werden.  Nämlich  jeder  der  15  Knotmp^tnlie  i,<d  der  Sclu'itd  eines  Vier- 
seits  aus  4  drr  sin/jidären  Berührun<isi  hnH  n:  die  DicufmiaJplmmi  diei^r 
15  Vicrsiite  sind  dir  75  Konligurationscbenai.  Auch  bilden  dit  45 
Schnittlinien  der  10  :>iii<j(d(u-en  Berührungsebeneti  15  Dff  l>;f'ife,  dei-m  Ed- 
punkte  die  15  KnoU  npiodäc  »ind;  die  JEbmen  dieser  15  Dreiseite  sindäte 
15  Konfiguratiomebefmt. 

Anmerkung:  Die  Flache  F*  ist  die  bekannte  Brennfliche  einer 
Strahlenkongrnenz  s;veiter  Ordnung  dritter  Klasse.')  Von  dieser  ^ens- 
fläche  aber  ist  die  Knmmersche  Flache  vierter  Ordnung  Tierter  Klaeie 
mit  16  Doppelpunkten  und  16  singularen  BerflhmngjsebeDen  ein  lw> 
Bonderer  FalL  Ffir  die  Knmmersche  Fliehe  folgt  daraus: 

ScJmdet  man  ans  den  16  Knotenpunkten  und  den  16  smgulärw 
BtiriiJirungsehenen  der  Kinn  ni ersehen  Flüclic  einen  Knofenpmdt  neb^ 
den  6  durch  Um  fjrhmdni  sinffuJären  Berithntn/fscbcnftt  aas,  dann  ist 
P'(/ry  (br  15  übrigen  KnotenpHnkfr  drr  Sihcitcl  rin^-s  Virrsrits  am  4  dtr 
10  übrigen  singtdären  Bcrii/inin/fsrUnm.  Dir  f)/<i>/(,Hairbrtntt  dfsn-  15 
Vierseife  .9ind  die  15  Ebmen  einer  KonfUjurainm  -'V'- 
bilden  die.  45  Schnitflifiirn  der  10  singxdären  Denihrungsebrnen  h'>  Ibn- 
Jcante,  deren  Eckpunkte  die  15  Knoteyipmikte  sind.  Die  Ebenen  ditstr 
Dreiseite  sind  die  15  Kmfigurationsebenen.  Auf  diese  Weise  k''<nn^ 
aus  der  Kummersdien  Fläche  16  Konfigurationen  (15«,  20,)  abgdeiiä 
werden.*) 

Der  reziproke  Sats  lautet: 

SiMdei  man  aus  den  16  Knoienpuinkten  und  den  16  singidan» 

Berührungsebenen  der  Kummersehen  Flädie  eine  singfdäre  Berähfuf^ 

ebene  nebst  den  (>  darin  liegenden  Knotenpunkten  ans,  dann  liegt  in  jeder 
der  15  übrigen  singidären  Beriihmngsebencn  ein  Viereck  aus  i  der  10 
übrigen  Knotenpunkte.  Die  Ntbeneekpnnkte  dieser  15  Vierecke  sind  die 
15  Punkte  einer  Konßgnrafion  (15g,  20g).  Aueb  bilden  die  Ver- 
hindunysimim  der  10  Knotenpunkte  15  Dreikanie,  deren  Ebenen  du;  Ii 

1)  Vgl.  Kummdr:  Über  die  algebraischen  Strahlenajsietue  La  den  Abb.  der 
Herl.  Ak.  math.  ElasM,  1866,  S.  71.   Reye:  CreUet  Joorasl  86,  97. 
a)  Vgl.  Caporali:  Memorie  di  Geometria.  Napoli  1888,  8.  86. 


Digitized  by  Google 


Konügnration  (15^,        ihre  anaL  Dant  u.  ihre  Bez.  zu  gew.  algebr.  Flächen.  99 

Mtpitlärai  Baüknnif^ebmm  skuL  Die  SdteUd  dieser  Dreika$de  sM 
die  15  KmfyuratitmapuMe.  Da  wir  auf  diese  Weise  eu  16  Konftgura- 
Honen  (1.'),.,  20^)  gelangm,  so  werden  durch  die  Kummer  sehe  Fläche 
32  Kofiftyu  rat  tonen  (li>a,  20^)  bestimmt, 

Besielnuig  der  Konflgontioii  (15«,  20^  sn  einem  Syitem  70B  10  Kegeln 
sweiter  Klasse,  15  Flftohen  sweiter  Klasse  und  ^er  Flftolie  vierter 

Klasse  mit  15  singnlären  Beriikrungsebenen. 

Da  die  Konfiguration  (15,,  20,)  in  einem  Polarajstera  sich  selbst 
zugeordnet  ist,  so  ^■e})t  ps  zu  dem  in  f  5  entwickelten  Systeme  von 
10  Kegelschnitten,  15  Flächen  zweiter  Ordnung  und  einer  Fläche 
lieiier  Ordnung  ein  reslprokefl  System,  dsa  wir  hier  knrz  erläutern 
woDen. 

Verbindet  man  je  drei  solche  Konfigorationspnnkte,  die  sn  zweien 
nf  keiner  Konfigurationsgeraden  liegen,  dnrch  eine  Ebene,  dann  erhält 
mm  15  Ebenen  s.  Die  15  Ebenen  e  gehen  zu  drei  durch  die  15 
Konfigiurationspvoicte  und  zn  sechs  durch  10  Punkte  M.  In  jeder 
Ebene  e  liegen  4  der  10  Punkte  M.  Jeder  der  10  Punkte  M  ist 
Hittetpunkt  eines  Kegels  zweiter  Klasse,  der  von  den  6  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Ebenen  «  umhüllt  wird.  Man  erhält  somit 
10  Kegel  JC^  aus  der  Kouligiiration  (15^,  2O3).  Jede  Ehciio  £  berührt 
4  der  10  Kegel  IP.  Beliebige  2  der  10  Kegel  habeu  2  Berührungs- 
ehpuen  f  gemein.  Die  12  Ebenen,  die  von  den  IT)  Ebenen  £  nach 
Ausscheiduuer  d^r  ilrei  durch  einen  Konligurutiouspuukt  «gehenden  ültri«»; 
bleiben,  umhiiileii  eiin'  1' lilche  0^  zweiter  Klasse.  Dureh  die  Konfigu- 
ration 2i)^)  werden  demnach  15  Flächen  fp-  bestimmt.  Jede 
Ebene  s  wird  von  12  der  15  Flächen  berührt,  und  jede  der  15 
Flächen  ^  berührt  12  der  15  Ebenen  i.  Jede  der  15  Flächen  0»* 
bat  4  der  10  Kegel  zu  Tangentenkegeln.  Jeder  der  10  Kegel  IP 
ist  Tangentenkegel  von  6  der  15  Flächen  0*  und  berührt  6  der  15 
Kbenon  f.  Durch  die  Konfiguration  (15^,  20,)  wird  eine  Fläche 
nerter  Klasse  bestimmt,  welche  die  15  Ebenen  s  zu  singolären  Be- 
ritbnmgsebenen  und  die  10  Pnnkte  M  zu  Knotenpunkten  hat  Die 
Tangenten  der  Flache  4^*,  welche  dnrch  M  gehen  und  deren  BerQhnmgs- 
pmikte  Ton  Jf  Terschieden  sind,  liegen  auf  dem  Eegd  S^,  der  M  zum 
Uittdpunkt  hat  Man  kaun  ans  der  Flache  ^  die  Konfiguration 
(15|,  20,)  wieder  ableiten.  Nlmlich  in  jeder  der  15  singulären  Be- 
rtLhmngsebenen  liegt  ein  Yiereck  ans  4  der  10  Knotenpunkte.  Die 
Nebeneckpunkte  dieser  15  Yiereeke  sind  die  15  Konfignrationspiinkte. 
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Audi  bilden  die  45  Yerbindungslimen  der  10  Snotenpimkte  15  Diei- 
kautei  deren  Ebenen  die  15  aingul&ren  Berlllimiigsebenen  sind.  Die 
Scbeitel  dieser  Dreikante  sind  die  15  Eontigurationspunkte. 

Anmerkung:  Die  Kammerflehe  Fliehe  vierter  Ekaae  vieiier 
Ordnung  mit  16  singuläran  Berflhnmg^benen  und  16  Enoteupunktn 
ist  ein  besonderer  Fall  dieser  Fläche  <I>*.  Der  schon  in  §  5  entwickelte 
Satz,  tlafs  man  aus  der  Kum  m  er  scheu  Hache  durch  jemalij^es  Aus 
schaiteQ  einer  singulären  Berükrungsebene  1(5  Konfiguratiuiieu  {10^,  20^ 
ableiten  kann^  hndet  also  hier  seine  Begriuidung. 

§7. 

Ein  dnNli  die  Kimlgniatloii  (lög,  20^)  bestimmtes  System  toi  seeki 

Clbbäüktickän  Diagonalliäckeii  dritter  OrdnuiLg. 

Wir  konstmieren  sn  den  dureh  die  Konfigurationsgerade  (ikl) 
gehenden  Ebenen 

(ik)  Xi  —  a:*  =  0, 

(kl)  «i—  Xt^{Xi  —  Xi)  —     —     =  0 

die  vierte  harmonische  Ebene  welche  der  Ebene  (kl)  zugeordnet  ist; 
diese  wird  durch  die  Gleichung 

i  '  kl  2xi    Xk  +  Xi 

d&rgestelli  Mit  der  Konfiguration  (15,,  20,)  sind  demnach  60  Ebaun 
X  Terbunden,  welche  su  drei  durch  die  20  KonfigurationsgcmUn 
gehen.  Beispielsweise  schneiden  sieh  die  Ebenen  1  •  23,  2  •  13,  3-13 
in  der  Geraden  [123]. 

Wir  wollen  sunachst  die  30  Ebenen  il  untersuehen,  weldie  n 
drei  durch  die  10  Kanten  (ikl)  des  yoIlsiSadigen  Fünfecks  (vgl  §  1] 
gehen}  es  sind  das  diejenigen  Ebenen  deren  Symbole  die  Ziffer  6 
nicht  enthalt«!.  Wir  können  die  30  jl  in  5  Gruppen  Ton  je  6  2  eis- 
teilen,  indem  wir  zu  einer  Gruppe  alle  Ebenen  A  rechnen,  deren  Sym- 
bole mit  derselben  Ziüer  aiiianifen;  z.  B.  die  G  Ebenen  1  -23,  1-45; 
1  .  2-4,  1  •  30;  1  •  25,  1  •  34  ijiidni  die  erste  Gruppe.  Ordnen  wir  je 
zwei  Ebenen  derselben  Gruppe  einander  zu,  deren  Symbole  zusammen 
alle  fünf  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5  enthalten,  dann  enthalt  jede  Gruppe  dm 
Ebenenpaare,  wie  mau  es  an  der  erbten  Gruppe  siebt.  Ludern  wir  Ji«' 
Ebeneu  jedes  der  15  Paare  zum  Schnitt  bringen,  erhalten  wir  15  Ge- 
raden ä,  von  denen  eine  beliebige  durch  die  Gleichungen 

i-kl-mn  2  Xt  ^    -\- Xt  ^  Xm -\- Xn 
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daigeetellt  wird.  Durch  jede  Gruppe  werden  drei  dieser  Geraden  be- 
stimmt; z.  B.  die  Geraden  der  ereton  Gruppe  sind  1  •  23  •  45,  1  *  24  •  35| 

1  •  25  •  34   Mit  Hilfe  der  identiflohen  Relation         »  0  findet  num, 

X 

(lab  jede  der  letztereu  Geraden  die  Gleichung 

befriedigt;  also  ergiebt  sich: 

Die  drei  Geraden  d  der  i'""  Gruppe  liegen  in  einer  Ebene 

r 

"Das  Fünfflach  tfg  der  Ehen  OTi  <^.)(5»  ^iR?  ^'.ß  wird  durch  die 
Konüguration  eindeutig  bcHtiniiiit;  rieun  jede  der  f)  Ebenen  verbindet 
je  drei  Geraden  d.  Die  Ebenen  0„,  6^^-,  tf^g,  e"-,^,  schneiden  aus  der 
Ebene  ein  Vieneit  ans.  Für  den  Eckpunkt  tfis^M^ae  desselben 
gelten  die  Gleichung^ 

und  also  auch 

2  Xi  =     -\-  x^. 
Wegen  der  identischen  Belation 

t 

folgt  aas  doi  ersten  drei  Gleichungen 
tmd  also  auch 

Der  Eckpunkt  «yigtfjg^^äe   des  Vierseits  in         liegt  mithin  auf  der 

Geraden  1  •  23  •  45.  Aus  dem  Punkte  ig  «y..,- erhält  man  seineu 
Gegenpiinkt  016*^4« <^:,r,  '"i  Vierseit  der  Ebene  ö^g.  indem  mau  2  mit  4 
und  3  mit  5  vertauscht.  Der  Gegenpunkt  liegt  also  gleichfalls  auf  der 
Geraden  1  •  23  •  45.  Diese  ist  demnach  eine  Diagonale  des  Vierseits 
in  tf,g.    Wir  können  somit  den  ISatz  aussprechen: 

Die  15  Geraden  d  sind  die  Diagonalen  der  5  Vierseitey  welche  man 
erhäUy  wenn  man  jede  Ebern  des  Fünfflachs  mU  den  4  übrigen  mim 
SdmiU  bnngt 

Die  Eckpunkte  (S^^tf.^^(S^,  <fu^4ß*fM,  «^8«<'«<^5«  des  Fflnfflachs  6^, 
welehe  auf  der  Sjmte  tf^tf^  desselben  liegen,  werden  aus  dem  Eck- 
punkte        (^3«,  dem  Gegenpunkte  der  limie  «r^gOr^,  durch  die  Ge- 
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raden  1  •  23  •  46,  2  •  13-45,  3-12-45  projiziert  Diese  drei  Geradea i 
liegen  also  in  einer  Ebene.   Die  Gleiclinng  der  Ebene  ist 

C^4  +  i«6)  +  (%  +  i^)  =  o, 

denn  bowoU  der  Eckpunkt  (^le^ss^se  ^  ^  Kante  6^^6^  be- 
friedigen diese  Gleicbnng.   Allgemem  ergiebi  sieb: 

Durch  jnlcn  der  10  Fjd<imuiUc  des  Filnf flachs  0^  gehen  drei  Dia 
gomilett  d,  und  jswar  wtrdeti  diese  ans  dm  drei  den  Eckjmnl  t  hestimmende» 
Ebenen  des  Fünfflachs  6^  durch  die  V&rhmdufigsebene  des  Eckptaikies  mit 
seiner  Qegenkomk  ausgeschnitten, 

Doicb  die  (Serade  1  -  23  •  45  gehen  die  Ebene  und  die  Imdn 
Ebenen,  welche  die  Eckpunkte  tfie^se'^M?  <^i6^«^m  ihniik  Gegn- 
kanten  (fi^tf^^,  ^»^a  verbinden.  Die  Gerade  1-23-45  befriedigt  alio 
die  Gleichungen 

imd  deumacii  uucii  die  Gleichung 

1 

Del  die  letzte  Uleichinig  inbezug  aul'  jc^,  x^j  x^,  .i.  symmetriRli 
ist,  HO  wird  sie  von  allen  15  Geraden  d  eri'üUt  Unsere  UntersuchoDg 
führt  mithin  zu  dem  Resultat: 

Die  15  Diagonalen  d  Uegen  a/ntf  einer  Flä^  dritter  Ordmmß 

Die  Flache  hat  das  Fünfflach  6^  zum  SylTesterschen  PeDtisder 
und  die  charakteristische  Eigensdiaft,  dafs  die  Summe  der  fünf  linesrai 
Funktionen  Xi  -f  l  idmtisoh  Null  ist  Die  15  (Geraden  d  sind  die 
Diagonalen  der  Vierseite,  welche  man  erhält,  wenn  man  jede  Ebeoe 

des  BylTesterschen  Pentaeders  zum  Schnitt  bringt  mit  den  4  ftbrigen 

Ebenen.  1\  hat  die  5  Pentaederebenen  zu  dreifach  berähnaidM 
Ebenen,  In  jeder  der  10  Pentaederecken  schneiden  sich  drei  in  einer 
Ebene  liegende  Geraden  d  der  Fläche.  Clebsch  nennt  eine  solclw 
Fläche  dritter  Ordnung  eine  Diagonalfläche.*) 

Da  die  Ziöer  6  mit  jeder  der  Ziifem  1,  2,  H,  4,  5  vprfan?<'lit 
werden  kann,  so  werden  durch  die  Xonfiguration  (15^,  )^  ^ 


1)  Vgl.  Math.  Aimalen  4,  382. 
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Clebschschen  Diagonalflächeu  D^,  D^,  D^,  D^,  D^,  bestimmt.  Die 
Unken  Seiten  der  Qleichmigen 

1  • 

der  Flächen      und  D5  werden  einander  gleich,  wenn  ist.  Die 

Sehnittknrren  der  FlSclien       und       mit  der  Ebene  (5  0)  sind  also 

identisch.    Allgemein  ergebt  sich: 

Die  Fl'irjim  I),  und  Dt  liabeti  mit  der  Konnyaratioiiiieb&ie  (ik) 
dkudbc  Kurve  dritter  Ordnung  (jei)iein. 

Hieraus  folgt,  dafs  man  Ton  dem  System  der  6  Diagonalfliehen 
wieder  sor  Konfiguration  gelangen  kann.  Thatsächlich  ist  aber  znr 
Bestimmnng  der  Konfiguration  nicht  das  ganze  Sjstem  der  6  flachem 
nötig;  yiehnehr  eigiebt  sich: 

Die  KonfiguraHan  (15^,  20^  haam  em  hdi^igen  mpd  der  6  Clehsch-' 
sAm  BiagoiwUflädien  D^,  D^,  D^,  D^t       A  c^^^S^ftitd  werden. 

KSmlich  die  yerbindnngsebeme  des  Eckpunktes  ffi^ü^ßö^  des  Fdnf- 
flachs  6^  mit  seiner  Gegenkante  0^6^  hat,  wie  wir  wissen ,  die 

Gleichuui; 

Von  dieser  Ebene  ist  dorch  die  Ebenen 

harmonisch  getrennt  die  Ebene^  weiche  durch  die  Gleichung 

(a^4+  i-^6)-(^5  +  i.r,)-0 

daigestellt  wird,  d.  h.  die  Konfigurationsebene  (4  5).  Wir  könnm  dem- 
gemäß den  Satz  aussprechen: 

Aus  der  Diagonalfiädie  Bf  kam  man  das  voUständige  Fünfedc 
herkiten,   Dk  Ebene,  wMe  von  einem  Sdqpwnkt  des  Sylvestersdien 
Pentaeders  6t  dar  FlMe  Di  durch  die  die  G^genkante  des  Ed^panktes  he- 
sümmenden  Penktedertimen  harmonisdi  getrennt  ist,  ist  nämUdi  eine 
Ebene  von  Po 

Mittelst  dieses  Satzes  ist  es  nun  leicht  zu  zeigen,  dafs  z.  B.  durch 

die  Flächen  7)^  und  7)^  die  K(juliguration  bestimmt  ist.  Aus  und 
D,,  erhalt  luiui  die  vollstiindigen  Fünfecke  Pg  und  Pr,  und  also  alle 
Kotttigurationsebenen  aufiser  (5  6).  Da  aber  die  Ebenen  (1  5),  (1  G);  (2  5), 
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(2  6);  (3  5),  (36);  (45),  (4  6)  sieh  in  den  reep.  Geraden  (156),  (256), 
(3  5  6),  (4  5  6)  der  Konfigiirationsebene  (5  6)  schneiden,  so  ist  auch  diese 
durch  Dg  und  Z)^  bestimmt. 

Anf  das  zu  dem  System  der  6  Clebschscbpn  Diagonalliächen 
reziproke  System  aus  6  Flächen  dritter  Klasse  wollen  wir  nicht  naher 
eingehen. 

« 

§  8. 

Beiioliiing  der  XonflgoiatiOB  (15«»  20,)  wbl  9inm  System  voii  15  ebem 
Xjarrm  dritter  Ordmmg  und  6  Flftelieii  dritter  Ordnung. 

Von  den  durch  die  Eonfigurationsgerade  (12  3)  gehenden  Kon- 
figoratiousebenen  (23),  (31),  (12)  ist  jede  durch  die  beiden  übrigen 
TOD  einer  der  Ebenen  1  •  23,  2  •  31,  S  •  12  harmonisch  getrennt  (vgLf  7). 
Die  letzteren  Ebenen  eelineidea  die  gegenüberliegende  Konfignntieiis- 
geiade  (456)  in  drei  Bogenannten  Kirkmanpunkten  K»  Führen 
wir  diese  Konetroktion  fttr  jede  der  20  Konfigorationflgieiehungnn  ani^ 
dann  erhalten  wir  60  Kirkmanpnnkte  K,  welche  m  dreien  auf  den 
20  EonfignrationsgeiBden  Hegen.  FOr  den  Schnittpunkt  der  dordi  die 
Gerade  (ikl)  der  Eonfigoration  gehenden  Ebene  i'kl  mit  der  gegen- 
überliegenden Eonfigniationflgeraden  {mnp)  bestehen  die  Gleichnngoi 

woraus  sich  mit  Hilfe  der  identischen  Relation 

Xi  +  Xk  +  Xt-{-  x^-\-    +  Xp^O 

ergiebt 

Xi  +  Xm  =  X{  -\r  Xn  =  Xi Xp  =  0 . 

Em  hdiebiger  der  €0  Kirhmanpunhte  K  wird  demnodsk  dm^ 

i  {^mnp)  Xi-\~  Xm  =  Xi-]-  Xn  =  Xi-^  Xp  =  0 

oder 

~  Xi  ^  Xm  ^  Xu  ^  Xp 

dargestellt 

Dwrch  jeden  der  60  Kirhmanpunhte  gehen  drei  der  15  Ekenm 

ik  Xi-\-  Xit  =  0. 

Man  kann  dalier  auch  mittelst  der  15  Ebenen  ih,  welche  dreifrclt 
berührende  Ebenen  der  kubischen  Fföche 

xi-^-  4  +  xl^  3\^Q 

sind,  die  Punkte  K  aus  der  Konfiguration  ableiten. 
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Die  €0  Kirkmanpunkte  i{kim)  Ueffm  m  drei  dneneiis  auf  den 
20  Konfyiiraiion^eraden  (klm^.midarersais  auf  den  60  Pasealgeraden 

Dmth  jeden  von  ihnen  qrhrn  drei  Pascal  geraden,  und  auf  jeder  Pascal- 
geraden  liegen  drei  Kirkmanpunkte, 

Beispielsweise  liegen  anf  der  Gofaden  1(23)  die  diei  Kirkman- 
punkte 1(234),  1(236),  1(236),  und  dnieh  den  Punkt  1(234) 
gehen  die  Geraden  1(23),  1(34),  1(42).  Bezeichnen  i,  k  irgend  zwei 
der  Ziffern  3,  4,  5,  6,  dann  enthfilt  die  Ebene  12  die  seclu  Schnitt- 
punkte  1(2»X;)  der  Pascalgeraden  1(2  3),  1  (2  4),  1  (2  5),  1  (2  6)  nnd  die 
Bech8Schnittpnnkte2  (1  ik)  der  Pasealgeraden  2(1 3),  2  ( 1 4),2  (1 5),2  (1 6). 

In  jeder  der  IS  Ebenen  liegen  demnadt  12  Kirkmanpunkte,  Biese 
md  die  Eckpunkte  eweier  vollstäiuligen  Vierseite,  die  von  je  vier  Faseal- 
geraden gebildet  tverdeti. 

In  der  Konfigii rationsebene  (1  2)  liegen  das  Vierseit  der  Kon- 
figurationßgeradeu  (12  3),  (12  4),  (125),  (12  6)  und  das  Vierseit  der 
Pascaleeraden  ^(12),  4(12),  5(12),  6(12).  Die  Geraden,  deren 
SymbdK'  iriit  denselben  Ziffern  geschrieben  werden,  schneiden  sich  in 
den  Steinerpiinkten  (1V2)(:-J),  (\){2){4l  (1V2V5\  (1)(2m<)),  welche 
aber  auf  der  Steinergeraden  (1)(2)  der  Konfigurationsebene  (12) 
liegen.  Die  übrigen  12  Durchdringnngspunkte  der  beiden  Yierseite 
sind  Kirkmanpunkte  K,   Mithin  ergiebt  sich: 

Die  IM  Kirkmanpunkte  emer  KonfiguraUonediene  Uegen  m  dreien 
meraeitß  auf  den  vier  KonfiguroHonsgeraden,  anderseiU  auf  den  vier 
Pasealgeraden  der  Kanfigurafiansebene,  Die  4  KanfiguraÜonsgeraden 
sekneiden  die  4  Pasealgeraden  in  den  12  Kirkmanpunkten  md  de» 
4  Steiner  punkten  der  KenfiguraUonsikene, 

Wir  können  die  12  Kirkiiiiiupuiikte  iind  die  4  Steinerpunkte 
einer  Konfigurationsebeue  als  die  Basispnnkte  eines  Büschels  von 
ebenen  Kurven  vierter  Ordnnn«?  auffassen,  dem  die  zerfallende  Kurve 
vierter  Ordnung  der  4  KoutiguratiMiisL!;oraden  und  die  zerfallen*]^  Kurve 
vierter  Ordnung  der  4  Pasealgeraden  angehören.  Bekanntlicli  ist 
eme  Kurve  eines  Büscliels  bestimmt,  wenn  wir  einen  Punkt  annehmen, 
Hurcli  den  sie  gehen  aoll.  Verlangen  wir  nun  von  einer  Kurve  unseres 
Büschels  rierter  Ordnung,  dafs  sie  durch  einen  auf  der  Bteinergeraden 
angenommenen  Punkt  gehen  soll,  dann  mnTs  sie  in  die  St  einer  gerade 
und  in  eine  durch  die  12  Kirkmanpunkte  gehende  Knrre  dritter 
Ordniuig  zeifsUen,   Demnach  ergiebt  sieh: 

Die  12  Kirkmanpunkte  einer  KmfiguraÜansebene  liegen  auf  einer 
Kurve  driUer  Ordnung. 
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.  Man  kann  dieses  Resultat  auch  au  dem  Satse  ableiten: 
Die  3a  Kirhmanpunkte,  wdcke  auf  dm  10  Kamtm  (ikl)  des 
volkUmäigm  Fiinfftadts  stt  der  KonfigurtOUm  {vgl  §  1)  eiUkaUm  md, 
liegen  auf  einer  Flädie  dritter  Ordmmg 

Fl  J;4  +  3a;,  J'4=  184. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung 

1  t 

der  Flürhe  /''J  geht  nämlich  für  den  Punkt  I  (236),  weicher  <Ue 
Gleichungen 

—  afi  =    =  a;^  =  Ä,,  2a;i  «  d;«  +  ai^ 

erfUlt,  Aber  in 

Ö  „     Ua^  +     ^     _  3^(_^j  ^ 
Wegen  der  Qieichnng 

*4  +  ^5 

und  der  Identität 

+  ^?  =     +        +  «5  -  «4%) 

wird 

G  =  —  14ir}  —  x^{a^^ -\-  xl -\-  2x^x^)  =  —  lAs^  —  a:,(x^  +  x^f 

-  -  ISa^  -  18aj. 

Der  Ponkt  1(236)  genfigt  mithin  der  Gleiehnng  der  Fliehe  Fl  and 
liegt  also  auf  der  Fliehe.  Da  die  Gleichung  der  Flache  Fl  rnbetug 
auf  Xy  %  x^  x^  Xr^  symmetrisch  ist,  so  liegen  ebenso  auf  der  Fliehe 
Fl  alle  Eirkmanpnnkte  l(iJcS)f  wenn  k,  l  irgend  drei  der  ZüTem 
1^  2,  3;  4,  5  bedeuten.  Es  sind  dae  aber  die  30  Eirkmanpnnkte 
auf  den  Kanten  des  selbsföndigen  FOnfflachs  sr^  der  Ebenen  (1^^  (26), 
(36),  (46),  (56)  oder  dieKirkmanpunktein  diesen  fünf  Konfiguratiooi- 
ebenen. 

Durch  die  Konfiguration  (15g,  20,)  werdm  demnadi  6  Flächen 
dritter  Ordnung  7^,  F»,  FJ,  FJ,  JPJ,  FJ  bestimmiy  auf  denen  je  30 
Kirk  man  punkte  liegen. 

Bezeichnen  wir  die  Kurv»«  dritter  Onluung,  welche  die  12  Kirk- 
TTianp linkte  der  Koufigurationsebene  (i^)  verbindet,  mit  C?*|  so  e^ 
giebt  sich: 

Auf  jeder  der  ti  Flächen  i*7  liegen  5  der  15  Kurven  C?», 
z.  B.  auf  Fl  die  Karren  CJ,,  C^,  CJ«,  C^,  C||. 
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Durch  jede  der  15  Kurven      gdim  ^  der  $  FlSdm  Ff, 
s.  B.  durch  CJ,  die  Flächen       und  F». 

Durch  jeden  Kirkmanpuukt  gehen  3  Flächen  F^, 

z.  Ii.  der  Punkt  4(123)  ist  ein  Schnittpuukt  der  Flächen  J'J,  F^, 
Fl.  Diese  schneiden  sich  aher  ehenfalls  in  den  Punkten  5(123)  und 
6(123). 

Tu  (Im  drei  KirkmanpunJcftn  auf  einer  KonfiguraHotisgeraden 
6dinrtden  sich  also  drei  der  sedis  Flächen  F?. 

Da  je  /wei  d^r  Flfiohen  FJ  eine  el)ene  Kurve  dritter  Ordnung 
in  je  einer  der  lä  Kontignrationsebenen  gemein  haben,  so  ergiebt  sich: 

Die  KonßffurcUUm  {10^,  20,)  katm  aus  dem  Hystem  der  6  Fläcite» 
Fi  abgdeUet  teerdeiL 

§9. 

AUdtong  «liios  Oystema  Ton  15  X«Kel]i  dritter  Umm  imd  6  FUoliai 
dritter  Harn  ans  der  Konilgaratioii  (15^,  20  ] 

Zu  dem  in  betrachteten  System  von  15  ebenen  Kurven  dritter 
Ordnung  und  6  Flächen  dritter  Ordnung  giebt  9B  ein  reKiprokee  System, 
das  wir  hier  kurz  beschreiben  wollen. 

Indem  wir  zu  den  drei  Konfigurationspnnkten  auf  einer  Kon- 
figantionsgeraden  den  vierten  harmonischen  Punkt  konstniieren^  welcher 
einem  von  ihnen  zugeordnet  ist^  erhalten  wir  auf  jeder  Konfiguration»' 
geradendrei  Punkte  L.  Wir  verbinden  jeden  der  drei  auf  einer  KonfignrationB- 
geraden  liegenden  Ponkte  L  mit  der  gegenfibediegenden  Konfigniations- 
geraden  dmrch  eine  Ebene  x.  Mit  der  Konfiguration  sind  demnach 
60  Ebenen  x  verbunden,  walohe  zu  drei  dnreh  die  20  Konfigurationa- 
geraden  gehen.  Dmeh  jeden  Konfignrationapnnkt  gehen  12  Ebenen  », 
welche  einen  Kegel  JP  dritter  Klasee  omhlülen.  Ans  der  Konfiguration 
lassen  eich  also  15  Kegel  JE*  ableiten.  Die  30  Ebenen  x,  welche  za 
dreien  durch  die  10  Kanten  (il  l)  des  voUstindigen  Ffinfecks  P|  der 
Konfiguration  (vgl.  §  1)  gelien,  nmhtlUen  eine  FlSche  ip*  dritter  Klasse. 
Durch  die  Konfiguration  werden  demnach  6  Flächen  (p*  dritter  Klasse 
bestimmt,  welche  je  30  Ebenen  x  zu  Berflhnmgsebenen  haben.  Jede 
der  6  Flächen  9^  hat  5  der  15  Kegel  A'^'  zu  Tangcnteukegeln.  .leder 
Kegel  JP  ist  Tjmgentenkegel  von  2  Flachen  tp^.  Jede  Ebene  x  wird 
von  drei  Flächen  <p^  berührt.  Mau  kunn  aus  dem  Bystem  der 
6  Flächen  9'  die  Konfiguration  wieder  al  lcitt-n.  nämlich  je  zwei  der 
6  Flächen  haben  einen  gemeinfamen  Tauiientenkegel  dritter  Kiaöt^e, 
desaeu  Scheitel  ein  Konfigurationspunkt  ist 
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der  ersten  vier  Grade  mittels  der  Formel  für  die  Tangente 

des  vielfachen  Winkels. 

Von  L.  Matthik«sen  in  Rostock. 

Für  die  Auflosunj^  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten 
Grades  sind  verschiedene  goniometrische  Methoden  augewandt  worden. 
Um  nun  ein  gemeinsames  Prinzip  einzuführen,  soll  im  folgenden  ge- 
zeigt werden,  wie  man  die  voU^^tÄndigen  Gleicliungen  mittels  rler  For- 
mein fiii  die  Tangente  des  zwei-,  drei-  und  vierfachen  Wmki  ls  ir.x n  kann. 

1.  Gegeben  sei  die  Gleichung  a;^  +  4-  —  0.  W  ir  gehen  aus 
Ton  der  Identität 

.  2  tan  qj 

oder 

(1)  Unv'  +  ^^'j^tany-l-O. 

SetiBen  wir       rtan^^  lo  xesultieit  ans  der  gegebenen  Gleichung 

tany'  +  ^tany  +  ^^O. 

Durch  Vergleichung  mit  ^1)  erhält  man  folgende  Bestimmungsgleichungeu 

r-i:]/fc,  tMi29>-^i^-tBii(jr+29). 
Jküthin  ergiebt  sich  daraus 

a?t  —  »yS  tan       afj  —  —  iVh  cot  9. 

Die  hier  auftretende  imaginäre  i?'orm  der  Wurzeln  läfst  darauf 
schliefsen,  dafs  für  einen  negativen  Wert  von  h,  die  Glei«hun«x  stets 
zwei  reelle  Wurzeln  hat,  dafs  jedoeh  im  entgegeugesetÄten  Falle  der 
Winkel  <p  imaginäre  Werte  aunehmen  kann.  Wir  diskatieren  die 
möglichen  Fälle: 

1.  Gegeben  sei     +  a:c  —  6  »  0.  Dann  ist 

r  =  ]/6;    tan29?  =  ^^;    Xi^Ybimq),    ic,  —  — 1/6  cot^j. 
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2.  Gegeben  sei     +  ax h  ^  0,   Wenn  diese  Gleichong  reelle 
Wurzeln  haben  kann,  so  rnnfe  nach  dem  Vorbergebenden  der  Winkel 
29  nnd  ebenso  9  einen  imaginären  Wert  baben.  Es  sei  nnn  9>  =  17  + 
dann  ist 

Die  Homogeneität  erl'ordert  die  Kelation  27^  =  0.   Daun  folgt 

ten 2«  =  ton 2fr i  -  (° ■  -  ^ ■ 
Dieser  Fall  erfordert  die  Ungleichung     >  46;  ^  ist  reell  und  e»  wird 

tan  w  I—  tan  dt    i  -rs—, — 

Der  Winkd  d  ergiebt  sieb  ans  der  Torbergebenden  Gleicbung 

c**  -  (a  +        :  (a  -  2y)b) . 
Die  Wnneln  sind  mff,  nimlich 

Der  Homogeneität  der  Gleichung  wird  aber  aodi  genfigt  durch  die 
Relation  2i|  =  \«.   Dann  folgt  weiter 

tan2y-(^  +  2**)-^-^5y-^rd  f"- 

Dieser  Fall  erfordeii  die  Ungleichung  a'<46j  ^  ist  reell  und  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichung 

e**  -  (2y6  4-  a):(2yd  -  a). 

£s  wird  nnn 

Dm  WntMlii  nnd  htitk  hmplex,  nimlich 

«.-.-ysbu.  (=+♦<)  — +21/6 

n.  Gegeben  sei  die  Gleicbung  +  +  +  c  —  0.  Man  gebe 
ans  Ton  der  Relation^) 

  taD39«^\/"'f' 

1)  Metiiode  von  Sioll.  Progr.  von  B^itbeim  1876. 
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oder 

(3)  tan^^-Stana^  tan^)'  — Stallt»  4- tanS^-O. 

Um  die  gegebene  Gleichimg^  auf  diese  Form  zu  bringen,  setze  nun 
x^ff-\-g  und  bilde  die  Yariierte 

Snbsfcitaieit  man  weiter  y  «  rtan^,  bo  erbiält  num 

Durch  Vergleicliuiig  Uör  lioniologen  Kopffizieut^n  mit  Uleichuug  (3) 
erhält  mau  die  erforderliclieu  Hcstiinmuiigsojlelchuiiu*  u  für  r  und  tanSy, 
und  ebenso  fiir  s,  indem  aus  (JV)  die  Hi  l  ugimg  aß  —  9y -»  Ü  folgt 
Aua  der  letzteren  ergiebt  sich  die  üesolTeute 

(4)  2(ci»  -  Bb)M  +  (ab  -  9c)  -  0, 
anlaerdem  ist 

(5)  r^y^,   tan39^  j^^-f.. 

Da  nnn 

ist,  oder  wenn  man  aus  (4)  den  Wert  von  g  einsetat, 

-      — (o6  —  9c)'  4-  4  ^g'     3 b)(p*  —  3a c) 

4(a»  —  36)»  ^  4\a'  -  3&)«  » 

BO  ergiebt  sich  weiter 

(6)  tanS®-=i^'*'-l^'i^^---E^, 

WO      die  kabisdie  Variante  bedeutet  und  D,  die  Diakriminante 

-OTi  -  j  j-ia^  -  ^,)-(a:5  -  a;i)^ 

Nun  hat  die  vorgelegte  Gleichung,  wenn  ihre  Disknminante  n^aüv  ist, 
drei  rtdle  Wuneln.   Da  nämlich 

tan  39> tan  (2ff  +  39)    taa(4«  +  39>) 

ist,  so  erhält  man 

e  -\-  r  tan  9 , 

d%  ^  <r    r  tan  (|«  +  9)       —  r  tan  (}k  —  9) , 

a%  —  *  +  r  tan  (f  JT  +  9)  —  «  H-  r  tan  6«  -h  9). 

Wenn  dagegen  div  Diskriminante  j>oi:itiv  ist,  hat  die  Gleichung 
eine  reelle  und  ewei  komplexe  Wurzeln.  Denn  dann  werden  r  uud  tau^  f 
rein  imaginär^  ist  aber  tau  3^  imaginär,  so  ist  es  auch  tau  ^  und 
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beiden  anderaa  Werte  tm(^n^fp)  und  tan  (Ix -\- q))  amd  komplex, 
üm  dies  zu  beweiseiiy  sefasen  wir  9  ~  12  +       dann  ist 

(7)  too  (3,  +  3*i)  =  ^'l[±i:^J^^^:lifl=i:^)^  -  mi. 
Die  Homogeneität  erfordert  die  Helation  31}  <»  0,  woraus  folgt 

tan3a)  »  tan        =  ,      .  "*  *»». 

Dieser  Fall  erfordert  die  Ungleichung  »1  <  1 ,  daniit  reell  bleibt, 
ist  dagegen  im  >  1  •  wird  der  Iloaiogeneitat  der  (ileichung  (7)  ge- 
nügt durch  die  Annahme  3i}  =-  |3k.    Dann  folgt  weiter 

tMl  S9  -  tau (Jff  -f  3*0  -  -^^i^^~»>y  =  w*. 
Der  Wert  von  d  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

e«^«i±J?  ftr«i<l     oder     e«^«  fllr  « >  1 . 

iSe  kann  hierauB  nun  der  reeUe  Wtmelwert  gefanden  werden,  nämlich 

-  r  tan  9  -         5V)      ^ » »  «(jeTil)  ;iT^  , 
Die  beiden  komplexen  Wurzeln  sind: 

und  y.  =  -t-ä^Fl:§Jr)*^ü*^  ^*)» 

III.   Oegeben  sei   die   Gleichung  x*  +  oat*  +  6«*  +     +  <^  «  0 . 
Wir  gehen  dabei  ans  TOn  der  Aelation 

tan  4a>  «   ^tan  y  (1 -- tan  y«) 
tan  49  «  i_etaii9*H-taD9« 

oder 

(8)  tan  OK*  +  .  V      9^*  —  ^twi -  t-*,    tan  V  +  l  —  0. 

w  •  tjuj  4  (jp        ^  ^       tan  4  y 

Diese  aieichnng  ist  eine  reziproke  nnd  hat  folgende  Tier  Wurzeln: 
tan       tan  (~  +  9^ ,  tan  Q  +  9>)     —      V  # 

Um  die  vorgele^  Gleichung  auf  die  Form  (8)  zu  reduziei«,  Vilde 
mau  die  V  ariierte  durch  die  bubstitutiou  a  =  y  +  ^  und  fthre  die  Be- 
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doxente  der  BeKiprocitat  ein,  nämlich  a'^  — )^««0.  .Die  ReicdTeiite 
ist  alsdann 

(9)  (a^-4a6  +  8cj^'  +  (a«fe4-2ac-4i«4-  Hn/iz-^H-  \(i'c-Uc+Sad)s 

+  (a*d-c*)-0  (Hallet). 

Die  tranafonnierto  nuproke  Gleichung  sei 

y -fß^'' 4- + yy +      =  0. 
Dieselbe  lätot  sich  anch  darstoilen  in  der  £orm 

m  (»  +  fy+«(y  +  f')+^-2r/.-0. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  bietet  keine  Schwierigkeit  und 
führt  zum  Ziele,  wenn  es  sich  um  eine  algebraische  Lösung  der  vor- 
gelegten Gleichun^j;  liaudeli.  Da  aber  eine  goniometrische  gewünscht 
wird,  sü  ist  die  Gleichung  (10)  noch  auf  die  Form  (8)  zu  bringen. 
Die  analoge  Form  derselben  ist 

oder  wann  tea  7  —  k  gawtat  wiid, 
Man  sabstitniera 

(12)  »  +  + 
woraus  folgt 

(13)  («  -  i)*  +  (2«;  +  «)  (u  -  ^)  -f     +  «m;  +  ^  -  2y/«  -  0. 

Aus  (11)  und  (12)  eigiebt  sich 

2to  +  a  »  4 :  tan  4^,       +  ««?  +    ~  2y/a  —  —  4. 
Es  iat  also 


und 


(U)  ta„4v-j^-±-™= 


Aus  diegor  Gleichung  findet  man  (p  oder  u,  aus  (12)  y  nnd  aus  einem 
Wnrzelwerta  der  Resolrente  (ü)  endlich 

1)  Mattbieisseu:  Gruudzüge  der  autikeii  und  moderoeu  Algebra.  S. 86tiXSII 
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Yoii  £.  CzuBBB  in  Wien. 

0.  6 i ermann  hat  jüngst*)  das  Problem  der  EinhOllenden  unter 
dem  Gesichtspunkte  behandelt,  dafs  die  EingekfiUien  nichts  wie  dies 
gewöhnlich  Torausg^eetzi  wird^  durch  Gleichungen  zwischen  den  Ko- 
ordinaten nnd  willkürlichen  Konstanten  gegeben,  BOndem  dafs  die 
Koordinaten  ihrer  Punkte  durch  HilfsTariable  (panmetriech)  cfsplizit 
eiugedrftckt  sind.  Er  macht  hierbei  durchgehende  Ton  dem  Prinzip 
des  lebeten  Schnittes  Gebrauch.  Dieses  Yerfidiiien  macht  es  notwendig, 
Dsch  Herstellung  der  die  Einhüllende  chamkterisierenden  Gleichungen 
die  Berührung  zwischen  ihr  und  den  Eingehflllten  in  jedem  Falle 
besonders  nachzuweisen. 

Wir  nehmen  das  Problem  unter  den  gleichen  analytischen  Yoiaus- 
aetsungen  TOn  neuem  auf  und  führen  seine  Losung  nach  einer  andern 
Methode  durch,  welche  neben  geometrischer  Anschaulichkeit  auch  den 
Vorzug  haben  dürfte,  dals  sie  vermöge  ihrer  Gedankeaführuiig  die 
Berührung  zwischen  der  Einhüllenden  und  den  Eiiigeliüllten  unmittelbar 
erkennen  läfst.  Von  singwlären  Punkten  auf  den  letzteren  wird  dabei 
abgesehen,  was  hier  von  Tom  herein  bemerkt  werden  mag. 

•   ♦  • 

1.  Einfadt-unrndliches  System  ehtmr  Kurven, 
a)  Das  System  sei  durch  die  Gleichungen 

(1)  X  —  ipiu,a),    y  -  iff(u,a) 

dargestellt.  Bei  festem  a  bestimmen  diese  Gleichungen  eine  Kurve  {a\ 
bei  festem  u  eine  Kurve  (wjj  die  Systeme  dieser  Kurven  mögen  mit 
Af  ü  bezeiclinet  werden.  A  sei  das  System,  um  dessen  Einhüllende 
es  sich  handelt. 

Durch  das  VVertepaar  u\a  ist  ein  ijestimmter  Punkt  M  auf  der 
Kurve  (a)  gegeben,  durch  ihn  geht  auch  die  Kurve  (u).    Kommt  u 

1)  Fefftaciirift  der  k.  k.  Technischen  Hoohaohide  in  Brflxui  nur  Feier  ihres 
fOaMfgSkbsügea  Bestehenif  Brünn,  1899. 

AiAIrSwlIMlMmrtlk  ud  PlvHk.  ItLB«ili«.  IL  8 
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allein  in  stetige  Änderung,  so  bewegt  sich  M  auf  (a)  und  beginnt  die 
Bew^ung  in  der  Richtung 

dux      dtp  y 

küuiiut  a  nlleiu  iii  stetii^e  Aiidening,  so  bewegt  sich  M  auf  (it)  und 
beginnt  die  Bewegung  in  der  Eichtung 

day  da 
d»x  dtp 

Ta 

Auf  diese  Weise  gehören  zu  jedem  Punkt  der  Kurve  (a)  zwei  Bewegungi- 
riehtungen.  Jene  Punkte,  in  wekheu  diese  Bewegungsrichtnngen  zu- 
sammenfalleu ,  sind  Punkte  der  Einhüllenden.  Die  Bedingung  fOr  die 
Gleichheit  der  Bichtnngen,  d.i. 

du 

d<p  di^ 


(2) 


da  da 

bestimmt  nimlich  die  u  jener  Punkte  auf  (a),  welche  bei  eintietaider 

Änderung  des  a  und  der  dadurch  bedingten  Transformation  von  (a) 

sich  liuüier  in  iiiclituug  dor  jeweiligen  Tangeute  an  (a)  bewegen;  diese 
Punkte  beschreiben  die  Eiiiiiüüende,  von  der  schon  im  Gnmde  dieses 
Gedankenganges  zu  erkennen  ist,  dafs  sie  die  Kurven  des  Systems  A 
in  den  gedachten  Punkten  berührt.  Ihre  Gleichungen  ergeben  sich 
durch  Eliminatiou  von  a  aus  (1 )  mit  llüfe  ?on  {2). 

Die  Elimination  von  ii  ei^be  die  Einhüllende  des  Systems  T, 
was  aus  der  Deduktion  munittelbar  zu  entnehmen  ist  Unter  Um- 
standen kann  die  Einhflllende  Yon  A  eine  spesieUe  Knrre  dm  Syslemi 
(7  sein. 

Basj^»  Das  System  A  der  Kreise,  welche  über  den  m  Aehie 
einer  Parabel  (vom  Halbparameier  p)  senkrechten  Sehnen  ab  Dorchr 
messem  heschrieben  sind,  kann  durch  die  Gleichnngen 

a'\-^2paoQ^Uf        y  »y^^a  sin  m 

dargestellt  werden.  Durch  Eliminatian  Ton  a  ergieht  sich  hieraus  di« 
Gleichang 

a:-«tg«.t/-f 

des  Systems        das  also  ans  Parabeln  besteht,  welche  durch  den 


81B'  U 
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11& 


Scheitel  der  ziipimde  liegenden  IWubel  gehen  und  mit  ihr  gleiche 

Achsenrichtucg  habeu. 

Die  Gleichung  (2)  der  allgemeinen  Entwicklung  lautet  hier 


nnd  die  Elimination  Ton  ti  und  a  zwischen  ihr  und  dem  obigen  Glei- 

chuugspaar  führt  zu 

Diese  Parabel,  welche  Achse  und  Halbj^irameter  mit  der  g^benen 
ganein  und  ihren  Scheitel  zum  Brennpunkt  hat^  hflUt  sowohl  die 
&eise  A  wie  «ach  die  Parabeln  ü  ein. 

ß)  Der  Fa]]»  dafs  das  Knrvensjstem  dnrdi  die  Oleidrangen 

vad  die  Paiametergleiehiuig 

(2)  m(a,h)^0 

i^t^ehfTi  ist,  läfst  sich  analytisch  leicht  erledigen.  An  die  Stelle  der 
Uieichung  (2)  unter  a)  tritt  jetzt 

du  du 

fd'^' 


=  0. 


wo  die  AMeitnngen  (^f)»         unter  dem  Gesichtspunkte  an  bilden 


sind,  dafs  b  vermöge  (2)  Ton  a  abhängt^  also 


dtp  dtp  db 
da      db  da 


dtp 

da 


dtü 
dtp  da 
db  de»  ' 

db 


etc. 


Dtdnrck  geht  obige  Gleiehnng  Uber  in 

du  du 

<^(y,«p)  ^  {■*(>,  to) 
c{a,b)  d{a^b) 

woiür  auch 


0, 


dtp 

dyp 
du 

0 

dtp 
Ba 

ds> 

d(o 
dü 

__  d{tp,    •)  _ 

dtp 

d^ 

dto 

db 

db 

dh 
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gescliriebeii  werden  kamt  Dnreh  (1),  (2)  und  (3)  ist  die  EinhUUende 
beetimmi. 

2.  Einfach-unendliches  System  von  Eaumkurven.  —  Dasselbe  sei  durch 

(1)  X  -  9 (II, a),      ff^ifiu,a),      *  -  %{u, a) 

gegeben;  ein  festes  a  eltankterisiert  eine  Enire  (a)  des  Systems  A; 
daneben  gu  bt  es  Kurven  (m),  deren  jede  durch  ein  festes  ei  gekeim- 

zeichnet  ist  —  ihr  System  helTse  U. 

Der  Punkt  M(u  a)  auf  (V/)  komnii  bei  blofsfr  Auderung  de»  « 
anf  dieser  Kurve  in  JBewegung,  die  in  der  Richtung 

der  Tangente  an  (a)  beginnt;  derselbe  Punkt  kommt  bei  aUeiniger 

Änderung  des  a  in  eine  Bewegung,  deren  Anfangsrichtung 

•         a:f  a 

dnreh  die  Tangente  an  (u)  bestimmt  ist.  Jene  Punkte  Ton  (a),  in 
welehen  beide  Bichtangen  ftwa^TnmftiifallAti^  die  sich  also,  indem  (a)  dii 
System  A  stetig  dorchfönft,  jederzeit  in  Richtung  der  jeweiligen  Tiih 
gente  an  (a)  bewegen,  beschreiben  die  EmhQllende  dieses  Systema 
Da  jedoch  die  Gleichheit  der  Biohtungen  das  Verschwinden  der  swtt- 
zeiligen  Determinanten  der  Matrix 

dtp  c'^  dl 
du  du 

ii  £f         ?I  ' 
I  da    da  da 

also  (las  irl<M('b/.eitige  Bt'stvlnn  einer  überzähligen  Aii/nlil  vuii  ^'l'i- 
chnntTf'n  f  rl  idert,  80  existiert  eine  Einhüllende  nur  dauii,  wenn  dies« 
Gieiciiungeu  sich  auf  eine  reduzieren. 

Die  etwa  vorhandene  Einhüllende  hüllt  auch  das  System  U  eii^ 
wenn  sie  nicht  eine  speuelle  TOn  den  Kurven  dieses  Systems  ist 

Beispid.  Das  durch  die  Gleichnngen 

a;  =  r  (cos  a  —  w  sin  a),      y  «  r(sina  +  Mcosa),      *  =  Ä(a  +  "); 

in  welchen  h  gegebene  Konstanten  bedeuteni  dargestellte  System  A 
ist  ein  System  ron  Geraden^  das  System  U  dag^en  ein  System  tnns- 
zendenter  Baumkuiren.   Die  sugehorige  Matrix  (2)  lautet: 

—  rsina  rcosa  h 

—  r (sin a  +  1* Cosa)    r(cos a  —  « sin a)    h  ' 


Digitized  by  Google 


über  Einhüllende  von  Kurven  und  Flächen. 


U7 


zwei  ibrar  zweireihig«!!  Detennioaiiton  Terscliwiiidea  identiseh^  die  dritte 
flüirt  sa  der  Gleiehimg 

mithin  ist  im  vorliegenden  Falle  die  Einhüllende  von  Ä  eine  spezielle 
6-Kurve^  nämlicii  die  Schraubenlinie 

Die  U-Kvamai  sind  die  Schnitte  der  Tangenienfläche  dieser  Sehrsnben- 
linie  mit  den  Oylindem  os*  +  9*  +  m*)» 

3.  ?^  in  fach -unendliches  Flächensystem, 
u)  Dasselbe  sei  durch  die  Gleichungen 

(1)  X    ipiu,v,a),      y-^(tt,©,a),  «-x(M,v,a) 

gegeben. 

Bei  festem  a  und  yerönderlichen  u^v  bewegt  aidi  der  Pankt 
M{u\v\a)  wa£  einer  Fläche  (a)  des  in  Betracht  stehenden  Systems  A, 

Bei  festem  u,  v  nnd  Teriinderlichem  a  beschreibt  er  eine  Emre  {w\ 
deren  Eigenschaft  es  ist,  dafo  sie  alle  Fliehen  dee  Systems  Ä  in 
Ponkten  einer  festen  Wertrerbindnng  « \  v  dttrcbsetsi 

Wenn  a  allein  sich  ändert,  so  beginnt  der  Punkt  .1/,  sich  auf  der 
zugehörigen  (M;)-Kurve  zu  bewegen  in  der  xi^iiiaugsnchtung 

j         1         1  dtp    ri'-  et 

indem  sich  i«  und  v,  wahrend  a  iestbleibt,  so  beginnt  M  sich  in  der 
Tangentialebene  an  (a)  zu  bewegen,  deren  Gleichnng  lautet: 


^ 


rix-  <p),' 


r,  («  -  *)  +  '^ti^^^  -  »)  +  It^'«  -  ')  -  0- 

Soll  jene  Bewegongsrichtung  in  diese  Tangentialebene  fallen, 
ao  moTs 


d.h. 


aem. 


da  d{UyV)  '  ca  c{,u,v)  '  ca  c\u,v)  "  ' 


d<p  0$  dz 

du  9u  du 

dtp  diff  dl 

dv  dv  dv 

dtp  djf  dz 

da  da  da 


0 


Fafst  man  in  der  (lieicbun«^  (2)  a  als  konstant  auf,  so  drückt  sie 
oine  Relation  zwis<'hen  m,  v  aus,  durch  weiche  auf  (l^^r  Fln'^lu*  iVr>  eine 
kurve  {c)  bestimmt  ist;  jeder  Punkt  dieser  Kurve  beschreibt,  wenn  man 
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z.  B.  sein  u  festhält,  bei  der  Variation  von  a  und  der  d4Mlurch  hervor- 
gerufenen Transformation  von  (a)  einf  Kurve  (y),  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  sämtliche  Flächen  des  Öjstenis  A,  und  zwar  in  Punkten 
der  zugeordneten  (c)- Kurven  —  der  Charakteristiken  — ,  zu  l>prühreD. 
Der  Ort  der  Kurven  (y)  ist  eine  Fläche  J?,  welche  hiernach  y\\v  Häoheii 
des  S3stems  A  umhüllt;  man  erkennt  aber  auch,  dafis  JH  zogleick  der 
Ort  der  Kurven  (c)  ist. 

Die  Charakteristiken  (c),  bestimmt  durch  die  Gleichungen  (l^i  und 
(2)y  wenn  darin  a  als  yeriuidfirlicher  Parameter  aufgefafst  wird,  können 
eine  Einhüllende  haben,  welche  dann  ebenso  wie  das  System  der  (c) 
auf  der  EinhflUenden  E  liegt  nnd  deren  Bikkhekrkante  heifst. 

XJm  so  dieser  Kurve  sn  gelangen,  hat  man  daa  Veifidiien  in  2. 
sumgemalh  auf  den  Torliegendea  Fall  anzuwenden. 

Hiemach  sind  jene  Ptamkfce  auf  (c),  welche  die  Einklttleiide  be- 
schreiben,  an  die  Gleichusgea  (1)»  (2)  und  an  die  Beziehungen 

(dip\     /d^\  (dx\ 

\da)     \M .  \da) 
gebunden^  die  letzteren  können  auch  in  der  Form 

a(l!)-(l!)(li)-o. 

G  w)  (äf )    (^)  (al) "  ^' 

geschrieben  werden.  Durch  die  Klammem  soll  darauf  bingewisieD 
sein,  dals  man  in  (1)  v  mittels  der  Qlelchung  (2)  als  Funktion  Ton  « 
einzufilhren  hat  Hiemaeh  ist 

dF  BF 

'dp  d9 

dF  ^ 

\da)  ^  da^  dvda~  da     dv  dF*  \jda)     da  ^  dv  da  ~  da     ds  cF' 

Fuhrt  man  mit  diesen  Ausdrfickeii  die  erste  der  Gleichungen  (3)  sdi^ 
so  ergiebt  sich  nach  entsprechender  Reduktion: 

dFd(il>,x)  .  dFd(iP,z)     dFd(^,z'^  Q 
du  div,  a)  *^  dv  a(a,  u)      da  d{u,  v)  ~ 
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die  beiden  anderen  ergeben  bei  ebeniolcher  AuBfOhrung,  wie  man  obna 
weitere  Bechiiuug  erkennt: 


du  d{v,  a)  '  CO  d(a,  u)  '  da  d(u,  v) 

dF  d{<p,  ^)  ,dF  d(<p,  ^)  ,  dF  a(9,  ^) 


0, 
0. 


^'M  r(r,  a)       dv  ria,  u)      da  di*t,  v) 

Diese  diei  Gleichungen  ÜE^len  aber  in  eine  zoBammen,  und  ab 
solebe  kann  jede  von  ihnen  genommen  werden.  Denn  die  Koeffizienten 

d  F      d  F      d  F 

von  -5—,  -5—,  3—  in  der  ersten  sind  die  Adjunkten  zu  den  Elementen 
cu^  dv^  da 

der  ersten  Kolonne,  die  Koeffizienten  in  der  zweiten  und  dritten  Ölei- 
chung  die  Adjunkten  zu  den  Elementen  der  zweiten  und  dritten  Kolonne 
der  Determinante  in  (2)}  da  aber  diese  Determinante  fiir  die  Punkte 
der  (c)  Yerscbwindet,  so  stehen  die  Adjunkten  aller  drei  Kolonnen  in 
gleichem  Yerhaltnisy  und  daher  sind  die  lotsten  drei  Qleichnngen  that- 
taehlich  äquivalent. 

Die  EinhüUkorre  der  Charakteristiken^  d.  L  die  Rflekkehrkuire 
auf      ist  also  dnrdi  das  Gleichnngssystem 

a?-  9(i4>  V,  a),  if-^iu,  v,  a),  s  -       h  »), 

^  '   '  f,  a)  * 

dFdjrp^x)  I  ^Fditf>,z)  I  dFd(^,z)_r. 
Bh  div,  «)      do  d(a,  u)     da  diu,  v) 

bestimmt  Um  sie  in  einer  der  Üblichen  Formeln  dansostellen,  kann 
man  entweder  u,  v,  a  ans  d^n  drei  ersten  Gleichungen  ausdrücken  nnd 
in  die  zwei  letzten  sabstitnieren^  oder  u,  v  ans  den  zwei  letzten  be- 
stimmen und  in  die  drei  ersten  einsetzen. 

Die  letzte  der  obigen  Gleichungen  kaun  auch  in  der  Gestalt 

dF    d^  dz 


du 

dF 

dv 

dF 
da 


du 
d^ 
dv 

da 


du 

?1 

dv 

?1 
da 


geschrieben  werden. 

§1)  Ist  das  i  lächensjstem  durch  die  Gleichungen 

(1)  ap-9(«,  v,a,6),  ff  -  <^  («,  t»,  6),  8 %  {u,  v,  a,  h) 
und  durch  die  Parametergleichuug 

(2)  <n(a,d)-0 
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gegeben,  so  erfährt  die  amdytisehe  DuiehfOkrang  gegeoftber  dem  Tor- 
liegenden  fUle  folgende  AbSndenmgeii. 

Die  Elemente  der  dritten  Zeile  in  der  Deteimuuaiie  der  dortigen 
Gleidbimg  (2)  eind  su  ersetzen  durch 

dt»  dm  dm 

da^dldm^*  dä~~db¥m* 
db  db 

dadoreh  yerwandelt  eich  dieie  Oleichnng  in 


cx  _  dz  ca. 
Ja  Mdm^ 


F{Uf  V,  a,  b) 


dtp 

dl 

du 

du 

du 

d^ 

dv 

dv 

ditPfto)  dix.o») 


0} 


dia,b)  d{ihb)  d{a,b) 
die  Entwicklung  Torstehender  Determinante  nach  den  Elementoai  der 
letzten  Zeile  kann  aber  auch  als  Entwicklung  der  vieneiligen  Detn^ 
minante 


dl 

0 

r  n 

r  n 

Ol 

0 

dv 

CV 

dü 

dtp 

d<o 

da 

ca 

da 

da 

d(p 

cil> 

^l 

dto 

db 

dh 

cb 

db 

nach  den  Untordofprniinanten  der  zwei  ersten  Zeilen  aui'geialist  werden; 
schlieÜBlich  darl  man  auch  setzen: 


(3) 


/^(u,    «,  6)  -  ->  -  0. 


In  gleieher  Weise  kommt  an  die  Stelle  der  Elemente  der  letita 
Zeile  in  der  Determinante  der  Gleichung  (4)  sn  stehen 

dm  Bm  dm 

dF^^dFdH  ^f_cV'Ca  f^X  __dzd^  ^ 

da      db  dm*  da      dbcta*  da  dSdm^ 
db               db  £iF 

damit  geht  aber  die  genannte  Gleichung  über  in 

dF  df  d% 
du         du  du 

dF        d^  dt 

CV         da  dv 

d{F,  w)   d{^i>,  ft>)   d{x,  (a) 
\  C{a,b)    iß{a,b)  C(a,b) 


-0, 
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über  Einhüllende  von  Kurven  und  Flüchen.  X21 

wol&r  am  js.>i?^liftl>mi  Chrttnden  wie  Toilim  geschriebeii  werden  kann 

W  d{%  f,, «,  6) 

Das  Kesiiltat  lautet  dabin,  HrTr  nunmehr  die  Enihiillradp  E  des 
FIa<"hpnsvst*^Tns  durch  dit  (ileichungi  n  (1\  (2),  (3),  die  aut  ihr  etwa 
aul trete Diie  Kückkehrkurre  durch  die  Gleichungen  ^l),  {2),  ^3),  (4)  be- 
stimmt ist. 

4.  ZiMfeijfacij^-tMMndlj^^  J^töcAeNdfs^.  —  Daaeelbe  sei  dnieh  die 
Gleieknngen 

(1)     x  —  9)  (m,  V,  o,  ft),     2/  —    (tt,  v,  a,  6),       =  %  («,  p,  a,  6) 

gegeben.  Bei  festem  a  und  6  und  veränderlichem  m,  v  erhält  man  eine 
Flache  (a,  h)  des  Systems.  Der  Punkt  J£  (f*|v)  dieser  Fläche  kommt 
doiek  ^leinige  sietige  Änderung  yon  a  und  die  dadurch  bedingte 
Tfimfoimaiion  von  (a,  V)  in  eine  Bewegong,  derra  Anfangeiichtimg 
durch 

bestimmt  ist;  bei  alleimger  Variation  Ton  h  beginnt  er  sick  in  der 
Biehtong 

m  bewegen.  Diese  Riektnngen  fidlen  in  die  Tangentialebene 

ditiTv)   "   +     r)   -   +  di^)  -  -  ö 

an  (o^  6)  in  M,  wenn  einerseits 


d.  L 

(2)  =  0, 


nnd 

(3)  ^^^^i^  ^  0 

isi. 

Die  Glt  ichnnt^en  (1^  und  ('2"^  bestimnK^n  imuc  Kurve  auf  (a,  6),  und 
eine  zweite  Kurve  aui  difsfr  Flache  ist  durch  (1)  und  (3)  bestimmt; 
die  Schnittpunkte  beider  Kurven  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  für  sie 
die  beiden  besprochenen  Bewegungsrichtungen  in  die  Tangentialebene 
fidlen;  der  Ort  dieser  zweifach -unendlichen  Punktmannigfaltigkeit  ist 
eine  das  Sjstem  der  Flachen  {a,  b)  amkflUende  Fläche  E. 
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E.  Czubkb:  Ober  Eanhüllende  von  Kurven  und  Flächen. 


Hon  kann  diese  FlBche  anch  durch  Bewegung  gewisser  Esitw 
enBeogt  denken,  wie  folgt:  Eliminiert  man  zwischen  (1),  (2);  (3)  9, 
so  entstehen  Gleichungen 

a),  a),      ^-A,(m,  a), 

welche  hei  festem  a  eine  Kurve,  hei  Teiinderlichem  o  auch  gleich 
Yon  ihr  heschriehene  Flache  darstellen.  Eliminiert  man    a>  so  ergeben 
sich  Gleichungen 

x  =  0^  (w,  b),       y  —      m,  h)y       z  =      («,  6), 

die  bei  festem  h  eine  Kurve  und  bei  Tariablem  h  auch  schon  die  tod 
ihr  beschriebene  Fläche  bestimmen.  Diese  beiden  Gleichungssystenie 
sind  aber  äquivalent  dem  einen  System  (1),  (2),  (3)  und  stellen  eise 
und  dieselbe  Fläche,  d.  i.  J?,  dar. 

Um  die  Einhfillende  in  emer  der  ttblichen  analytischen  TitaM 
lungsformen  zu  erhalten,  hat  man  entwedisr  zwischen  (1),  (2),  (3)  %  r, 
Of  h  oder  ans  (1)     6  mit  Hilfe  Ton  (2)  und  (3)  zu  eliminieren. 

Wien,  den  24.  Januar  1901. 
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Dtooastration  d'un  theoreme  de  Legendre; 
Par  M.  P.  Mahsion  ä  Gand. 

La  odföbie  relation  de  Legendre  entre  Im  integrales  elliptiques 
complHes  de  premi^  et  de  aeconde  eap^; 

(1)  I  -  KE'  +  K'E  -  KK\ 

8*etablit  aisement^  d'nae  mani^  elementaiiey  par  an  proe^d^  dü  ä  Tor- 
tolini,  (lans  le  caa  oü  le  carr^  du  module  ei  son  oomplement 
k'^  —  sont  compria  entre  z^ro  et  runite.  On  d^termine  l'aire  da 
hniti^e  de  la  aph^ie  de  rayou  ^gal  &  Tiinit^  et  ayant  ponr  coordoim^: 

au  moyen  de  rint^grale  double  habituelle 


SSV 


et  on  introdnit  dana  ceDe-ci  lea  Yamblea  9  et  ^.   On  obtient  ainai 

■ans  peine  la  formule  (t\ 

Voici  une  autre  demonstration,  artiticiellc  il  est  vrai,  mais  encore 
as9*»z  simple  et  qiii  s'applique  menie  au  cas  oü  le  module  est  qael< 
couque.    Elle  est  peut-etre  nouvelle,  au  moiiis  en  partie. 

On  trouve  facilemeiit,  en  partant  de  la  liehmlion  classique  de  la 
lönctiou  Zu  de  Jacob i,  la  formule  suivante  oü  w  =  i/i  et  oü  le  module 
k  n'est  pas  echt  dans  sn  u,  cnu,  dnu: 

(8)  z(.,*)-i^-iZ(ir.,0+-(i-|-|;)- 

D'antre  part^  ond^niontre,  parrintermediaire  de»  fonctions  thet%  quel'ona 

($)  Z{u  +  K-i,  t)  - Z{M,  i)  -  -  |i. 

£n  ajoutant  (2j  et  (3),  il  vieut,  apres  quelques  reductions, 

(4)  Ziu  +  JTi,  *)  -        «  -  ♦^(«^.  »0  +  «  (1  -  ^  -      -  fi . 

Faisous  M  »-  —  iC'»,  ou  £/■  —  —  K'.   Pour  ces  Yaleon, 

Z(»  +  JT.-,  i)  -  0,  =  0,  Z(ü,  k-)  -  0. 

(E      F'\       TT  i 
1  —  ^  —  ~  j  —       c'eat-^-dire,  apröa  tranafoimatioiiy 

Qnaiit  k  la  fonnnle  (4),  eile  derient 

Z(u  +  K  i,  k)  -  5^  -  iZ(ü.  *•)  -  5^(«  +  ^'O- 

Gand,  le  15  jauvier  1901. 
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Analytisclie  Ableitung  des  Satzes  vom  ParaUelogramm 

der  KrMte. 


Von  K.  LEHKANif-FiLHES  in  Berlin. 


Der  Satz  vom  ParallelouTamm  der  Kräfte  ist  auf  verschiedenem 
Wege  analytisch  abgeleitet  worden,  z.  B.  von  Laplace  ^^Mec.  eel.  Livrel, 
Chap.  1)  und  Poisson  (Traite  de  mecaniqae,  2*"**  ed.  p.  43  £F.\  Für 

Unterrichts-  und  Xqi- 
tragszwecke  erscht^int 
es  jedoch  erwünscht, 
eine  derartige  Herlei- 
tnng  in  noch  elemeD* 
tarerer  Form  geben  n 
könnoiy  waa  im  folgen- 
denTersneht  werdflo  soll 
Es  mdgen  mi 
anf  einander  Mnknehi 
stehende  EtiftePmid  Q 
auf  den  Punkt  J  «irkto. 

Wir  nehmen  ab 
Onmdaats  an,  da6  die 
beiden  Kräfte  eine  in 

derselben  £bene  liegende  Resultante  JR  haben,  deren  Richtung  zwisehn 
diejenigen  der  Eififte  fSllt^  und  dafs  der  Winkel  se,  den  JR  mit  P  bildet, 

nur  Ton  dem  \  erhältnis  ^  abhängt.    Ferner  nehmen  wir  an,  daüs  die 
PO. 

Verhältnisse  ^  mid  ^  nieht  von  der  absoluten  Grofse  der  Kräfte, 


E 


dem  nur  von  ihrem  Verhältnisse  ^,  mithin  von  x  abhängen. 
Wir  können  demnach  setzen 


(1) 


p 
E 


da  ja  1{  mit  Q  den  Winkel  bildet 

Wir  denken  uns  nun  (vgl.  Fig.  1)  P  und  ^  in  je  zwei  Kräfte  V 
und  Vf  resp.  W  und  2  zerlegt,  und  zvirar  sollen  ü  und  W  senkrecht 
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Analytisebe  Ableitung  de»  Satze«  vom  ParaUelogramm  der  Kräfte.  125 

znr  R«8altaiit«  B  stehen,  V  nnd  Z  in  die  Richttmg  denelben  fallen. 

Da  F  und  1',  sowie  Q  und  W  den  Winkel  x  mit  einander  bilden,  so 
bat  mau  luialog  (1): 

(2)  r=f{i-^),    p  =  /-W,    f-rw.    «  =  -^)- 

Multipliziert  num  die  Gleichungen  (1)  resp.  mit  der  ersten  und  dritten 
Gkidrang  (2),  so  ergiebt  uoh: 

Demuach  sind  U  und  W  »^leieh.  nnd  da  sie  den  Punkt  A  in  entgegen- 
kfHsetzter  Kiehtung  ant^reit'en,  -  i  heben  sie  sich  gegenseitig  anf.  Es 
bleiben  also  nur  nocli  die  Kom()oi)enten  Fund  Z  flbritr,  weh^he  ebenso 
wie  R  die  ^^egebenen  Kräfte  ersetzen.  Da  sie  in  der  Kichtuug  Ton  JR 
wirken,  so  ist 

(3)  R-^V^Z, 
Aber  ans  (1)  nnd  (2)  folgt 

Setzt  man  dies  in  (3)  ein^  so  erhält  man 

(4)  ü-ypH^e\ 

il  L  die  Kesu kaute  der  senkrecht  zu  einander  wirkenden  Kräfte  ist 
der  Größe  nach  gleich  der  Diagonale  des  aus  den  Seiten  P  und  Q 
konstruierten  Hechtecks. 

I>iese  Ableitung  ist 
im  wesentlichen  schon 
TOQ  Laplace  gegeben. 

Bei  der  Aufgabe^ 
den  Winkel  x  y.u  finden, 
welchen  die  Ilesultante 
R  mit  der  Kraft  P  bü-  ' 
det,  werden  wir  ein  von 
dem  LftplaceM^ien  gSnx- 
lidi  TersebiedeneB  Yer^ 
&hren  anwenden. 

Wir  laeaen  nlmlicfa  * 
(vgl  Fig.  2)  anf  den  An-  '  wg.  i. 

griifiipiinkt  Ä  der  Krifte 

Pmid  Q  noeh  2  neue  Enifte  wirken,  deren  erste  kQ,  der  Kraft  P  ent- 
gegengesetzt ist  (ifdls  k  positiT  ist),  und  deren  zweite,  kP,  in  dieselbe 
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E.  Lmtuaat'Fxud»: 


Ricbtuncr  fällt  wie  Q.  Ist  Je  nej^ativ,  ein  Fall,  der  ührif^ens  hier  nicht 
l)e.s()ii(UTs  ])etrachtet  zu  werden  braucht,  so  erhalten  ])eide  Zusiitzkrüi't*^ 
entgegeugesetztp  Kichtung.    Der  Gröfse  nach  ist  k  völlig  willkürlich. 

Die  Resnltante  der  beiden  Zusatzkrafte  ist  nach  (4)  gleich  V^^i^-i-A*^ 
—  I  Ji'j  sie  bildet  mit  kF,  d.  h.  mit  der  Richtung  der  Kraft  ^,  den 
Winkel  üß,  da  die  Zusatzkrafte  kP  und  kQ  zu  einander  dasselbe  Ver- 
hiUtiiis  haben  wie  P  und  Demnach  steht  die  Resnltante  kB  senk- 
recht auf  der  Resnltaiite  J?.  Die  GeBamtresnltante  S  aller  4  Enfts 
ist  nichts  anderes  ab  die  Resultante  yon  R  und  kR\  dieselbe  bQde 
mit  R  den  Winkel  y. 

Die  BesnltantenwinkeL  x  nnd  y  sind  Funktionen  der  YerhiUtiiiMe 
der  jedesmal  ansammengesetzten  zwei  Kräfte,  was  wir  folgeiideniislsen 
ausdrücken  können: 


(ö) 


Wir  können  nun  aber  (vgl.  Fig.  3)  die  Gesamtresultantt»  .S  auch 
dadurch  erhalten,  dals  wir  zunächst  die  4  Kräfte  I\  Q,  hP  und  /.  V 

zu  zwei  rechtwinklig  auleiuander 
stehenden  Kräften 

P-kQ  nnd  Q-^^kT 
yereinigen  nnd  alsdann  die  Resul- 
tante 8  dieser  beiden  Komponeslan 
herstellen.  Mit  der  ersten  Knl^ 
d.  h.  mit  der  Richtung  von  bildd^ 
wie  ans  dem  Früheren  folgt,  S  den 
Winkel  x  •\-  sodals  wir  nseh 
Analogie  yon  (5)  haben: 


(6)  .+1^=4-:^-^ 


Die  Grölsen      und  k 


hsbes 


eine  ein&ohe  geometrische  Bedeih 

tnng:  Konstruiert  man  das  Rechteck  mit  den  Seiten  P  und  so  biM^ 
die  Diagonale  mit  V  einen  Winkel  a,  lür  weichen  wir  haben 

In  dem  Hechteck  mit  den  Seiten  Ii  und  kli  bildet  die  Diagonale  nüt 
B,  den  Winkel      der  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 
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S«tet  man  (7)  und  (8)  in  (&)  und  (6)  ein,  so  erhUt  man 
oder  wenn  wir  ip{a)  an  Stalle  von  i^(tg«)  achieibfln, 

(9)  «-9(a),     y=-9tf)»     «  +  + 

d.lL 

(10)  +  + 

Aus  (dieser  Funktionalgieichunp:*)  ist  nun  die  unbekannte  Funktion  (p{tc) 
in  ganz  elementarer  Weise  bestimmbar.  (Verjjl.  CaucUy:  Anaijse  al- 
gebnqoe,  Paris  1821,  p.  104.)   Zunächst  folgt  aus  (10): 

9>(«  +  /H-y +  )-9»(«)  +  9»(«  +  v(y)  +  9»W+", 

also,  wenn  man  die  m  GröHsen      ß,  y,  d,  ...  alle  gleich  ^  setzt, 

(11)  -  m^d). 

DwKt  €Hd,dinng  gilt  xunXchst  nnr  Ar  ein  ggnawihligea  pontiTea  m. 
Wir  wollen  jetzt  unter  m  nnd  n  ganze  poeitiTe  Zahlen  rerrtehen 

und  setzen  ^  ^        d.  h.  nnj  ^         Aus  (11)  folgt  dann 

(12)  "  i»(«,)  -  m^d). 

Aber  nach  (11)  ist  <p(nii)  =  nq>{ii)f  wodurch  (12)  wird 

n9(ij)  -  m^d),    d.L  =  ^9(1). 

Hieraus  ist  leicht  sn  erkennen,  dafs  für  einen  bdiebigm  rationalen  po- 
litiTen  .Wert  Ton     die  Gleichung  gilt 

welche  unter  der  Annahixie  der  bletigkeit  von  9 (4)  auch  auf  irrationale 
ausgedehnt  werden  kann. 
Hiernach  für  (  «  1: 

(13)  9(^4)  - 1*9(1). 

NÜMii  sich  der  Grenze  0,  so  wird  9(0)  -  0.  In  (10)  setzen  wir 
jetzt  ff  "I-  /i,  |3  «  —  ^-  dann  wird 

also  nach  (13) 

W   1*9(1). 

1)  Zu  einer  Kuokuoiialgleichung  derselben  Form  gelangt  —  W6IIII  aodi  i» 
aadMMm  ZiiMmiaenhaiige  und  bei  aadexer  Bedentong  der  YariablaB  — 
H«R  Darbonz  in  Mtner  dem  Couis  de  mtouiiqae  von  Despejroot  MgebingtA 
Xoto  I:  Sur  la  oompodtioa  des  fecoet  en  ttatique. 
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Wir  bAben  also  nftch  (13)  und  (14)  für  positlre  nnd  negAtire  Weii« 
▼on  a 

9>(«)  -  «9(1)> 

oder,  wenn  man  9(1)  =  a  setzt, 

(15)  9)(a)  —  acr. 

Nach  (9)  und  (15)  hat  man  denmach  x  —  aa.  Da  nun  aber  Ar  du 
Terachwindendaa  P  die  Baaultanie  B  ganz  in  die  Eiehtung  von  Q  filli» 
also  Benkreeht  sur  P-Biehtung  afeehi^  und  da  in  diesem  Falle  weh  die 
Diagonale  des  ans  P  nnd  Q  gebildeten  Rechieche  mit  Q  msanuneo- 

fällt,  so  müssen  x  und  a  gleichzeitig  ^  werden,  woraus  a  =  1  folgt. 

Demnach  haben  wir 

(16)  x^a. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (16)  zeigen,  dafa  die  Resnltante  zweier  lenk- 
recht  zu  einander  wirkenden  KrSite  P  nnd  Q  nach  Gröiae  uDd  Rich- 
tung mit  der  Tom  Angriffspunkte  aus  gezogenen  Diagonale  des  Beeilt* 

ecks  mit  den  Seiten  P  und  Q  zusammenfallt. 

Aus  diesem  Satze  folget  die  Zusammensetzung  von  ivrulten,  welche 
nicht  senkrecht  zu  einander  wirken,  in  bekannter  Weise.  ^) 

Berlin,  15.  Oktober  1898. 

1)  Indem  wir  die  durch  den  Herrn  Verfasger  in  möglichst  elementare  Fom 
gebrachte  Herleitun^  V\ot  veröffentlichen,  wollen  wir  nicht  unterlassen,  aal'  di^ 
gründlichen  üntersuchuiigon  hinzuweisen,  die  Herr  Siacci  in  Napoli  Rend.  (2)  * 
über  die  bei  diesen  Herleitungen  zugrunde  liegenden  Hypothesen  veröffentlicht 
hat.  Dort  findet  mdi  auch  die  Angabe,  dals  der  Qnmdgedaoke  des  gevSknlich 
auf  PoIbsoh  niradi:gefilhiteii  BeweiaM  bei  d*Alembert  la  finden  iit  QUmm 
anr  lea  principea  de  la  m^eaniqne.  Hxat.  de  TAc.  1769).  Bad. 
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über  dinen  Steinersclieü  Satz  und  dessen  Beziehungen  zur 
Konllgiiratloii  SBweior  einander  ein-  nnd  unbesclinebeiieii 

Tetraeder. 

Von  Emil  Müller  in  EonigBbeig  i  IV. 

Beim  Iieeen  des  1896  von  J.  H.  Graf  herausgegebenen  interessanten 
Briefwedisels  zwischen  J.  Steiner  und  L.  Schlafli  fand  ieh  in  dem 
Briefe  Steiners  vom  2%  April  1856  anf  S.  20S  den  folgenden  Sats 
ohne  Beweis  ausgesprochen'): 

,yZu^  man  in  einer  Flädm  2,  0.  iurgenä  drei  S^nen  aa\ 
hh',  cc',  welche  ein  Paar  rmproke  Geraden  MfN  stiineiden,  so  gehe»  die 

vier  Ebenen  ahc,  ah'c\  ha'c\  ca'b'  durch  einen  Punkt  d,  sowie  die  vier 
Ebenen  a'b'c\  a'bc^  h'ac,  c' ah  durrli  einen  l*unkt  d' ,  beide  Punkte  liegen 
in  der  Llüchr  F'^  uml  die  Sehne  dd'  srhneidri  M  und  N'\ 

den  Steiner  selbst  als  eliieu  „schoueu'*  bezeiclmet,  df*r  al)er  wenig 
bekannt  zu  soin  scheint.  Meine  Vermutung,  dafs  er  mit  der  Konfigu- 
ration zweier  einander  ein-  und  umbeschriebenen  Tetraeder  in  nahem 
Zusammenhange  stehe,  bestätigte  sich  bei  näherer  UnierBuchong.  Es 
ergaben  sich  hierbei,  aniser  dem  Beweise  des  Steiner  sehen  Satzes, 
einige  Eigenschaften  dieser  Konfiguration,  insbesondere  für  den  Fall, 
(1  tlV  sie  einer  Fläche  2.  0.  ein-  od«r  einer  Fläche  l?.  Kl.  umbeschrieben 
ist,  die,  wie  ich  hinterher  tuid,  zum  gröfsten  Teile  bekannt  sind^, 
deren  guu  elementaie  Ableitong  aber  ron  einigem  Intereese  sein  dflrfte. 
If ittals  bekannter  AbbOdungsmeiJioden  ergaben  sieh  daians  zwei  mir 
nen  scheinende  ebene  Ereiakonfignrationen.  Eine  knize  zusammen- 
bSagende  Darlegung  dieser  Dinge  ist  die  Aufgabe  der  folgenden 
Zeilen. 

Ich  gebe  von  dem  bekannten  Fundamentabatze  aus,  dab  die  drei 
Gegenseitenpaare  eines  ebenen  ToUstSndigen  Vierecks  jede  Gerade  seiner 


1)  Die  Bezeichnang  \»t  gegen  das  Original  ein  wenig  gt-ondert. 
S)  Tgl.  B.  Sturm:  „Die  Gebilde  entea  und  sweiten  Grade«  der  Unlen- 
geosMlrie  in  «yntheluGher  Behandfamg'*  I.  T,  Nr.  4»,  M.  Leiptig  ISM. 
AnUv  4«r  MMhMpMlk  ud  njrik.  m.  Bdb«.  IL  9 
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Ebene  ia  Punktepaaren  einer  Inyolntion^)  schneiden,  den  ich  aber  in 
einer  etwas  geänderten  Form  anaspreche: 

1.  Jede  Gerade  G  in  der  Miene  emes-Brekdes  ßbe  wird  wm  dess» 
Seifen  und  von  den  Vei%indungdimen  ihrer  Gegenedcen  ntii  irgend  einm 

Funkte  d'  dersdbm  Eltenc  in  Punktepaaren  einer  Involution  gesdmiüOL 

Wie  luiuiittelbar  zu  sehen,  gilt  davon  auch  die  Umkehrung: 

2.  Begeichien  a,      y  die  Sei nnif punkte  der  Seiten  {bc],  [ca],  [ah] 
elnrs  Dreiecks  ahc  mit  einer  Geraden  G  seiner  Ebene  und       ß\  y 
Vaukte  auf  6r,  die  a,/3,  y  in  einer  Involution  entepredten,  80  gehen  dk 
Geraden  [aa'],  {bß']^  [e/J  durch  einen  Funkt. 

Ana  den  Sätzen  1  und  2  folgt  anmittelbar: 

3.  Werden  in-  zwei  Ebenen  mit  der  Schnittlinie  G  die  Dreiedce 
abc  und  a'b'c'  so  angenommen ,  dafs,  nenn  a,  ß,  y  und  a'.ß\y'  die 
bezüglicheti  iScIuutiimnkte  der  Dreiecksseiten  mit  G  bezeidnini,  [aa'\ 

ly^'J  durch  einen  Funkt  d  geJten,  so  geJim  auch      flj,  [ß  l^]t 
[y'c]  durch  einen  Funkt  d'. 

Denn  zufolge  der  Annahme  sind  nach  Satz  1.  au\  ßß\  yy'  Punktepaare 
einer  Involution,  es  gehen  daher  nach  Sais  2.  die  Geraden  [a'a],  [^'6]^ 
[y'c]  durch  einen  Punkt. 

Dies  ist  der  Beweis,  den  Möhius  für  die  Existenz  zweier  einandar 
ein-  und  um  beschriebenen  Tetraeder  oder,  wie  ich  Inirzer  sagen  will, 
zweier  dcpp^  umschridfenen  Tdraeder  am  Schlüsse  seiner  Abhandlmig: 
^Eaon  von  swei  dreiseitigen  Pyramiden  etc^  im  J.  f.  Math.  3,  273 — ^276^ 
1828^  andeutet»  und  den  Oayley  im  J.  t  Math.  34,  1847«)  aosgefEUiit 
hai   ahed  ist  das  eine,  a*h'e*d'  das  andere  Tetraeder. 

Nennt  man  Gegenecken  zweier  doppelt  umschriebenen  Tetraeder 
jede  Ecke  des  einen  und  die  in  seiner  gegenflberiiegenden  FBche 
liegende  Ecke  des  andern,  so  sind  aa',  hh\  cc\  dd'  Gegeneckenpaare. 

Dem  Stein  ersehen  Satze  liegt  der  folgende,  leicht  beweisbare 
Satz  zugrunde: 

4.  Wer  dm  die  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Strecken  aa\ 
hb',  cc'  von  stvei  Geraden  M  uml  N  harnwnisch  geteilf,  so  geJteti  die 
Ebenen  [abc],  [ab'cli,  [a'bc'],  [a'b'c]  durch  einen  Funkt  d'  und  dk 
Ebenen  [a'b'c],  [a  bc],  [ab'c],  [abc]  durch  einen  Funkt  d. 

Da  nimlich  a  und  a\  h  und  h\  e  und  e'  entsprechende  Ptmkte  der 


1)  0nteor  einer  „Involiitioii"  mU  hier  etets  eine  „qnadiatiiche  IsTOhilikw** 
▼eratandeo  werden. 

S)  Ges.  Werke  Bd.  I  S  441—446. 
8)  Math.  Papers  I  Nr.  66. 
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durch  3f  und  JV^  bestimmten  windschiefen  Involution')  sind,  so  müssen 
die  beiden  einander  entsprec  Ii  enden  Ebenen  [ahc]  und  [a'fe'c'J  sich  in 
einer  selbstentsprechenden  Geraden  G  schneiden.  Bezei<>hnet  man  mit  m 
und  w  die  Punkte,  in  denen  Cr  die  Geraden  M  und  jS'  triüt,  so  werden 
die  auf  C  liegenden  Paare  einander  in  der  windschiefen  Involution 
entsprechender  Punkte  Ton  mn  harmonisch  getrennt,  bilden  also 
eine  Punktuivohition.  Solche  Punktepaare  sind  aber  die  Schnittpunkt« 
ttfßfy  und  a\ß\y'  der  Dreiecke  ahc  und  a'b'c  mit  G.  Nach  Satz  2 
gehen  dann  die  Geraden  [hß%  [cy'J  durch  einen  Punkt  d'  und 

die  Geraden  [a'a],  [b'ß],  [c'y]  durch  einen  Funkt  d.  in  d  und  d' 
•elineiden  sich  mithin  die  im  Satze  angegebenen  Ebenen. 

Nach  dem  bei  Satz  3.  Erwähnten  sind  aa\  hh'j  cc'y  dd'  Gegen- 
eckenpaare sweier  doppelt  nmaehiiebenen  Tetraeder.  Man  kann  also 
aach  folgenden  Satz  auaeprechen: 

Drei  Faam  m  emer  iimdsokufen  IfmMum  emamder  etUspredtender 
F^mkk  sind  Oßffeiudmpaare  meier  dopjjeU  umsdiriebenen  Täraeder, 
Das  vierte  G^genedieiypaar  ist  dadur(^  eindeutig  bestimmi  und  linear 
honstruierbair. 

Insbesondere  bilden  drei  Punkte  und  die  durch  Spiegelung  an  einer 
Geraden  daraus  hervorgehenden  drei  Gegeneckenpaare  zweier  solcher 
Tetraeder. 

Von  Satz  4.  gilt  auch  die  ümkehrung: 

5.  Lietjen  die  Punktepaare  aa,  hh\  cc  derart,  dufs  die  Ebenen 
\ahc\f  [ah'c']y  \a'hc\  \a'b'c\  durcJi  denselben  Funkt  gehen,  so  sind  sie 
entsprechende  Funkt^^aare  einer  windachi^e»  Ineohttion* 

Denn  haben  G^[abe'a'b'e%  €t,fi,y,  a',fi',f'  ^eKÜhe  Bedeutung  wie 
früher,  und  bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der  im  Satoe  auftretenden 
Ebenen  mit  d\  so  gehen  dureh  ihn  die  Geraden  [aa'],  [bß'l  [cy'}. 
Zufolge  Satz  1  sind  aa,  ßß',  yy'  Punktepaare  einer  LiTolution,  deren 
Doppelpunkte  m  und  n  heifsen  mögen.  Legt  man  nun  durch  m 
bezw.  n  die  [an']  und  ßC]  echnddenden  Qeradra  üf  bezw.  iV,  so 
aehneiden  die  vier  Geraden  \ab\  M,  {a'b']^  N  auf  jeder  der  drei  Ge- 
raden [mn]  =  G,  \aa'\  und  \bb']  vier  Punkte  von  demselben  Doppel- 
verhältnis aus.  Das  Duppelverhäiiujs  auf  G  w)  ist  aber  har- 
moniseh,  es  müssen  mithin  alle  harmonisch  sein,  d.  h.  a  und  a',  sowie 
h  und  h'  werden  von  M  nnd  N  harmonisch  getrennt  oder  sind  ent- 
sprechend© Punkte  in  der  durch  M  und  N  bestimmten  windseineft  u 
Involütion.    Da  jedoch  u  und  a,  ß  und  ß'  entsprechende  l'unkte 

1)  So  soll  mit  Ii.  Sturm  ^,,Li nieugeoiuetrie"  I.  T.  p.  70)  eine  gebchürt- 
iwolutoriiche  XolUneaUon  genaoat  werden. 
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dieaer  Inyolntion  aind,  ao  mnis  dem  Paukte  c,  bIb  Sehnittpiiiikt  tob 
[6«]  mit  [ti/^l  der  Schaittpmikt  Ton  [b'a']  mit  d.  L  der  Pimkt  t* 

entsprechen,  womit  der  behauptete  Sais  bewiesen  isi 

Er  kann  offenbar  auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werdss: 

6.  Die  Gcfjenechn  zivcicr  doppelt  umschriehenen  TctnieJer  aind  siäs 
entsprechende  1' unkte  in  einer  windsehiefen  Involution.^) 

Die  Sätze  4  und  ü  kaun  man  auch  iu  den  einen  zusammenfassen: 

7.  Damit  die  Punktepaare  aa',  bb',  cc'  einander  in  einer  wind- 
sdnefm  Involution  entsprechen,  ist  notwendig  und  hinreichend^  dafs  dk 
vier  Ebenen  [ahe],  [ab'e'],  [a'be*],  [a'b'e]  durOi^  einen  Punkt  gdieit, 
oder  dafs  sie  Cregenedten  etoeier  doppdt  umedtriebenen  Tetraeder  sind. 

Seien  jetzt  wieder,  wie  beim  Satze  1,  abed'  ein  vollständiges  Yiere^ 
und  aa\  ßß\  yy'  die  dureh  dasselbe  auf  einer  beliebigen  Geraden  Q 
seiner  Ebene  bestimmten  Punktepaare  einer  Inrohition;  dann  schneiden 

bekanntlich  die  dem  Viereck  umschriebenen  Kurven  2.  0.  auf  G  Punkte- 
paare derselben  Involution  aus.    Umgekehrt  läfst  sich  leicht  zeigen: 

8.  Jede  Kurve  2.  0.  K,  dir  a,h,c  und  ein  Funkteijaur  xx'  der 
von  dem  Viereck  abcd'  auf'  G  bestirnttUen  InvoUUiaH  enihaU,  gelU  omA 
durch  d'. 

Die  Involution  auf  G  ist  nämlich  durch  xn'  und  etwa  au'  bestimmt 
Angenommen  nun,  K  schnitte  [aa']  in  d[f  so  mflssten  \bd'^  und  \ed^ 
G  in  deigenigen  Punkten,  welche  ß  und  y  in  obiger  Involution  ent- 
spiechen,  also  in  ß'  und  y',  treffen,  d.h.  d'^^  fallt  mit  d'  zusammen. 

Ans  dem  Satse  8.  und  der  ihm  vorausgehenden  Bemerkung  schliebt 
man  unmittelbar  auf  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satses: 

9.  Seien  wie  im  Satte  3.  die  beiden  Purikigrup^ten  dhed  md 
a'h'c'd'  gegeben,  und  legt  man  durch  abcd'  irgend  einen  Kegelsckniä, 
so  gieht  es  immer  einen  Kegelschnitt  durch  a'b'c'd,  der  G  in  d&isdhm 
Punkteti  triff t  wie  der  durch  abcd'  gelegte. 

Nimmt  man  nun,  was  immer  möglich  ist,  dif»  7  Punkte  (t,b,Cfd,a  ,h  ,c 
auf  einer  beliebigen  t'läche  2.  0.  an,  die  auch  eine  Kcgelflächc  sein 
darf,  und  wählt  als  Kegekchnitt  durch  a', />',  c',  f/  den  Schnitt  der 
Ebene  \fr  ' b' c']  mit  i*'',  so  liegt  der  zugehörige  Kegelschnitt  dturcb 
a,bfC,d'  ebenfalls  auf  i*'*,  da  er  mit  ihr  die  Punkte  a,bfC  und  die 
beiden  auf  G  =  [ahc  ■  a' b' c'\  liegenden  Schnittpunkte  gemeinsam  hat 
Punkt  d'  liegt  mithin  auch  auf  F*.  Da  in  dieser  Konfiguration  kein 
Punkt  ausgezeichnet  ist,  so  kann  man  das  Ergebnis  folgendennalMD 
aussprechen: 

1)  Auf  andere  Art  ist  der  Satft  bewioaeii  bei  &.  Sturm  a.  a.  0.  p.  69. 
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10.  Die  Et^mikfe  eweier  doppdt  nmadm^mm  Tetraeder  heeihen 

die  Eigenschaß  ^  dafs  jede  Fläche  2.  0.,  tcclche  durch  7  der  Punkte 
gehtf  auch  durch  den  achten  geht;  sie  hihlen  also  dk  Grundpunlcte  mu^s 
Bändels  von  Flächen  2.  0. 

Der  duale  S  itz  lautet  dann: 

10'.  Die  Flächen  zweier  doppelt  umschriebenen  Tetraeder  besitzen 
dk  Eigenadtoß,  dafs  jede  FUUhe  ^.  KL,  todeke  sieben  der  Menen  he- 
riikrtf  au^  die  adUe  berührt;  sie  bSden  also  die  Chundebenen  einer 
Sdiarsehar  von  FUuAen  2,  Kl^) 

Diese  beiden  Satee  kdonen  anch  in  der  folgenden,  später  zur  Ver- 
wendung kommenden  Form  ausgesprochen  werden: 

11.  IjCßt  nuin  auf  einer  hlärhc  2.  0.  (insbesondere  auch  einer 
Ktgelf lache)  durch  viuen  Punkt  4  Kegelsclinitfc^  sn  schneiden  sie  sich 
in  6  Putikten,  von  dcnm  vier  mal  je  drei  in  neuen  Ebenen  liegen. 
Die  Schnitte  dies&r  Ebenen  mit  der  Fläche  gehen  dann  durch  denselben 
Punkt 

ir.  Legt  man  an  eine  Fläche  2.  Kl.  (insbesondere  an  eine  Kurve 
2,  KhJ  durch  eine  TanfimticUebene  4  TangenUalkegel,  so  haben  sie  6 
weitere  gemeinschaftliche  Tangentialebenen,  vm  denen  viar  mal  je  drei 
dmh  neue  Punkte  gtken.  Die  TangenHaßoegd  am  diesen  Punkten  an 
die  Fläche  (Kurve)  berühren  diesdbe  Ebene. 

lüt  Hilfe  des  Sataes  8.  lalst  eich  der  einguugs  angefahrte 
Steinerselie  Säte  beweisen.    Nimmt  man  namlicli  die  Geraden  M 

nnd  N  als  reziproVe  Polaren  einer  F^  an,  die  keine  Kegelfläche  sein 
darf,  und  wählt  auf  dieser  die  Puuktepaare  na',  bb',  cc  derart,  dafs 
ihre  Verhindnncjsliiuen  ilf  und  'S  schneiden,  so  entsprechen  diese  Punkte- 
paare eiuauder  in  der  durch  M  und  S  )>e8tinimten  windscliiefen  Invo- 
lution. Nach  Sau  4.  schneiden  sich  dann  die  beiden  (Trujjjieu  von  4 
Ebenen  m  den  Punkten  d  und  d' .  Es  ist  nur  noch  zu  beweisen,  dafs 
diese  lieiden  Punkte  auf  P-'  lirgen.  Das  folgt  aber  au8  do^n  Hilt'^iHt'/e  ^. 
Denn  die  in  den  Ebenen  [a6cj  und  [a'6'c'l  liejxenden  Kegelsciinitto 
Ton  F^  treffen  G  =  \abc  a'b' c  \  in  denselben  zwei  Punkten,  die  in  der 
windschiefen  Involution  einander  entsprechen;  daher  liegt  d'  auf  dem 
Kegebchnitt  \abc\  und  d  auf  dem  Kegelschnitt  \ab'c'\  Ton  F^,  Da- 
mit ist  der  Steiner  sehe  Satz  bewiesen. 

Eine  dnrch  zwei  reziproke  Polaren  einer  allgemeinen  F^  bestimmte 
windschiefe  luTolntion  transformiert  jP*  in  sich  selbst  Die  eben  be- 
trachtete InTolntion  transformiert  zugleich  die  beiden  doppelt  nm- 


1)  Vgl.  R.  Sturm  a.  a.  0.  p.  66. 
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schriebenen  und  der  F*  emgeschriebenen  Tetraeder  abcd  und  a'h'c'd' 
in  einander.  Es  soll  nun  unteraucht  werden,  ob  es  zu  zwei  doppelt 
umschriebenen  Tetraedern  immer  eine  die  Fläche  in  sich  selbst  trana« 
formierende  windschiefe  InTolution  giebt,  in  der  die  Gegenecken  der 
beiden  Tetraeder  einander  entq»redien.   Vorerst  erkennt  man: 

12.  Eine  m  std^  selbsi  tmntfimiMermde  wmcMkfe  JnvoMoii  M 
äurt^  steei  Paare  ai^spredbtfmler  Punkte  aa'  und  hh'  auf  JP*  emdeuüs 
hesHmmt 

Da  nämlich  die  Achsen  einer  solchen  Involution  reziproke  l'<"lareü 
bezüglich  sind  nml  die  Geraden  faa'],  [bh']  schneiden,  so  müsseo 
sie  anch  deren  Polaren  schneiden.  Sucht  man  nnn  la^i  nin;e  Geraden- 
paar  M,  N,  das  \fin'],  [hh']  und  deren  Polaren  schneidet,  so  sind  es 
zwei  reziproke  Polaren  von  F':  denn  da  M  die  Geraden  [hb'] 
und  deren  Polaren  schneidet,  so  muls  die  Polare  vou  M  dieselben  Ge- 
raden schneiden,  also  mit  N  identisch  sein.  Dies  sind  daher  die  Achsen 
der  gesuchten  Involution.  Der  FaU,  dals  die  beiden  Geraden  M  und  2i 
susammenfaUen,  kann  hier  nidit  eintreten. 

Feiner  gilt  der  Sats: 

13.  Legi  man  .durdi  einen  hdiebigen  Punkt  einer  allgemeinen  F* 
4  Ebenen  f  so  sdnieitkn  die  GegenJcantenpaare  dieses  voUständigm  Vier- 
fladis  jP*  in  3  Funktepaarm  einer  windschiefen.  Involuti<m,  deren  Äch^ 
resip-okv  Polaren  von  F'  si)i(L 

Bezeichne  d  den  Srheitei  des  V'ierflachs  und  aa',  hh',  cc'  die  Schnitt- 
punkte seiner  Gegenkanten]>aare  mit  F'-.  Durch  aa'  und  bh'  ist  nach 
Satz  12.  eine  windscliiel'e  Involution  der  angegebenen  Art  bestimmt:  in 
ihr  wird  dem  Punkte  d  ein  Punkt  d'  von  F^  entsprechen.  Zufol^ 
des  Steinerschen  Satzes,  anj^ewandt  auf  die  Punktepaare  an',  bb',  dd 
schneiden  sich  die  Ebenen  [«'?/(/'],  [a'bd],  [ab'd],  [ahd']  in  einem 
Punkt  von  F^  und  die  Ebenen  [ahd],  [ah'd'],  \a'bd'],  [a'h'd]  in  dem 
durch  die  Involution  zugeordneten  Pimkte.  Diese  beiden  Punkte  liegen 
aber  in  den  Gegenkantenpaaren  [a*bd*ab'd\  und  [abd'a*b'd\  unseres 
Yierflachs,  sind  daher  mit  c  nnd  identucb.  ee'  gehören  slso  mit 
aa\  bb'  und  dd'  derselben  InTolntion  an. 

Da  die  Ebenen  \a*b'd']  und  [abd*],  wie  wir  eben  sahen,  durch  e 
und  die  Ebenen  [ab'd*],  [a'bd^  durch  c'  gehen,  so  kann  man  auch 
sagen,  die  vier  Ebenen  \n'h'r\  [abc],  [ah'c'\,  [a'hc']  gehen  durch  den 
Punkt  rf',  während  die  vier  l'^heuen  [a'fec],  \ab'r\,  \abc'],  [a'b'c']  durch 
den  Punkt  d  ginpccn.  an',  bh',  cc',  dd'  bilden  daher  die  Gegenecken 
jiaare  zweier  doppelt  umschriebenen  und  F*  eingeschriebenen  Te- 
traeder. 
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Sind  umgekehrt  zwei  solehe  Tetraeder  gegeben,  eo  gehen  dnrcli 
jeden  Eckpunkt,  z.  B.  darch  Tier  Ebenen;  die  Gegeneckenpasre  des 
dnieb  sie  beetimmten  Yieiflache  treffen  in  Pnnktepaazen  aa',  hh\  cc\ 
die  nach  Satz  13.  mit  dd'  einer  windschiefen  InTolntion  angehören, 
deren  Achsen  reziproke  Polaren  Ton      sind.   Daher  dar  Satz: 

14.  Die  GefjenerJcm  sweivr  doppelt  umschriehenen  und  einer  ein- 
fjesrh riebcnen  Teiraulrr  ontsprrvhrn  cinunder  in  einer  bestimmten  wind- 
schiefen Involuti</n,  d^ren  Achsen  reziproke  l'olarai  van  simi.^) 

Denken  wir  uns  jetzti^*  v^AKu^(läche  und  bilden  sie  stereographisch 
auf  eine  Ebene  ab,  so  ontspreehen  je  zwei  Punkten  auf  F*,  die  in  einer 
durch  zwei  reziproke  Polaren  von  hestimmten,  windschiefen  Invo- 
lation  einander  zugeordnet  sind,  in  der  Ebene  zwei  Punkte,  die  in  einer 
Hdbinsschen  Inrolntion  einander  zugeordnet  sind.  Von  den  beiden 
Achsen  der  windschieiÜBn  InTolntion  schneidet  nämlich  eine,  etwa  Jf, 
die  Kugel  in  zwei  reellen  sich  selbst  entsprechenden  Punkten.  Nennt 
man  ihre  stereographisdien  Projektionen  m^,  m,,  so  entsprechen  je 
zwei  ZDgeordneten  Pimkten  der  Engel  in  der  Ebene  zwei  Punkte,  die 
mit  rn^f  anf  einem  Kreise  liegen  und  von  ihnen  harmonisch  getrennt 
werden.  Das  ist  aber  die  von  Möbius*)  als  Involutwn  m  der  Ebene 
bezeichnete  Verwandtschaft. 

Dies  beriicksichtigend  schliefst  mau  von  dein  Satze  13.,  indem  mau 
die  stereographische  Projektion  der  entspreobenden  Figur  (vgl.  Beweis 
des  Satzes  13.)  in  Betracht  zieht,  auf  die  Rieht igkeit  des  folgenden: 

15.  L^iff  man  in  der  Ebenr  durcJi  einen  Funkt  d  i^ier  Kreise,  so 
schneiden  sie  sich  in  drei  Punktepmren  einer  Mobiusschm  Involution. 
Umschreibt  man  f&mer  den  vier  enl'^ fehenden,  vm  Kreisbofjm  bildeten 
Dreiseiten  Kreise,  so  schneiden  sich  diese  in  dem  d  entsprechenden 
Punkte  d\^) 

SchlielSdioh  sollen  ans  den  beiden  S&tzen  11.  und  11.'  mittels  der 
Ton  W.  Fiedler  in  seiner  „Oyklographie''*)  gelehrten  Abbildung 
der  Punkte  des  Raumes  auf  die  Kreise  einer  Ebene  zwei  Sätze  fiber 
letztere  abgeleitet  werden.  Diese  Abbildung  besteht  bekanntlich  darin, 
dab  man  jeden  Punkt  des  Raumes  als  Spitze  eines  Rotationskegels 
betrachtet,  dessen  Erzengende  gegen  die  Ebene  unter  45°  geneigt  sind, 


1)  Vgl.  den  etwas  allgemeineren  Satz  bei  Sturm  a.  a.  0.  p.  69. 
2^  ..fiber  die  Involut  ion  \  (m  Punkten  in  einer  Ebene".  Ber.  d,  sächs.  GesellBch. 
d-  Wissonsrh.  5.  1«53   ^  (Jos.  Wcrko  2,  S.  221  u.  f. 

3)  Möbius:  „Die  Theorie  d.  Kreisverwandtschafb  in  rein  geom.  Darstelliuig*' 
Abb.  d.  «achfl.  Gesellschaft  d.  W.  S,  1865  §  47,  9.  ««  Ges.  Werke  2,  S.  914. 

4)  Leipzig  1883. 
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und  den  Schnittkreis  des  Kegels  mit  der  Ebene  als  Abbild  der  Spitze 
ansieht.  Damit  auch  jedem  Kreise  der  Ebene  nur  ein  Kaumpuukt 
entspreche,  betrachte  ich  die  Kreise  als  „orientiert ^  d.  h-  ich  denke  mir 
mit  Lagnerre  fiir  jeden  Kreis  (dnrch  einen  Pfeil)  einen  Unilaufsina 
festgelegt  und  (irdii*-  die  Kreise  mit  dem  einen  Sinn  den  Punkten  ober- 
halb, die  Kreise  mit  deni  entp:e<j:*  ns4( 'setzten  Sinn  den  Punlvt^en  uutCT- 
halb  der  El)eiie  zu.  Zwt  i  rn  uMitirrte  Kreise  sollen  mir  dann  „berühreud"' 
heilsen,  wenn  sie  im  Berührungspunkte  auch  die  gleiche  Richtung  W- 
sitzen.  Wendet  man  nun  auf  den  einem  beliebigen  orientierten  Kreis  i' 
der  Ebene  zugeordneten  Kegel  den  Satz  11.  an  und  bildet  die  Piuikt« 
durch  orientierte  Kreise  ab,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Sats  &b«r 
onenüerte  Kreise: 

16.  Legi  mm  an  emm  Rreis,  der  h  herUhft,  vier  berührende  Eni», 
sa  ffiebi  es  gu  je  eweien  wn  tknen^  noch  einem  sie  und  k  heri^raiim 
Kreis.  Unter  den  sechs  amf  diese  AH  erhaUenen  Krisen  lefiinden  siA 
vier  Tripd,  deren  jedes  mfser  k  keinen  der  sehoti  gezeiehneien  Erdtt 
eds  mioeHm  gememsdiafUidien  Berührunjfshreis  hesOst,  daher  einen  soUim 
neuen  Kreis  bestimmt  Diese  vier  Kreise  nun  werden  samt  k  von  mm 
und  demsdben  Kreise  berührt*) 

Den  Satz  11'  wenden  wir  auf  denjeniir«^Ti  Ketrelstehnitt  der  unend- 
lich fernen  F>}terie  au,  der  von  allHU  die  Zeichenei)ene  unter  4;'»"  schnei- 
denden Ebenen  berührt  wird,  indem  wir  beachten,  dafs  iede  solche  Ebene 
in  der  cTklorrraj)hisclien  Abbildung  eine  orientierte  üerade  bestmimt, 
nämlich  die  gemeinschaftliche  Tangente  aller  orientierten  Kreise,  die 
den  Punkten  der  Ebene  entsprechen.  Wir  gelangen  dadurch  zu  folgendem 
Satz  über  orienüerte  Geraden  and  Kreise  in  der  Ebene: 

17.  Legt  man  an  eine  Oerade  berührend  vier  bdiebige  Kmee,  » 
halben  sie  sechs  weitere  gemeinsdtaßiihe  Tangenten^  von  denen  vier  md 
je  drei  einen  neuen  BerÜhrungdcreie  besiUen,  Diese  vier  Kretse  ber&ren 
immer  eine  und  diesdbe  Gerade,^ 

Königsberg  i.  Pr.  den  26.  Januar  1900. 


1)  Dieser  Satz  läfst  sich  noch  verallgemeineni.  Er  gilt  nämlich  auch  dano 
nodi,  wenn  statt  der  k  berfihrenden  Kreise  solche  gelegt  werden,  die  k  uatat 
einem  bestimmteii  Winkel  aehneiden. 

S)  Auf  anderem  Wege  habe  ich  den  Sat»  abgeleitet:  ^e  Geometzie  one»- 
Üecter  Kugeln*"  §  6,  p.  S8S,  Monatsh.  f.  Math.  u.  Phjs.  9, 1898. 

  i 
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über  die  Torsion  der  geodätischen  Linien  durch  einen 

Flächenpnnkt 

Ton  EomuD  Zdidlbb  in  Imubniek. 

Befarschtet  man  alle  geod&tiaelien  Linioii  die  dnreh  einen  n^uUbfra 
fÜehenpiinkt  gehen,  so  kann  man  nach  der  Besiehang  fragen;  die 
swiaehen  ihren  eraten  oder  ihren  aweiten  KrOmmnngen  beetehi  Die 

erste  Frage  wird  durch  den  Eni  ersehen  Säte  erledig:t;  die  zweite 
wollen  wir  auf  einem  für  Vorlesungen  geeigneten  Wege  mit  möglichst 
einfiachen  Mitteln  beantworten,  obgleich  sich  unsere  Geicliung  (9)  auch 
aufe  Dar bijux,  Theorie  des  surfaces,  Bd.  II,  S.  388,  GL  (4)  durch 
Spezialisierung  ergeben  würde. 

Wir  setzen  voraus ,  dafs  der  Ursprung  U  eines  rechtwinklicren 
Systems  erster  Art  in  den  betrachteten  Fiächeupuukt  fällt,  die  x-  und 
die  ^Achse  Tangenten  der  ErfimmungBlinien  sind.  Für  eine  auf  der 
Fläche  gezogene  Kurve  betrachten  wir  die  Bogenlänge  6  als  unab« 
hingigen  Parameter:  die  gestrichelten  Symbole  bedeuten  stets  Ablei- 
tai^en  nach  (F.  Die  Flächengleichung  setzen  wir  in  der  Form  z  —  fix,  y) 
Toraus.  Dann  gilt  für  jede  Kurve  anf  der  Flache  bei  der  ftblichen 
Beseichnong  der  partiellen  Ableitungen: 

(1)  =  P^' ^  fiH' , 

(2)  b"  -  J»«"  +  qy"  +  px  +  qp, 

(3)  rx'»-!, 

Ist  iaabeiOB^re  die  Karre  eine  geodätische  Linie  und  bezeichnet  man 
10  gfli: 

(5)  Pp+  p^-U-O,  also 
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Für  ü  redazierai  Bich  diese  Gleichungen  der  Keihe  nach  auf: 
(la)  =  0, 

(2a)  ß"^rx'*  H-  ^y'*     (Eulerscher  Sate), 

(3a)  a:'«  +  sf'*-l, 

(4»)  a;'a;"  +  y'y"  =  0, 

(5a)  -yV'H-a;y'-0. 

AuB  den  letzten  drei  Gleichungen  folgt  fftr  {7: 

(7)  ar"^y"  =  0, 

und  hiermit: 

(oa)  X  y  ~if  X         {t  —  r)x  y  , 

Der  Ausdruck  der  Torsion  einer  RanmlnuTe  ist: 

m 

wobei 


^'  y'  ir' 

af"  y"  i»" 

///       r/r  rrr 

X  y  z 


Für  den  Punkt  U  einer  geodätischen  Linie  reduziert  er  sich  also  anf: 

oder  mit  Rücksicht  auf  (6a)  auf: 

t {t  —  r)£' y' . 

Fohren  wir  noch  den  Winkel  m  ein»  den  die  Tangente  der  geodatisehea 
Linie  in  V  mit  der  j;-Ach8e  bildet,  so  wird: 

(9)  T  «—     —  r)  sin  (a  cos  a . 

Li  Nabelpunkten  haben  alle  geodätischen  Linien  einen  Undulations- 
piinkt;  wenn  wir  Y<m  diesen  Punkten  abseheni  können  wir  för  eUip- 
tische  Punkte  stets  voraussetzen 

r<<<0, 

was  darauf  hinauskommt,  die  ^-Achse  in  die  Sufeere  Flächennormälf, 
die  X-Achse  \i\  dio  Hu  htimg  der  stärksten  Krümmung  zu  verlegen 
Dann  ist  t  \m  ersten  Quadraiiteu  ]>(»sitiv;  die  geodätischen  Linien  sirnl 
also  hier  reuiitsgewunden.^;    Die  leicht  im  Gedächtnis  zu  behaltende 


1)  Nach  der  Terminologie  der  MaBchinenleihre;  in  der  fcheofeüichea 
metrie  ist  die  Bezeichuaug  häufig  umgekehit. 
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Fig.  1  Tenuiaclttiilielit  diesem  Umstand.  Es  sind  sowohl  die  Lüdiea- 
trix  als  swei  geodatisobe  Linieia  des  Panktes  U  von  der  Aolseiueite 
betawshtet  ond  auf  die  Tan- 
guttialebene  projiziert.  Ist 
die  Fläche  in  JJ  negativ  ge- 
krflntmt^  so  können  wir  Tor- 
ansBetven:  . 

t>0>r. 

Wählen  wir  die  ludicatrix 
auf  der  positiven  Seite  der 
ihAehse,  so  hat  die  Fig.  2 
Ar  hjperbolische  Punkte  eine 
analoge  Bedeutung  wie  Fig.  1 
fdr  elliptische  Ponktej  der 
iduaffierte  Teil  ist  der 
FKchenstreifen  «wischen  Be- 
rQhnmgsebene  und  Indicatriz. 
Der  Fall  der  parabolischen 
Punkte  ist  als  Grenzfall  der 
elliptischen  leicht  zu  über- 
sehen. 

Bezeichnet  man  mit  T 
den  für  co  --^  45"  hervor- 
gehenden gröfsten  Wert  von 
T,  80  geht  (^9)  über  in: 

T  — Tsin2iD. 

Zahlt  man  auch  noch  den  Winkel  von  der  Richtung  der  stSrksten 
Torsion,  also 

so  wird: 

(10)  T-rcos2a. 

Sind  und  die  Krüimuuugen  der  Hauptschnitte,  k  die  eines  be- 
liebigen NormalschnitteSy  so  geht       über  in: 

T  »  (A^  — sin  Ol  cos  0» 

ferner  (^2a)  in: 

h^k^  sin*o  -|-  cos'io 

oder  in: 

*  —  *i  +     —  *i)  cos*«  «  *^  +  (jfcj  —  Ä,)  sin*«, 

also 
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womit  wir  defa  Sats  erhalten,  den  Heir  Eommerell  Tor  knmn  ia 
dioMr  Zeitsehrift  mitgeteilt  ha,%  der  ttbrigens  in  der  Gleiohimg  (8)  inf 


A 


S.  258  von  Knoblauchs  „Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der 
krummen  Flächen"  enthalten  ist. 

Es  ist  beiiiPikiMiswert,  dafs  die  Verteilung  der  Torsionsw<?rt€  aul 
die  verschiedenen  iiichtungeu  Ton  der  Form  der  Indicatrix  uo«^ 
häugig  ist. 
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Ergänzmigeii  zum  f  ermatschen  imd  Wilsonschen  Satze. 

Von  W.  Fk.  Meyek  in  Königsberg,  i.  P. 

Nach  dem  Fermatschen  Satze  ist  iiir  jede  zu  einer  l^riinzHhl  p 
teilerfremde  Zahl  a  die  Differenz  a**"*  —  1  durch  p  teilbar.  Für  welche 
Zahlen  n  findet  eine  Teilbarkeit  durch  höhere  Potenzen  von  p  statt?*) 
•  Indem  wir  zunächst  das  Quadrat  von  ;>  als  Modul  in  Betracht 
ziehen,  zerl»  n  wir  die  p(p~  1)  zu  p^  teilerfreniden  Zahlen,  die  <.  p* 
sind,  in  die  p  —  1  Grujipen  a  +  fip{a  =  1,  2, . . .,  p  —  1;  a  =  1 ,  .  p  ^  1)^ 
wo  die  p  Individuen,  die  7.\i  einem  und  demselben  (i  gehören,  alle 
mod.  p  kongruent  sind,  dagegen  je  zwei,  zu  zwei  verscliiedeneu  a  ge- 
hörende Zalüen  mod.  p  inkongraent  sind. 

£b  soll  bei  festgehaltenem  a  die  Zahl  |u  so  bestimmt  werden,  dafs 
(ö -f- —  1,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  (»  +  f^l')' 
—  (a  +  ftp)  durch  ^  teilbar  wird   Nun  ist'): 

(1)  (O  +  ^p)!»  -  «F  +  vjpS 

andererseits  nach  dem  Fermatschen  »Satze: 
somit: 

(3)  +  (»  +  M  -  0* -  *J»*. 

Die  rechte,  also  auch  die  linke  Seite  ist  mindestens  durch  p'  teilbar, 
wenn  u     A  (mod.  p),  sonst  nur  gerade^)  durch  p  teilbar. 
Demnach  gilt: 

(A)  Unter  den  zu  jd*  teilerfremden  Zahlen  der  Reihe  1,  2,  . . .,  p^ 
befinden  sich  p  —  1,  mo(Lp  inkongruenie,  durch  (2)  repräsentierte  Zahlen 

1)  Weitere  Litteratoz  Aber  diese  Frage  a.  bei  F.  Baohmann;  Encjklopftdie 

der  maib.  Wiss.  I  p.  568. 

2)  Unter  »,  i,  .  .  sind  ganzzahli^'c  i  aktortiu  zu  verstehen,  üher  den  ürund- 
gedanken  der  fintwicklong  a.  Dedekiud:  Suppl.  V  in  Dirichlets  Vorlesungen 
Aber  Zahleothaorie. 

S)  Ein  ATudzuck  heibt  „geiade**  oder  „genan**  teilbsr  dnich  p»,  wenn  p^f 
4ie  hfidhite  Poteiu  von  p  beieichaet,  die  in  ihm  anseht. 
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h^a-h      ftlr  die  2^''  —  1  dmcli  mindesiens  p*  teflbur  wird,  wlliieiid 

fÖr  die  übrigen  j>  (|>  —  1)  —  (jp  —  1)  =  (p  —  1)*  Zthkn  nur  eine  ge- 
naue^) Teilbarkeit  dnreh  p  stattfindet. 

Bezeichnet  nian  die  letzteren  [p  —  1^  Zahlen  wiederum  mit  o,  m 
lassen  sich  die  p'[p  —  1)  zu  teiiei-fremdeu  Zaiilklasbeii  repräsentieren 
durch  die  üruppen  a  -f-  ^P',  b  -j-  gj)'  (tt,  (>  =  0,  1,  ... ^  —  1). 

Ffir  irgend  eine  Zahl  ans  der  ersten  Gruppe  gilt: 

(4)  (a  +  Ttp-y  =  C  4-  wi>% 

andererseits: 

(ö)  a  -i-  kp  {k  4  0  mod.  p), 

also: 

(0;  (a  +  »jpy  —  (a  +  xp^)  =  Äi?  +  »y. 

Somit  findet  für  diese  —  I)'  Zahlen  a  +  «P*  eine  genaoe  Teil- 
bariceit  von  (a  +  jrp*)'  — *  —  («  +  jt^)^)  durch  p  statt  Dagegen  ergiebt 
sich  für  die  p[j)  -  1)  Zahlen  h  +       der  zweiten  Gruppe: 

(7)  (6  +  VI'*)' «  ^  +  «J^» 
andererseits  gemäss  (A): 

(8)  6»»  -  6  + 

(9)  {b  +  Qpy  -(h  +  (fp')  =  (v'-q)p'  +  v'pK 

Dann  und  nur  dann^  wenn  ^  ^  v  (mod.  p)^  findet  Teilbarkiit 
linken  Seite  dnzeh  mindestens  ^  stat^  aadem&Us  nur  eine  TeübatM 
gerade  dnreh  p*. 

Bezeichnet  man  die  ersteren  p  —  \  Zahlrai  6  4-  QP^  mit  f,  so  bat 

man  für  irgend  zwei  dieser  Zahlen  c,  c',  die  den  Zahlen  b,  l'  ent- 
sprechen mögen: 

(10)  c'-6'  +  V>S  c-^  +  vpS 

somit: 

(11)  c'-c  =  d'-fr  + tfj>S 

woraus  unmittelbar  folgt^  dafs  auch  die  Zahlen  c\  c  mod.  p  inkangmcnt 

sind^  da  es  gemäfs  (A)  die  Zahlen  b',  b  sind. 

Somit  gilt: 

(B)  Unter  den  1),  zu      teilerfremden  Zahlklassen  mod. 

>  befinden  sich  p (p 1)',  für  die  z^-^  —  l  gerade  durch  p,  ferner 

1)  Ein  Auidrack  heibt  ^igevade"  oder  „genau**  teilbar  dnreh  ji*,  wenn  y  die 
hO^te  Potens  to&  p  beseidmet,  die  in  ihm  aufgeht 
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{p—  1)*,  für  die  r''"'  —  1  gnade  durch  endlich  j»  —  1,  mod.  p  in- 
konpruetite  Zahlklasseu,  iiir  die  a:'"** — 1  minUesteiu»  durch  teil- 
bar wird. 

Durch  unvolisiaiiiiige  Induktion  wird  man  so  zu  folgendem  allge- 
njemeu  Satze  «refiibrt: 

I.  Utifn-  <h'n  })"  -  ^(p  -  1\  sru  p"  fnifrfretndm  Zahlklassen^)  mod. 
i>fpiukn  sich  resp.  p"  ~  *  i  p  —  1)^,  jj"  {p  —  1)',  . . (p  —  1)',  (jp  —  IV, 
für  die  x^~^  —  1  gerade  dwrch  resp.  p,  p^,  . . .,  p"  ~  -  i  teilbar  wird, 
während  für  die  noch  übrigen  p  —  l  ZaKDilaasm  y  die  alle  zu  ein- 
ander mod,  p  inkongruent  sind,  x^*-^  —  l  mindetdens  durch  jp"  leür 
har  wird. 

Der.  Beweis  wird  daFch  ToUständige  Induktion  gef&hrt. 

Gesetzt,  der  Satz  sei  richtig  fÖr  den  Modul  so  sei  a|  (f<fi) 
eine  der  (p  —  1)*  Zahlen^  fSr  die  x'~^  gerade  durch  |^  teil- 

btr  sei,  d.  h.  es  sei  f&r  eine  festgehaltene  dieser  Zahlen  a«: 

(12)  '  of  -  a,  -  kp,   *  +  0  (mod,  jp). 

Man  hetnchte  die  Gruppe  der  p  IndiTiduen  a,  +  f^p^,  ^  0,  1, 
...yp—l.  Dann  wird: 

(13)  (o<  4-  l^p^y  =  a?  4-  vj»"  +  S 
also  mit  Rfieksieht  aof  (12  )  : 

(14)  (fl,H-|*l>-)'-a,  +  *jp'H-vi>-  +  * 
und  demnach: 

(15)  (a^  +  fip^y  —  (a.  -I-  ^|)")     Z;^'  —  ^jj"  -f  vp«  + 1. 

Da  aber  k  nicht  teilbar  durch  p  ist,  und  t  <  n,  so  ist  die  linke  Seite 
von  (15)  wiederum  gerade  durch  pF  teilbar.  Aus  den  p*-('+^)  (p—X)* 
mod.jp»  ZahUdassen  gehen  daher  p-j»«-'<'+«  (p  —  1)»— |i^+»-<'+»> 
{p —  1}'  mod  nene^  zup*+^  teilerfremde  ZahlUassen  hervor,  fOr 
die  gleichfidls  x^^*     1  gerade  durch  pf  teilbar  wird. 

Ist  dagegen    eine  der  p  —  1  ZahUdassen- mod.  p",  fttr  die ^  —  1 

mindestens  durch  p"  teilbar  wird: 

(16)  d!  =  a  +  Ap", 


1)  Ans  Ol6idii|]ig(16)  dss  Texte»  geht  munittelbar  hervor,  dab,  wesn       — 1 

flfar  eine  Zabl  «  gerade  durch  p*  teilbat  ist,  die«  aacb  fitr  alle  Zslilea  der  au 

«  mod.  p^  gehörigen  ZaMWowe  gilt^  mid  ebenao  auchf  wenn  x'~^  —  1  nündeiteiui 

doieh  p^  teilbar  ist  Die  ilmtliehen  ZaUklaMsa  det  Satsea  I  htMen  sieh  auf 
Oiaad  dea  Salses  II  explisits  hissehrsibett. 
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so  betnehta  man  die  Gnippe  d«r  p  IndiTidoeii  0«  +  P^l^f  fi  ^  0, 1, 
,..yP  —  \f  dann  evgiebt  aich: 

(II)  (a»  +  f*P">'-aS  +  «|»»  +  S 

also  mit  Bfldodelit  auf  (16): 

(18)  (a»  +  i^p^y  -  a  +  S 
mid  aomit: 

(19)  (a,  +  ii^ry  -  (a,  +  ^p«)  =  {X  -  /t)i;"  +       + ». 

Mitihiii  findet  f&r  die  linke  Seite  Ton  (19)  eine  Teilbarkeit  gende 
dnrch  atütty  wenn  ^  - 1-  A  (mod.  |>),  dagegen  eine  aolebe  dnidli  min- 
deatens  +  ^  wenn  /ü  ~  A  (mod.  ^)  gewählt  ist  Bemnacb  gieben  ani 
den  1  ZabUüassen  mod.  |)"  einmal  (p—  1)'  nene,  zu 
teilei6wmde  Zabiklaaaen  mod.  berror,  für  die  ^  1  gerade 
durch  p",  sodann  aber  p  —  1  neue,  eq  |)*+^  teilerfremde  Zahlklasaen 
rt„_f-i  mod.  p""^*,  für  die  x'""*  —  1  mindestens  durch  +  *  tttl- 
Ijai  wud. 

Endlich  plt  für  ireenil  zw  ei  dieser  letzteren  Zahlen  0.4.1,  0*4. i,  die 
den  Zahlen  a«,  a«  entsprechen  mögen: 

(20)  1  =     H-  a«  +  i  —     +  /ip% 
also: 

(21)  oi+i  —  a,+i  -«  <  —     +  VI»". 

Da   aber   nach  Voraussetzung       —       nicht   teilbar  durch  ist, 

kann  es  auch  an->t\     ^^4-1  nicht  sein,  d.  h.  die  j)  —  1  Zaiilen  a,^, 

repräsentieren  gerade  die  p  —  1,  ukhI.  j)  inkongruenten  und  zu  j> 
primen  Zahlklassen,  die  es  überhaupt  giebi 

Hiennit  ist  der  Bats  I  vollständig  bewieaen. 

Ans  der  Herleitnng  des  Satzes  entnimmt  man  aber  ancb  nnmittri- 
bar  das  Eriterinm  dafür,  dass  f&r  eine  beliebig  Yorgegebene  ZaUl  A 
a;'~^  — 1  gerade  dnicb  eine  Potens  vonp  teilbar  ist,  nnd  das 
Mittel,  diesen  Exponenten  %  zn  finden. 

Sei  wieder  a  irgend  eine  der  p  —  1  Zahlen  1,  2,  . . .,  p  —  1,  so  ist 

nach  dem  von  Eni  er  erweiterten  F  er  uiut  sehen  Satze: 

(22)  ^LlL^  _     (A^         ,  „  1,  2, . . 

80  dass  mit  jeder  der  Zahlen  a  für  irgend  eine  Primzahl  p  die  unend- 
liche Kette  Ton  Zahlen      als  mit^geben  betrachtet  werden  dar£ 
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Nun  ist  jede  dnrch  p  nicht  teilbare  Zahl  A,  die  zwischen  den 
beiden  Priiiizahlpotenzen  p"  und  p""*"'  gelegen  sein  mag,  offenbar  auf 
eine  und  nur  eine  Weise  in  der  Form  darstellbar^): 

(23)  ^-a  +  |i|P  +  fi||i'  +  fSl^  +  ...  +f*«l>*  +  fi»+ij»»  +  * 

... 

a  «  1,  2,  . .  ^  1>  —  1 ;    /**  =  0,  1,  . . |)  —  1  (A*  =  1,  2,  . . »); 

Dann  gilt: 
«  iler  iUemst?  Index,  fSr  tlm: 

(24)  ^  (mod,  p),       ^  ^4  (mod,  p)  (h  <  t), 

»  iH  A'^^  —  1  gmm  dmrh  die  t**  Poteitf  wm  p  ieäbar, 

Kunmehr  wenden  wir  uns  wieder  den  ein  besonderes  Interesse  be- 
mspradifladflii  p—1  MlMwewt  mod.  j»*  de«  Mm«  I  so,  dis  n 
ji^  nlatiT  prim  sind,  die  mod  p  inkongruent  sind,  und  fOr  die        —  1 

mindestens  dnrch  p"  teilbar  ist. 

Bekanntlich  sind  die  durch  1,  2,  .  .  p  -  1  repräsentierten  —  1 
Zahlklassen  a,  die  dem  Fermatschen  Satze  genügen:  — 1  =  0 

mod.  p,  gerade  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Kongruenz: 

(26)  «1— »-1  =  0  (mod.  p); 

nadi  Lagrange  wird  dann  ans  der  identisdi,  d.  h.  01r  atte  Werte  x, 
erflOlten  Eongmens: 

(26)  xf-'-l^(x-l)(x-2),,,{x-p'\'l)  (mod.  p) 
unter  andern  der  Wilsonsche  Sats  hergeleitet: 

(27)  1 . 2  •  3  ...(/)-  1)     -  1  fmod.  p). 

Die  Ableitung  von  (26)  aas  (25)  stützt  sich,  abgesehen  von  sU- 
gemein  gültigen  Hülfssätzen  ans  der  Algebra,  ausschlielslieh  auf  den 
arithmetischen  Satz,  dals  die  Differenz  irgend  zweier  der  Woneln 
1,  2, . .  ^  j»  —  1  Ton  (25)  stets  zun  Modnl  p  teilerfremd  isl 

1)  Allgemeiii  lauen  sich,  wie  sofort  zu  veolfiaeren  ist,  die  qp^^).  m  eiaar  in 

ihre  Pnmfäktoren  zerlegten  Zahl  k  ff^^^gfp^  . . .  ttOerfiremdm  ZihlUsMiwi  w- 
ptiMütieren  dorth  den  Antdnick 

und  ^  dieZaUea  1,3, . . j>|  1,  alle  Obrigea'«  aber  die  ZaUea  0, 1,  ^p,  -~  1 
dacehlaafta. 

A««hiT  te  MMhMMlfli  ud  fknik.  ÜLIdlM.  EL  10 
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Pflr  die  p  —  1  Zdhkn  o,  =  a}>\       . . a'p-«  des  Satoes  I  pit 

das  Yollküiumen  Analoge.    Zunächst  sind  sie  die  sämtlicheu  Wuraelu 
der  Kongruenz: 

(28)  3?!»-^  —  1  =  0  (mod.  p«), 

imd  da  die  Differenz  ii^nd  zweier  dieser  Wurzeln  nicht  teilbar  durch 
p,  also  teileriiemd  zum  Modul  p*  ist,  so  besteht,  analog  za  (26),  die 
f&r  alle  Werte  toh  x  ecftUte  Koograenz: 

(29)  a;'-*  -  1  =  (ic  -  ac;))(a;  -  «J))  . . .  (^r  -  atJ»- D)  (mod.  p*): 

SM  a^>,  ai;\,.^aff-^>dieBtpräseiUaMimderp-i2a^ 
lätasm,  /Srilie  0^-1  —  1=0  {ntotL  wirä,  no  leMt  aJk  AMokgm 
mm  Wilsansdim  Satte  (37)  die  Kcrngmens: 

(30)  at;) .  o<f )  . . .  a^P-^  =z  -  1  (morf.  ^)'')  («  =  1,  2,  . . .), 

80  daß  der  WiUonadie  Satt  mmr  als  das  etsk  6Ued  emer  mundUdm 
KeUe  jßieidigdfaiuier  Kongmiaum  erseheinL 

Man  errieht  ferner  sofort  aus  (29),  dab  die  Summe  der  o«,  sowie 

die  Summe  ihrer  Produkte  za  je  2,  3,  . . |)  ~  2  durch  p^  teilbar  ist 

Ailgeinein  gilt  der  Satz: 

IV.  Ist  Si(nn)  eifif  ganze  homogetie  symmetrinciie  Funktion  lirr  a, 
vom  Grade  i,  so  isi  6',  teilbar  durch  p"*,  wenn  i  nicht  teilbar  durch  p—l  ist. 

Für  «  =  1  hat  den  Satz  Herr  K.  Hensel  (s.  diese  Zeitschrift  (3) 
1,  319)  angestellt  und  bewiesen.  Seine  Beweismethode  ist,  wie  leicht 
zn  sehen,  fOr  n  >  1  nicht  mehr  yerwendbar. 

Wir  führen  den  Bewris  mit  Hfllüi  einiger  ^tze  ans  der  A^efan 
der  symmetrischen  Funktionen.  Versteht  man  unter  «i,  c^,  . , «r  ^ 
elementarsymmetrischen  Fonktionen  von  v  Groisen  a^,  o^,  . . so 
ist  jede  ganze  (homogene)  symmetrische  Funktion  Grades  der  a  eine 
ganze  ganzzahlige  Funktion  ^(e)  Grades  der  e;  zugieich  ist  das  Ge- 
wicht von  fi  (e)  gleich  d.  h.  fBr  jeden  Tenn  ^.^.^  . . .  s*"  rtm  f 
ist  l.S|  +  2.£,  +  •  •  +  n.£n  =^  t.  Es  seien  nun  im  besonderai  die  «t, 
also  auch  die  e  ganze  Zahlen^  und  seien  alle  e  ezcL  e«  durch  eine 
ganze  Zahl  k  teilbar,  so  mufs  auch  durch  k  teilbar  sein,  wenn  i 
uicht  teilbar  durch  n  ist.  Denn  m  /•  kann  nie  eine  Potenz  von 
allein,  <  t^v  a  f^,  als  Term  auftreten;  sonst  wäre  das  Gewicht  i  —  »<»,  also 
i  teilbar  ilurch  n,  gegen  die  Voraussetzung. 

Im  obigen  Falle  sind  die  a  vertreten  durch  die  a„  die  Zahl  k 
durch  p*f  womit  Satz  lY  bewiesen  ist 

Königsberg  L  Fr.,  2.  Juli  190t 
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Eamarques  aar  la  thiorie  des  forces  centrales; 

Par  M.  Gtpabissos  St^hanos  a  Äthanes. 

1.  Lonqoe  im  im  plan  XOT  on  etmMm  m  point  mobOe 
(Xf  ff)  sotmuB  &  FaetioD  d'une  force  acc^^trice  iasue  d'on  point  fixe 

(Xi,  tfi),  les  composautes  de  cette  force  sont: 


 ^(y-yt) 


X  y   -~  y  X 

X  —  x\  x' 


X  y 


v'x" 


tt 


3  > 


T 

V  —  Vi  -  y 

les  derivees  x',  y' ,  x",  y"  etant  prises  par  rapport  ä  uue  variable  in 
dependante  quelconque  et  ia  constaute  (des  aires)  c  etant  teile  qne: 

(« — «,)<ff  —  (y  —  s^O^*«  — 

Si  maintenant  ia  trajectoire  du  mobile  a  poor  equation  f{x,  y)  ==  0, 
on  doit  aToir: 


x'y"  -  y'x"   ^  f.Jl-n^tfxf.^-f.rPx 

'    [v*  -  ^JA  +  (y  -  yi)/.J" 


X^ ,  X 


etant  pos^ 


/ii»  /ii»  /jt  -         lla^»  ^/t)/"- 
On  arrive  ainsi  ä  cette  expreesion  invahaate  reiuarquable: 


a:  -  x, ,  X 

y-iTi.  ir' 


 H 


et  ^  la  d^mee  |^  (dana  iesquellee  on  .deTia  faire  eusuite  £  =  1). 

10* 
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Ctpasiuos  St^pbamos. 


Loraqne  le  point  (a\f  y^)  s'eloigne  a  Tinfiiii  sur  la  droite  ay  —  hx  =  % 
les  compoBantes  de  la  force  aeeS^nthoe  du  point  (x,  y)  deTieimeiit 

Si  ia  ( ()url)e  donnee  est  une  coniquc,  //  se  reduit  u  nne  constant« 
et  les  fonnnles  precedentes  conduisent  aiseiiiLiit  mix  divers  resnltate 
connus^),  relatifs  an  mouvement  sur  nne  oonique  d'un  point  sollicit^ 
par  une  force  centrale,  ou  bien  par  une  force  ajaut  une  direction  fixe. 

2,  Si  an  point  mobile  (pCf  y)  est  soomlB  k  une  force  iesne  d'on 
point  fixe  {zi,  ff^  et  teile  qne: 

oü  k  desiLi;!!»  une  conatimte  et  cn  une  fonction  de  w  et  les  courbes 
decrites  par  ce  point^  sous  diverses  conditions  initiales,  ont  pour  equ»- 

tion  diffiteitielle  celle  obtenne  en  41iminant  la  constante  -]  de  l'eqiietioa: 

aJ'y"  —  y'«"  * 


y-yi«  y' 

Reciproqueraent^  il  est  clair  que,  si  T^uation  difierentielle  obtenoe 
en  ^Ümiuani  iuä  constantes  a  et  6  de  requatiou 

A«,  Ä  «»  ^  «)-o 

est  de  la  forme 

^9  ^    ,~    =  C  (D, 

e'  d^ignant  une  conetante,  fonction  de  ^  et  «o  uno  fonction  de  x  et 
les  oonrbes  /'=»  0  penvent  dtre  consid^r^a  comme  lea  trajectoires  d'nn 
point  aoUieit^  par  une  force  eetiitrale  teile  qne 

et  cela  quelle  que  aoit  la  constante  L 


1)  Voir  les  uotes  de  MM.  Darbouic  et  Ralphen  dans  le  tome  84  des  C-ompt#* 
Kendus  de  Fariu  (1S77),  aimi  nne  l  arücle  de  M.  Appell:  Sur  l'homographü  e» 
ntieamque,  inaM  daiis  le  tome  Xn  de  FAiuerican  Jonnial  (1890). 

(Pour  compl^tat  la  Mbliognphie  relatiTe  an  mget  traittf  par  M.  St^liatiwi. 

noua  ajoutons  ces  titrea:  6.  Battaglini:  ««Nota  ral  movimento  per  iina  linca 

ordine".  Atti  dei  Lincei  (8)  2,  211—212  (1877)  —  J.  Bertrand:  Note  *ur 
im'  Probleme  de  mecanique.    C.  E.  13—15,  1894.  —  A.  Potier:  Note  «ai 

an  Probleme  de  mäcaoiqae.   C.  fi.  112,  102—104,  1894.  R^d.] 
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3.  Consid^rons^  por  exemple,  les  divefseB  iransform^  d*ime 
mime  coorbe  f{Xj  y)  0,  par  deB  homologies  ayant  poiir  centre 
l'origine  d«  eoordonn^  0.   Si  en  r^lyant  par  rapport     g  l'equa- 

tion        ,  f ^  =  0  on  obtient  z  =  "j/^fr,  y),         y)  d^signant  ime  fonc- 

üoü  homogene  de  second  degre  de     et  jf,  requatiou 

ax  +  hif  +  c  —  V^Pi^f  y) 

representera  les  diverses  tnwsformees  de  ({x,  y)  =  0  par  les  homologieB 
en  question. 

L'eliinmation  de  a  et  2»  de  i'eqaAtion  prec^dente  condnit  mainte- 
nani  a  T^nation  diffärentieUe  suTaiite: 

c{x'y"  -  y'x")  =  ixy'  -  yx'){x'*^^  +  2a:y~^  +  y''^)/9fe  3^)/ 
•oii 

etant  poee  ^ 

/a«    a*  a»\ 
9iu      9m  -       gjaji  Ijijy- 

Lea  courbes  en  question  peuvent  donc  etre  consid^rees  comme  les 
trajeotoires  d'un  mobile  soomis  ä  Taction  dune  force  issue  du  point  0 
et  teile  qne: 

Qu  remarqne»  en  particiüier  le  cas  od  9  est  im  polynöme  du 
seoond  degr^  +  2Bzy  +  Cf^.  On  obtient  alon  dee  coniqnes  tan- 
gentee  aux  deux  droiies  9  »  0.  Si  9  » jC*  -f  oes  coniquet  ont 
rorigine  0  eomme  foyer  eommun,  et  ]a  force  oenttale  rait  dane  oe  cas 
In  loi  d'attraotion  de  Newton. 

Des  propri^t^  analof^^  ont  evidemment  lien  pour  les  transfor- 
raee*'  d'une  coiirbe  par  des  homologes  ayant  comme  centre  un  point 
fixe  quelconque,  püuvant  meme  etre  ä  rinüni. 

Cette  propriete  des  transforrnees  d'une  conrbe  par  des  honiologicö 
ayant  liii  c*mtre  fixe  a  ete  d  abord  obtcnue  par  M.  Darboux  (ioc.  cit.), 
ä  l'aide  de  coordonnees  polaires. 

4.  La  seconde  proposition  du  2  pent  etre  compl^tfo  oomme  il  auit: 
Si  requation  difiTerentielle  obtenue  en  äiminant  a  et  &  d'une  ^na- 

tion  fipHf  y,  0^     «)  »  0  est  de  la  foime 

y-yi»  y' ! 
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t'  etant  ime  constante,  fonction  de  efc  c}  uae  fonction  de  x  et  let 
courbes  /'  =^  0  ne  peuvent  dtre  coiund^rees  comme  les  tr^jeetoires  d'un 
point  {^^  y)  BoUmÜ  par  nne  foree  däpendsnt  Beulement  des  ooordonneeB 
(x,  sOi  mani^  qni  eonnsto  ä  admettre 

quelle  que  soit  du  resie  la  constante  A*. 

PoTir  d&noutarer  cette  propriete,  remarquonB  d'abord  qu'elle  a  lieo 
dana  le  cas  ot  a  —  0,  aoit  x'y"  —  y'x"  ="  0,  lea  tnyectoirea  en  qiies- 
tion  stallt  alon  des  dioites. 

CoBflid^iis  maiiiteiiant  r^iiaiion  düSfreotielle  dea  eourbea  dMtea^ 
8011B  diTezaea  eonditioiia  initiales,  par  un  point  mobile  aoUidt^  par  one 
foice 

X  =  x(a^,  y),  r=^(x, 

ne  dependant  que  des  coordonn^s  du  point  (x,  y\  Cette  equation 
differeutielle  sera  obteuue  eu  eliminant  t  eutre  les  deux  equatioos: 

QU  encore  entre  cellea-ci: 

x'y"  -  y'x"  -  t'\x'^  -y'x)f 

oft  lea  d^T^  x\  x*\  y\  y",  i\  i"  aont  priaea  par  zappoii  i  nne 
Tariable  independante  qaeLconqne.  On  obtient  aiiisi 

x'y"  —  y'x"  x'-V»  —  y'z 

Cette  equation  difft^TentieUe  devant  cofneider  srec  Täqnation: 

x'y'"  -  y'a?-  _  „(.r  -  -r^jy"  -  (y  -  y,)x-  ,  ^  gx     ^  äy 
X  y   —  y  X  (x  —  Xjjy    —  (y  —  yj)»  •  ' 

obteone  par  I'^limiiiatioiL  de  e'  de  F^uation 


x'y"-y'x"^cT~^''  ^ 
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il  £Mit  qae  Ton  ait  les  idanldt^ 

-  y"l  _  (X  -  x,)y"  -  (SF  - 

«'  ♦  —  yHt    («  -  «i)ir'  -  (y  -  y,)«'  * 

qoellM  que  soient  les  valeiira  de  y\  x\  y". 

La  premiere  de  ces  identitds,  pouvant  Stre  ^ite  comme  11  suit 

exige  8oit  que  Tod  ait  x' ij"  —  y'x"  —  0 ,  ce  qui  corretpond  au  caB 
d^jä  eonsid^f^  oü  leg  tnyecfcoires  doim^  sonfe  dea  droitea,  soii  qua  Ton 
ait  identiqnemeiit: 

t     ^  t 

c'eet-a-dire 

A  d^ignant  ane  fonction  de  x  et  y. 

Si  1*011  remplace  maintenant  ces  valeurs  de  et  ^  dans  la  seconde 
des  identites  prec^entes,  ou  obtient: 

,dSl  .     .da        ,dm  ,  ,dm 

—  — —        —  ■ 


Getie  lelation,  devaat  ausai  eiare  uae  identit^y  montre  qne  Ton  doit 
avoir 

k  dAiignant  une  oonstante. 

Aimi  se  tronye  difmontiie  la  propositioiL  ^ono^. 

On  peat  conBidlrar  comme  caa  paiiieiiüer  de  cette  propotition  un 
r^aoltat  dtl  k  Bertrand  (Gomptes  Bendne,  t  84),  maia  obienu  par 
une  analyse  diffiirente^  eelm  relatif  an  systöme  de  ooniqnea 

ayant  ponr  foyer  comman  le  point  (x, ,  y,).  Voici  ce  que  Bertrand 
dit  a  ce  propos:  <'Si  Kepler  nuvait  deduit  de  robservation  (|u'mie  scule 
de  ses  lois:  Lrs  i)In}}i'fcs  decrivent  (h's  cUipses  doni  le  Solcil  occupe  U 
foyer,  ou  aurait  pu,  de  ce  seul  resultat  erige  en  principe  general,  con- 
clure  qne  la  force  qui  les  gouverne  est  dirigee  vers  le  Soleil  et  iiiver- 
sement  proportionnelle  au  carre  de  la  difltance.» 
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5.  BemttrqQoiiB  enfin  qae  Toxi  peat  d^ontreri  d*une  nuai^  au- 

logue,  cette  proposition  pIuB  generale: 

Les  (ÜYerses  courbes  que  peut  d^tnire  un  pomt  (x^  y)  solliciie  par 
une  force 

ne  d^pendant  que  des  coordonnees  du  point  (j-,  y),  ne  peuTent  coYik  ider 
avee  les  tnjeetoires  d'im  point  {x,  y)  soUicit^  par  une  autro  foice 
anaLogae 

que  si  Ton  a: 

h  d^ignant  ime  eonstanie. 

Athene«»^  3  uuurs  1901. 
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Von  £duard  Janisch  in  Prag. 

Dai's  solche  sechs  Punkte,  wie  sie  in  Theorem  ^"  auf  S.  178  in  (3)  1 
ilieser  Zeitschrift  auftreten,  überhaupt  auf  einem  Kegelschnitte  liegen, 
ist  ohne  weiteree  zvl  ersehen;  detui  sie  sind  zu  zweien  zentrisch- st nime- 
ferisch  inbezug  auf  den  angegebenen  Mittelpunkt.  Liefet  speziell  der 
Punkt,  von  dem  Lote  auf  die  Seiten  des  iJreieeks  gefällt  werden,  auf 
dem  Umkreis,  so  zerfällt  der  Kegelschnitt  in  die  doppelt  gu  eäJilende 
SimsofUmk  (Wallaeelinie)  des  Punktes. 

Der  in  Rede  stehende  Satz  bleibt  auch  aufirecht,  wenn  an  Stelle 
des  Hdhensdbnittes  ein  beliebiger  Punkt  triti^  die  Höhen  durch  die  nach 
diesem  Punkte  gezogenen  Ecktransrersalen  ersetst  und  an  Stelle  der 
Lote  auf  die  Seiten  Paiallele  zu  diesen  Ecktransrersalen  eingeführt 
werden.  Es  giebt  dann  ebenfaUs  eine  dem  Dreiecke  umschriebene 
Kure  2.  Ordnung  (eme  Ellipse),  f&r  deren  Punkte  die  durch  sie  ge- 
legten Parallelen  zu  den  Ecktransversalen  Fufspunkte  auf  den  Drei- 
ecksseiten liefern,  die  in  gerader  Linie  liegen.  Die  Enveioppe  dieser 
Geraden  ist  ersichlluii  eine  Affine  der  Steinerachin  HypocyMoide. 

Die  punktweise  Konstniivtinn  der  erwähnten  Kurve  2.  Ordnung 
bietet  kerne  Schwierigkeiten.  Nehmen  wir  »Mn«'  beliebige  Gerade  Q,  an, 
welche  die  Seiten  BC,  CA,  Aß  des  BeziiL^  ^h  eiecks  in  den  Punkten 
5?,  C£  trifft,  nennen  wir  S  den  V<'rtreter  des  Hohenschnittpunktes, 
und  ziehen  wir  folgeweise  dnrch  %  !ö,  die  Geraden  a,  b,  C,  die  sich 
zu  zweien  in  9?,,,  schneiden  mögen,  so  laufen  die  drei  Geraden 
v49q,  B^Qy  6'(S„  durch  einen  Punkt  T  jenes  Kegelschnittes.  Dai's 
die  3  Geraden  durch  einen  Punkt  T  gehen,  ist  sofort  zu  ersehen; 
denn  sie  sind  die  Kcdlineationsstrahlen  für  die  zwei  perspektiTen  Drei- 
ecke ABC,  Sto^o^»  deren  KollineationBachse  g  ist.  Dreht  man  nun 
S  etwa  um  9t,  so  labt  sich  leicht  nachweisen,  dafs  der  Bflschel  (g) 
ptojektiT  ist  mit  den  Büscheln  der  Strahlen  JB^d^,  C<So-  Das  Erzeug- 
nis der  letsteren  —  der  Ort  Ton  T  —  ist  mithin  ein  Kegelschnitt, 
dem  die  Ptnkte  A,  B,  C  angehdran. 
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Geuau  dieselben  Schlulsfolgeruiigen  gelten  aber  auch,  wenn  wir 
noch  weiter  Yeraügemeineni  und  yerlangen:  Es  soll  der  Ort  der  Punkte 
T  gesucht  werden,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die  Schnitt- 
punkte der  Seiten  BC,  CA,  AB  des  Dreiecks  ABC  mit  den 
durch  solch  einen  Punkt  gezogenen  Parallelen  zu  den  Seiten  B  C\ 
ö' A\  A'B'  einee  sweiten  Dreiecks  A'B'C  jeweils  in  einer  Qeraden^ 
liegen.  Der  Ort  yon  T  wird  auch  hier  ein  dem  Dreiecke  ABC  um- 
schriebener Kegelsehniit  sein  und  die  Einhüllende  der  g  eine  Knrre 
3.  Klasfle,  welche  die  nnendlich  ferne  Gerade  zur  Doppeltaagente  be- 
ritzt.  Über  den  beeonderen  Fe]],  dafo  die  Eoken  des  Dreiedn  A'I^C' 
der  Reihe  nach  identisch  sind  mit  den  Ecken  A  (oder  C,  A^Bj 
des  Dreiecks  ABC,  wird  der  Yer&sser  in  dieser  Zeitschrift  einen 
lingeren  Anfsats  Teröffentlichen. 

Prag,  10.  Juni  1901. 
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Notiz  EU  meinem  Anfsatze^): 

„Über  die  Giltigkeit  dea  Draperscheii  Gesetzes^ 

Von  0.  LuMMEB  in  Ckarlotienburg. 

In  meinem  oben  genannten  Aufsatz  habe  ich  «las  Drap  ersehe  Gesetz, 
demgemäl's  alle  festen  Körper  bei  derselben  Temperatur  7n  lenchten  be- 
^imien,  als  anf?iltig  erwiesen.  Unmittelbar  nach  dem  Ersrln-inen  des 
Aufsatzes  fiel  mir  eine  Arbeit")  neueren  Datums  in  die  Hände,  m  der  auf 
Gnind  sorgfältiger  Versuche  von  neuem  jenes  Gesetz  bestätigt  und  die 
niedrigste  Leachttemperator  des  blanken  und  des  beroTsten  Platins  za 
etwa  :'>70'^  C  angegeben  wird.  Es  sei  mir  gestattet,  ganz  knrz  auch 
diese  lieeultate  als  einen  Tragschluls  nachsuweisen^  der  dnrcb  die  Un- 
kenntnis des  schwarzen  Körpers  henrorgemfian  ist. 

Zonacbst  revidiert  Gray  die  schon  Yon  Draper  angewendete 
Fonnely  nm  ans  der  Anadehnong  des  Platins  anf  seine  Temperator- 
indening  zn  sehlieTsen.  Dadnrch  bringt  er  die  von  Draper  beobachtete 
Temperatur  (525^0)  der  ersten  Qlnt  mit  der  von  ihm  beobachteten 
(370**  C)  in  genügenden  Einklang. 

Gray  findet,  dafs  je  nach  der  Helligkeit  im  Beobaehtungsranm 
(Morgens,  Ifittegs  and  Abends)  die  Temperatur  der  ersten  Glut  variiert. 
Systematische  Versuche  über  den  Einflnfs  der  Ermüdung  des  Auges 
auf  jene  Temperatur  ergeben,  dals  ein  im  (hmklen  Zimmer  (bei  Nacht) 
ausgeruhtes  Auge  die  erste  Glut  schon  l)ei  370^  C  bemerken  kann. 
Diese  Temperatur  geht  weit  unter  die  von  H.  F.  Weber  und  Emden 
(vergl.  meinen  vorigen  Aufsatz  S.  85)  an  (ilühlampenkohle  i/eoOHchtete 
(42<^  C)  herab,  von  deren  YerRuchen  der  Verf.  keine  Kenntnis  bat. 
über  die  Farbe  dieser  ersten  Glut  wird  nichtn  7Tiit«^eteilt. 

Uns  interessiert  hier  vor  allem  das  merkwürdige  Resultat:  j^hat 
the  minimum  temperature  <4^  visibility  is  the  same  for  a  brigJU  jyolished 
metaUic  surf'ace  as  for  one  covered  wUk  lampUack,  füthough  the  it^ 
tengUy  cf  Uie  radMon  in  the  kno  eaaea  moff  be  differenL" 

1)  0.  Lummer:  Äxchiv  dor  Math.  u.  PhyB.  (3)  1  p.  77—90. 

2)  P.  L.  Gray:  „The  Miuimum  Temperature  of  Visibility."  Proceed.  ol 
£oy.  Soc  Bd.  IS  p.  122—132,  1894—1896,  London. 
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* 

ThatflScbHcli  ist  die  Slia:Bb}aDg  eines  blanken  und  benifitoi 
Platinblechs  sehr  yerschieden  grofs,  und  in  meinem  Torigen  Artikel 
Labe  ich  gezeigt,  dafs  zwei  so  yenchiedene  Strahler  notwendig  bei 
verse^iedenen  Temperataren  Über  die  Schwelle  schreiten  Ob- 
wohl  P.  L.  Gray  Ton  seinem  Resultat  selbst  sagt  ;,This  resoh  may  at 
first  be,  to  some,  nnezpected",  glaubt  er  doch  dasselbe  a  priori  als 
möglich  nachweisen  zu  kdnnen;  denn  er  fährt  fort;  „but  a  little  consid- 
eration  will  show  that  it  might  haye  been,  a  priori,  anticipatetl". 

Die  versuclite  Erklürun<jj  ist  über  irrig,  ebenso  wie  das  Resultat. 
Draper  kam  /m  seniein  Gesetz,  indoDi  er  die  verschiedeuen  Substanzen 
in  einem  (jlncliteinj^riertm  Hofäraum  (Flintenlanf)  erhitzte.  P.  L.  (iray 
erMlt  ähnliclie  Resultate,  indem  er  das  straiiiende  Platinblech  mit 
einem  kastenförmig  gebogenen  Messingblech  umgiebt,  um  es  vor  Zutr  *'t<\ 
zu  schützen.  Eine  solche  Versuch sanordnimg  wird  freilich  keinen  groisen 
Unterschied  in  der  (Jlübteniperatur  des  Platins  z<:'i«^en,  gleichviel  ob 
das  Platinblech  spiegelnd  oder  geschwärzt  ist.  Denn  der  Beobachter 
erhält  in  beiden  Fällen  nicht  nur  die  reine  Platin-  oder  Kuüsätrahlang, 
sondern  aufscrdmi  die  an  dm  Wänden  des  Messingkasiens  zwn  PUsthh 
bkeh  mrüchjeworfene  „erborgte"  Zahlung.  Ein  im  yollkommen 
spiegelnden  Hohlraum  befindlicher  Strahlungskörper  yon  der  Tem- 
peratur T  liefert  sogar  nach  Kirchhoff  die  yollkommen  „schwane^ 
Strahlung  dieser  Temperatur. 

Wollte  Gray  die  Uimkt  Platinstrahlung  beobachten,  so  hütte  er 
notwendig  den  iTosfe»  schwaraen  müssen,  damit  jede  erborgte  Strahlung 
ausgesehlosaen  worden  wäre.  Im  spiegehiden  Kasten  mulslen  die 
Unterschiede  zwischen  blankem  und  berufstem  Platin  wenigstens  nahexu 
yerschwinden. 

Im  Einklang  damit,  dals  Gray  die  Strahlung  des  annShemd 
schwarzen  Körpers  beobachtet  hat,  steht  auch  sein  Resultat,  daJs  das 
Leuchten  schon  bei  370**  C  beginne.  Bei  gut  im  Dunkeln  ausgemhtem 

Auge  konnte  ich  bei  so  niedriger  Temperatur  nur  den  absolut  schwarzen 
Körper  leuchten  sehen  und  zwar  nur  bei  peripherer  Beobachtung  mittelst 
der  Stäbehen,  da  die  erste  Glut  die  von  den  Netzhaütj>/ä6c^«*n  ver- 
mittelte, sogenannte  „drauglut"  ist  (rergL  meinen  vorigen  Artikel). 

Charlottenburg,  15.  Juli  1901. 


Digitized  by  Google 


Die  Qesetze  der  schwarzen  Strablnng  und  ihre  praktisehe 

Verweiidimg. 

Von  0.  LuMMEB  in  Charlottenburg.  ^) 

EinlAltnngf:  Ffir  die  gasfönnigeii  Körper  mit  diBkontumierliclien 
Spektren  hat  man  schon  aiu  der  Qualiföt  der  Strahlung  wichtige 
Schlüsse  ziehen  k5nnen  (Spektralanalyse).    Bei  den  kontinuierlichen 

Spektren  der  festen  und  flüssigen  Körper  sind  quantitative  Messun<(eu 
erl'orderlicli,  um  überhaupt  Unterschiede  im  Strahl ungscharakter  nach- 
weisen zu  können. 

Im  folcreuden  beschränken  wir  uns  auf  die  l>t  ti  achtung  der  reinen 
lemiK  /  nfii!  >(>  'üilunt/,  welche  vollkommen  brkauüt  ist,  sobald  umn  die 
Strahlungsenergie  als  lunkUon  von  WdlenUaige  und  Temperatur  dar- 
stellen kann. 

Zwei  allen  festen  und  flüssigen  Körpern  gemeinsame  Strahlongs- 
eigenschaften  bieten  sich  ohne  weiteres  der  Beobachtung  dar: 

1.  Die  Strahlungseneigie  steigt  mit  der  Temperatur  rasch  an  und 

2.  die  spektrale  Verteilung  der  Ene  rgie  (Farbe)  ändert  sich  mit 
der  Temperatur  so,  dals  mit  steigender  Temperatur  die  ralatiTe  Inten- 
sität der  küneren  Wellen  zunimmt 

Die  alteren,  an  beiiehig  herausg^riffenen  Kdrpem  unternommenen 
Yenmche  konnten  m  keinem  Strahlungsgesetsse  von  gmat^l/er  Bedeutung 
führen^  da  diese  C^etae  yon  Körper  zu  Körper  yariieren.  Dies  ist  bis 
in  die  neueste  Sidt  häufig  aulser  Acht  gelassen  worden,  wiewohl 
Kirchhoff  schon  im  Jahre  1800  ausgesprochen  hat,  daTs  Strahlongs- 
gesetze  von  generdler  Bedeutung  nur  für  einen  Kdrper  yon  besonderer 
Art  zu  erwarten  sind,  den  yon  ihm  bei  der  Herleitung  seines  Gesetzes 

1)  Dieter  AuAati  iit  alt  eine  Folge  det  frOheren  Artiktlt  ,,Ober  die  Qiltv- 
keit  det  Draperfohea  Getetxet**  ni  betoiehteii.  Der  Verf.  giebt  hierin  auf  Er- 
■ncfaen  seitens  der  Bedaktion  eine  erweiterte  Darstellung^  der  neueren  in  seinem 

Rapport  ,,Stir  le  rayonnement  des  corps  noirs''  ini'«l<T;^ek'j;ten  ErgflniisH»*  unt^r 
Hinrafüffung  der  inzwischen  von  ihm  und  Herrn  l'ringsheim  gfwonneneu 
neuesten  Kesultate  über  die  Temperaturbesümmung  hocherhitzter  Körper. 

Die  Bedaktion. 
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Aber  Absorption  und  Emission  theoietiseh  definierten  abadhii  sdnwarem 
Kdrper.  Dieser  ist  dadorch  charakterisiert,  dsüb  er  ,fitle  iSSfraAfen,  <2ie 
auf  ihn  faUm,  vdUkommm  absorbierif  also  Strahlen  weder  reflektiert,  noA 
hindurchläfst"   Kirchboff  spricht  es  ancb  ans,  dafs  die  Funktion, 

welche  die  Energie  des  schwarzen  Korpers  in  Beziehung  zn  Wellen- 
länge und  Temperatui  setzt,  unzweifelhaft  von  einfacher  Form  ist,  wie 
a^le  Funktionen  es  sind,  die  nicht  von  den  Eigenschaften  einzelner 
K()rper  abiiäagen,  und  fügt  hinzu,  dafs  erst,  wenn  auf  experinientelleu] 
Wege  diese  Funktion  (gefunden  ist,  die  ganze  Fruchtbarkeit  seines  Satzes 
sich  zeigen  werä^    Dieser  Öatz  lautet: 


wo  El  und  Ai  das  Emission»*  wid  Absorptionsrermdgen  eines  beliebigen 
K(Krp6rs  und  ei  das  EmissionsvennOgen  des  vollkommen  sehwsnen 
Körpers  flir  die  gleiche  Temperatar  nnd  dieselbe  WellenlSnge  bedeuten. 

Kennt  man  also  die  Strahlung  des  schwarzen  Körpers  als  Funktion  von 

Wellenlänge  und  Temperatur,  so  .^uai  dadukrch  die  Strahlunysyc^cise  für 
alle  diejetiigen  Korjyer  bekannt,  deren  Ahsorpiionst  crnwgen  (henfaüs  als 
Funktion  von  Wellenlänge  und  Temperatur  gegeben  ist.  Experimentell 
einfacher  dürfte  der  iinißfekehrte  Weg  sein,  durch  Jie  Untersuchung 
(1hi  Strahlung  emee  Körpers  mit  Hülfe  der  Kenntme  von  c  auf  die 
Abs  )i[)tion  A  zu  schliefsen. 

1.  Das  Stefan-Boltzmannsche  Strahlnngsgesetz.  —  Auf  Grund  des 
bis  1879  vorliegenden  Beobaohtungsmateriak  hat  Stefan')  das  nach 
ihm  benannte  Strahlungsgesetz  angestellt,  dafia  die  Oemmtsllrßhlmtg 
emes  ESrpers  prcporthmil  ist  der  vierten  Fateng  seiner  absoUiie»  fym- 
peratur.  Dieser  Sat^  von  dem  Stefan  irrtllmlidi  glaubte,  da&  er  4is 
Strahlungseigensdiaflan  so  TerBchiedener  K5iper,  wie  Bufiiy  Fiatin,  GUaa 
etc.  darstellte,  erlangte  seine  wabre  Bedeutung  erst,  als  Boltsmaiin 
auf  theoretisehem  Wege  das  gleiche  Geeets  fOr  den  veBkommen  sdmiarmm 
Edrper  abgeleitet  hatte.  ^ 

a)  Theorie  von  JL  BolJt»mam,  —  Nach  der  elektromagnetisohen 
Lichttiieorie  fibt  dn  Strahl  auf  die  Flicbeneinheit  bei  senkrechter  In- 
cidenz  einen  Druck  ans,  welcher  gleich  ist  der  in  der  Volumeneinheit 
in  Oestalt  dieser  Strahlung  enthaltenen  Enei^e.  Nach  Analogie  einer 
in  der  kinetischen  Gastheorie  üblichen  Schlufsweise  wird  gefolgert,  dafs 
in  einem  Würfel  mit  gleichtemperierten  Wanden  auf  jede  Würfelfläche 

1)  J.  Stefan,  Sitnuigsber.  d.  k.  Oesellsch.  d.  WitMuck.  zu  IVien  ^2)  79« 
891^18.  1879. 

9)  L.  Boltxmann,  Wied.  Ann.  88,  8*1  ff.  und  291^994,  1884. 
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ma  em  Driilel  der  gesamten  Strablen  drttokflnd  wirkt.  In  einem  solchen 
Bnme  ist  musli  Eirehboff  die  Stnhlangsdichtigkeit  die  eines  scktcargen 
Körpers  nnd  die  Strahluuv^'^enei^e  eine  blofse  Funktion  der  Temperatar. 

Ist  die  Gesamtstrahlung  in  der  VolmueiieLiilieit  gleich  ifit),  so  wird  der 
Atherdruck  f\tj  auf  die  Flächeneinheit: 

Bartoli^)  batte  einen  EreiBprosefii  ausgedacht,  dnxoh  den  er  die  Existenz 
des  Atberdracks  in  einem  dnrehstrahlten  Raune  als  Folge  des  sweiten 
Hauptsatzes  der  mechanischen  W&rmetheorie  erweist.    Die  Existenz 

und  die  Gröfse  des  Atherdrucks  folgert  ßoltzmunn,  wie  oben  erwähnt, 
aus  der  elektromagnetischen  Lichttheorie *,  den  Bar toli sehen  Kreis- 
prozefs  benutzt  er,  um  /wischen  dem  Atherdruck  f(t)  und  der  Strah- 
lungseuergie  ^  i^t)  des  schwarzen  Körpers  eine  quantitative  Beziehung 
abzuleiten,  Yon  der  Form: 
(21  tdf  -  fdt  ^  ifdt, 

Uit  Hfillb  der  Formel  (1)  folgt  somit: 

welche  Gleichung  dmrch  Integration  giebt: 
(3)  if  >  oonsi  e*. 

Hier  bed«^'utet  t  die  absolute  Temperatur;  die  In t<*grat ionskonstante  ist 
gleich  ^\\\\  gesetzt,  d.  h.  es  wird  fni<?pnommen,  dafs  für  den  absoluten 
Nullpunkt  die  Strahlung  des  schwarzen  Korpers  gleich  Null  ist.  Das 
Stefan-Boltzmannsche  Gesetz  wollen  wir  in  der  Form  schreiben: 

(I)  8^^Edl^WDsLI\ 

wo  S  die  Gesamtstrahlnng  und  E  die  zur  Wellenlänge  k  gehörige 
SMilmig  des  schwanen  ESrpers  von  der  absoluten  Temperatur  I  be- 
deutet 

b)  Vmndie  von  0.  Lmmer  und  E,  FrmgMm*  —  Die  Prfifimg  des 
Stefan-Boltzmannschen  Gesetzes  scheiterte  lange  dann,  dals  keine 
schwaizen  Kdrper  bekannt  waren,  welche  ^^Strahlen  weder  reflektieren, 
noch  hindurehlassen".  Erst  als  die  von  Eirchhoff  aas  seinem  Gesetze 
gefolgerte  chaxakteristische  Eigenschaft  eines  ^eichtemperierten  Hohl- 
moms  (vergL  den  Aufsatz  p.  164  und  E)  erkannt  und  benutzt  war, 


1)  Bartoli:  „Sopra  i  movimenti  prodotti  dalla  Ince  e  dal  calore".  Le  Mon- 
fiier  1876.   Vergl.  auch  L.  Boltzmann.   Wied.  Abb.  22,  31.  1884. 


Digitized  by  Google 


160 


0.  LtniMKB; 


um  die  Struhlung  des  srliwar/on  K<3r|)«»rs  mit  grofser  Aiinühenmg  auch 
bei  den  höchsten  Teuipeiatureu  zu  verwirklichen*),  konnte  eine  ei- 
perimentelle  Prüfung  vorgenommen  werden,  welche  ich  mit  W.  Wien 
be^Taiin  und  mit  E.  Frings  he  im  diirrlitiilirte.  Wir  bedienten  uns  zu 
dieM  iu  Zwecke*)  metallischer,  innen  fi;i'schwiir/ter  ll(jlilk(jrper,  aus  deren 
Innerem  die  Strahlung  durch  eine  Üttuung  der  Wand  nach  aussen  ge- 
langen konnte.  Es  zeigte  sich,  dafs  thatsächlich  innerhalb  des  beobachteten 
TemperaturintenraUs  tou  100®  bis  etwa  1300®  C  die  Gesamtstrahlung  irnt 
grofser  Annahenuig  zur  yierten  Potenz  der  absoluten  Tempeiatar  foH- 
schreitei 

In  unserer  damaligen  Publikation  liatten  wir  die  thermoelektrischen 
Temperatozmessmigen  anf  das  Ton  Hol  bor  n  und  Wien*)  an  das  fiis- 
Pyrometer  angeschlossene  Le  Chateliersehe  Noimalelement  iMOgen. 
Nachdem  nunmehr  die  Temperatarskala  ron  Holborn  and  Day')  bis 
11&0<^  C  mit  dem  ^f^ieXsfo/fthermometer  nea  festgelegt  und  darftber 
hinaas  mittels  Eztnpolation  an  die  thermoelektrische  Eraft  des  Thsmo- 
elementes  angeschlossen  worden  ist,  haben  wir  die  damals  gemMSSM 
Temperataren  auf  die  neue  Skaia  umgerechnet  Die  so  umgereehnsten 
Resultate  sind  in  der  folgenden  Tabelle  wiedergegeben. 


I. 

TL 

ni. 

IV. 

V. 

TL 

Nr. 

Schwaner 

Abs.  Temp. 

Bedunert. 

C.  lO" 

Abs.  Teup. 

T.beob. 

Kdipet 

beobachtet 

Attssohlag 

beredmet 

-T.b». 

1 

Siedetopf 

373,1 

156 

127 

374,6 

-1^ 

2 

Salpeterkessel 

492,5 

638 

124 

492,0 

+  0,5 

3 

» 

723,0 

3320 

124,8 

724,3 

-1,3 

4 

n 

745 

3  810 

126,6 

749,1 

-4,1 

5 

810 

5150 

121,6 

806,5 

-  3,5 

868 

6  910 

123,3 

867,1 

+  0,9 

7 

Ghamotteofen 

137B 

44  700 

124^ 

1379 

~1 

8 

n 

1470 

57400 

123,1 

1468 

+  2 

9 

n 

1497 

60600 

120,9 

1488 

+  9 

10 

n 

1585 

67800 

122,3 

1531 

+  4 

Mittel  123,8 


In  ihr  ist  A  der  mit  dem  Bolometer  und  GalTanometer  gemessene 
und  auf  die  Klappentemperatur  17^  0  (290^  abs.)  reduaierte  AossehJag 


1)  W.  Wien  U.  0.  Lummer.  Wied.  Ann.  56.  451—456.  1896. 

2)  0.  Lummer  u.  E.  Pringeluim,  Wied.  Abu.  68,  ;^95— 410.  1W7. 

3)  L.  Holborn  n.  W  Wien,  Wied.  Ann.  47,  121.  1882. 

4)  L.UolborauiidA.Da7,Wied.Aim.69,äl7.1899iAiin.d.Fli7».2,M>&. 
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und  T  die  zu^horige  absolute  Temperatur  des  schwanen  Edrper«;  es 

folgt  also  C  nach  dem  Stofauschen  Gesetz  aus  der  Gleichung 

il  =  C7(r^-290*). 

Die  so  gefandenen  Werte  Ton  C  nndtipliziert  mit  sind  in  Kolonme  IV 
«ngegebeo.  Mit  dem  Mittelwert  Ton  C  ist  ans  der  obigen  Gleichung; 
T  berochnet  nnd  in  Kolumne  V  eingetragen  worden.  Die  Zahlen  der 
Kolumne  VI  zeigen^  dafs  sich  die  Abweichungen  der  Resultate  rom 

Stefanscheu  Gesetz  scliou  durch  rehitiv  kleiuo  Fehler  in  der  Temperatur- 
bestimtiiuug  würden  erklären  lassen.  Der  kleine,  bei  Benutzung  der 
alten  Tempemturskala  beobachtete  Guug  in  der  Abweichung  vom 
Stefanschen  Gesetz  fällt  bei  der  neuen  Skala  ganz  fort. 

Unsere  V^ersuche  l  estliiiL:! n  somit  nicht  nur  die  liichtigkeit  des 
Stefanschen  Gesetzes,  sondern  unter  VoraHssd::ang  dirses  Gcstdzes  luitten 
sie  sogar  dazu  dienen  können,  eine  waio'schemliche  Korrektion  für  die 
ältere  Temperaturskala  atif zustellen. 

Diese  Versuche  boten  auTserordentliche  technische  Schwierigkeiten 
dar,  da  es  nur  mit  grolser  Mühe  gelingt,  Hohlkugeln  in  einem  Oha- 
motteofen auf  eine  überall  glei(>hnuUBige  Temperator  zu  bringen  und 
auf  konstanter  Tempsimtor  zu  halten. 

c)  Versuche  mU  dem  dddmi^  gegßOhien  sdufforgen  Körper,  —  Um 
den  Oiltig^itsbereich  dieses  Fondamentalgesetses  der  schwarzen  Strah- 
long  noch  zu  erweiteni»  konstruierte  ich  mit  F.  Kurlbanm^)  den 
f/slMriaek  ges^Ukten^  schwarzen  Körper,  welcher  die  schwarze  Strah- 
lung nicht  nur  in  relatiT  ein&cher  WeisCi  sondern  auch  noch  bis  zu 
Temperaturen  von  Aber  1600<^  G  liefert  Die  mit  diesem  Körper  aus- 
gcttihrten  Venrache  lehren,  dafs  das  Stefan-Boltzmannsche  Gesetz 
unter  Zugrundelegung  der  Holborn-D  iiy  sehen  extrapolierten  Temperatur- 
skuJa  8<>gar  bis  lüOÜ"  C  und  darüber  hinaus  gütig  ist. 

Wenn  auch  erst  imsere  Versuche  mit  der  „schwarzen"  Strahlung 
eine  Klärung  und  endgiltige  Entscheidung  g**b rächt  haben,  so  iiiöchte 
ich  es  nicht  unterlassen,  der  Versuche  Schneebei is-i  zu  gtdt  iikt  n. 
welcher  ebenfalls  das  Stef ansehe  Gesetz  bestätigte  und  mit  seiucin 
Resultat  ganz  vereinzelt  dasteht,  insofern  die  Experimentatoren  vor  und 
nach  ihm,  wie  Schleiermacher,  Bottomley,  H.  F.  Weber,  Edler 
n.  and.  zum  Teil  ganz  bedeutende  Abweichungen  Tom  Stefanschen 
Gesetze  konstatieren  und  F.  Paschen*)  noch  im  Jahre  1893  ans  seinen 

1)  0.  Lämmer  tmd  F.  Karlbaum:  Verbdlgn.  d.  Phyi.  Qe«.  Berlin  17, 
106— in,  1898  und  Ann.  d.  Physik  (1)  5,  829— XH<',  l'JOl. 
'Jj  Schneobcli,  Wied.  Ann.  *J2,  430—438, 
3)  F.  Paschen,  Wied.  Ann.  4»,  öü— 68,  1893. 
AnlilT  der  MMliemAtlk  luid  nyiik.  HL  Belk«.  IL  11 
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MeMont^t^n  am  blanken  und  berufsten  Platin  schliefsen  zu  müssen  glaubt, 
dafk  wahrscheinlich  „sich  alle  festen  Körper  ähnlich  wie  Platin  verhalten 
werden'^  Demgegenfiber  sei  erwähnt,  dafa  nach  unseren  Yenracheit^) 
die  Strahlnng  des  blanken  Platins  äst  genau  zur  f&nftea  Potenz  foii- 
schreitet  ond  Bnfs,  wenigstens  in  genügend  dicken  SchichieDy  nahe  das 
Stefan  sehe  Gesetz  befolgt 

d)  Vemuhe  S^neAdis.  —  Die  an£Eall«nde  Thatsache^  dab  Schnee- 
beli  als  der  Einzige  das  Stef ansehe  Gesetz  innerhalb  eines  ziemlich 
grolsen  Temperatarintervalls  fiist  vollkommen  bestätigen  konnte,  libt 
sich  nach  meiner  Meinnng  leicht  ans  Schneebelis  Yersncluanoidniuig 
erkliren,  die  abweichend  von  allen  vorhergehenden  nnd  nachfolgenden 
ist,  nnd  dnrch  die  Schneebeli  eine  Strahlung  mifst,  welche  der 
uSchwarzen^'  sehr  nahe  kommen  dürfte. 

Schneebeli  verwendet  als  Strahlungsquelie  die  Oefäfswmid  dm 
lAifühermomeiers,  dessen  Inhalt  etwa  500  ccm  beträgt  und  mit  einem 
Kapillarrohr  von  1  Meter  Lnnge  versehen  ist.  Als  Heizcinelk  dient 
ein  doppolwandiger  sogen.  Pcrrotscher  Ofen  aus  Chamotte,  in  dmeii 
innerem  Hohlraum  das  LuttthermometergeföTs  auf  eine  nahe  gleich- 
mäfiaige  Temperatur  gebracht  wird.  So  kann  er  zunächst  sehr  genau 
die  Temperatur  der  strahlenden  GefäÜBwand  beftimmen,  jedenftUs  ge- 
nauer, als  es  alle  anderen  Methoden  zu  jener  Zeit  erlaubten. 

Um  die  Strahlung  der  äusseren  Wand  zum  Bolometer  gelangen 
zu  lassen,  ävmSMitft  er  die  heiäen  Ofemoande,  sdMt  ein  äiSames  Eism- 
rdhr  bis  tuthe  m  die  Geßfswand  und  bringt  aulsen  geeignete  Offiinngen 
an,  nm  jede  ^slsche  Strahlung^'  auBsuschlielsen. 

Diese  Anordnung  bewirkt  aber  gerade  das  Gegenteil  und  »latt  der 
blufsen  Strahlimg  der  äufseren  Gefälswjiud,  mifst  Schneebeli  die 
Strahlung  eines  fast  geschlossenen  Hohlraums.  Das  im  gleichen 
Heizrauni  wie  das  Thennometersrefärs  befindliche  Eisenrobr  vvinl  näm- 
lich auch  dessen  Temperatur  aiigeniihert  annehmen,  ßodals  man  aui'ser 
der  an  und  für  sich  schon  stark  strahlenden  Porzellanwand  dp^  T  ut't- 
thermometers  auch  nocii  die  an  ihr  reflektierte  „erborgte"  Strahhuu: 
des  glühenden  Eisenruhrs  gleicher  Temperatur  erhält.  In  Wirklichkeit 
kommt  also  zum  Bolometer  die  StraUUmng  eines  mihe  (fjrlrhfnrtj^irrfm 
Hohlraums^  deren  „Schwärze"  diejenige  von  ^eistrahlenden  M«kU- 
ozjden  etc.  jedenfalls  bei  weitem  übertrifft. 

Und  um  allen  Bedingungen  der  Neuzeit  gerecht  zu  werden,  benotet 

1)  0.  L  Ummer  und  F.  Kurl  bäum,  Verhdlgn.  d.  Deutsch.  Phjsik.  Ge«. 
Bd.  I,  Nr.  12,  1899,  und  0.  Lammer  nnd  E.  Pringsheim  ebenda  Bd.  i,  18, 
1899. 
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Sehneebeli  nach  dem  Yorbfld  ron  Baur^)  als  Bolometer  ein  Sta]iiuol<* 
gitter,  welches  mittelst  jPfoHndilorids  gesehirant  ist  and  yerwendet  so 
wiederum  nnbewuTst  den  schwSnesten  Stoff  (Platinmoor)  ab  £m- 
pfönger. 

Durch  diese  glflcklielie  Tereinigung  Teincliiedener  UmstSnde  er- 
hält Sehneebeli  bei  sehr  sorgfältiger  Ausführung  der  Messungen  die 
folgenden  Werte: 


1  379  1 

719 

854 

1007; 

!971 

1013 

1097 

1177»  abs. 

i9,2  1 

10,2 

10,9 

10,G 

1  71  1 

1  1 

71,6  j 

71^ 

73,6 

wo  T,  die  absolute  Temperatur  der  Gefafswand,  2\  diejenige  des  Bolo- 
meters  nnd  S  die  auf  gleiehes  Mab  (fOr  jede  Keihe)  reduzierte  Str&h- 
Inngsmenge  bedeutet 

Die  geringen  Abweiehnngen  erklaren  sich  swanglos  aus  der 
Sehwierigkeit  der  Temperaturbestinimung  mittels  des  Lnftthermometers 
bei  hohoi  Tempeiataren.  Dahingegen  scheint  mir  der  6 rae tische 
Einwand,  ob  die  .gemessene  Temperatur  auch  wirklich  die  der  strahlen- 
den Wand  sei,  von  geringem  Einfluls,  insofern  es  ja  nur  auf  reiaHve 
Temperaturen  ankommt.  Auch  der  von  Sehneebeli  selbst  erörterte 
und  spSter  yon  Paschen  gerügte  Übelstand,  data  bei  jedesmaliger 
Strahlt! ugsiriessung  durch  Hochziehen  der  Klappe  ein  kalter  Luftstroni 
eintritt,  dürite  aus  demselben  Grunde  ohne  grolseu  EinHuis  auf  die 
Resultate  gewesen  sein. 

Wie  dem  aiuli  sei,  durch  die  glücklicli  «/iwälilte  Versuchsanord- 
nung hatte  Seil e bell  einen  so  p^i'walti^tu  Vorsprung  vor  allen 
anderen  mit  fnistrdhlcruJcn  Oberflächen  o])eripren(l*'!i  Hcobnchteru,  dafs 
er  erst  nach  der  Verwirk! irhnnj?  der  schwarzen  Jitrahiung^  überholt 
wei'den  konnte.  Alle  zur  Prüfung  des  Stefanschen  oder  zur  Aulliudung 
eines  allgemein  giltigen  Stralilungsgesetzes  an  beliebigen  Substanzen 
wie  Platin,  Eiseuoxyd  etc.  unternommenen  Yersuche  mufsten  not- 
wendig scheitern,  da  «wr  der  schworgen  SMdung  das  Gesets  der  vierten 
Potmz  zukommt 

Trots  Aufwandes  von  ungeheuerer  Arbeit  und  Anwendung  der 
yerschiedensteu,  oft  sinnreichen  Methoden  haben  die  Versuche  mit  frei' 
strahlenden  Oberflächen  eigentlich  nur  gezeigt,  dafs  das  an&ngs  lange 
fÖr  richtig  gehaltene  Gesetz  von  Dulong  &  Petit  ganz  auszuscheiden 
hat,  ohne  aber  die  Frage  nach  „dem  Strahlungsgesetz''  zu  lösen.  Dabei 
war  man  so  tief  in  die  von  Stefan  verbreitete  Idee,  dafs  alle  Körper 


1)  C.  Baur,  Verhdlgii.  d.  Thys.  Oea.  Berlin,  Nr.  4,  15,  1882  und  Wied.  Ann. 
1»,  17—21,  1888. 
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das  gleiche  SinhliiiigBgeeetz  Molgen,  eingednuigen,  daß  man  lieber 
die  l^chtigkeU  der  wrhmidinm  Vermuhe  in  Zweifd  gog,  als  dab  nm 
ans  den  für  Platin  und  RuCb^  Eisenozyd  und  Glas  erhaltenen,  emandar 
widersprechenden  Besnltaten  auf  die  Unrichtigkeit  jener  Idee  sehloii. 

2.  6 es cM ertliches  zur  Verwirklicliuiig  der  scliwarzeB  StraMuiig.  — 
Beim  Studium  der  Littt-ratur  auf  dem  Gebiete  der  Strahlung  kann  man 
sich  der  Erkenntnis  nicht  erwehren,  daiB  im  grofsen  und  ganzeD 
ziemlich  planlos  gearbeitet  worden  ist*  Auch  begreift  man  schwer, 
warum  der  schwarzen  Strahlung  so  wenig  Beachtung  geschenkt  wurd^ 
wenn  man  bedenkt^  dafs  Kirehhoff  schon  im  Jahre  1860  mit  genialem 
Scharfblick  nor  der  schwarzen  Strahlung  allgemeingültige  Naturgesetze 
Toranssagte,  and  dafe  Boltsmann  1984  auf  theoretischem  Wege  die 
Stef ansehe  Gesets  als  das  Gesets  der  schwanen  Strahlung  waln>- 
scheinlich  machte.  Ahm  noch  mehr!  Anch  kostbare  Fingerseige 
in  Beiug  an£  die  VerwnUi<hiimg  der  schwarsen  Stmhlnng  süid  im- 
benntst  gelaesen  worden.  Denn  abgesehen  von  der  Eirchhoffeebes 
Hohlxaumtheorie  existieren  zwei  Arbeiten,  in  denen  die  VerwirUichniig 
der  schwarzen  Strahlung  teils  ansgeftthrt,  teils  TOtgeschiag«  u  wir, 
schon  KU  einer  Zeit,  nach  der  man  noch  lange  vergeblich  bemflbt  wir, 
der  schwar/en  Strahlung  heizukommen.  Es  ist  nur  eine  Pflicht  d« 
Billigkeit,  auclj  diese  x\rbeiten  näher  zu  beleuchten. 

a)  Zunächst  kommt  hier  die  Arbeit  Christansens  ,,Uher  difi 
Emission  der  Wärme  von  unebenen  Oberflächen"  ixi  Betracht*) 

Um  die  Thatsache  zu  erklaren,  dals  das  Emissionsrermogen  d«r 
Metolle  durch  Ritzen  der  Oberfläche  weaentlich  erhöht  wird,  gdtl 
Christiansen  von  folgender  Überlegung  aus:  ,,Fällt  strahlende  Wime 
auf  eine  unebene  Flache,  so  verlassen  mehrere  Strahlen  erst  nach  der 
zweiten  oder  dritten  Reflexion  die  OberflSche;  es  findet  also  eine  iw* 
gröiserte  Absorption  statt  und  daraus  folgt  nach  dem  bekannten  Geeete 
Yon  dem  Zusammenhang  zwischen  Wärmeemission  und  -absorption,  dab 
das  Bhnissionsrermdgen  einer  solchen  Flache  grölser  als  das  einer 
ebenen  Flache  ist." 

Zur  N'erilikation  dieser  Überlegung  liefs  Christiansen  eirnai 
Lesliewürt'el  strahlen,  dessen  4  Seitenflächen  verschieden  gestaltet  und 
matt  Tersilbert  waren.  Von  diesen  war  die  erste  ganz  eben  und  glatt» 
die  dritte  aber  mit  121  Ionischen  IJichcrn  rersehen,  wahrend  die  anderen 
aus  ebenen  unter  Winkeln  von  4ö"  und  90®  gegen  einander  geneigten 
Flachenteüen  bestanden.   Bei  Berflcksichtigung  der  dmrck  BefiesdmSf- 


1)  C.  Christiantea  Wied.  Ann.  tl^  864—869.  1884. 
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ivonnmcn  StrnhJiinfjsmt)Hj>  tolirt  für  das  Verkäitni«  tiur  Energie  der 
vier  Flächen  in  erster  Annäherung: 

»r. :  If, :  TT. :      -  1 : 2 !  I  +     :  2,75 , 

wenn  mit  a  das  Eiiii^'Siiiiisvt'rmögen  der  Locher^  mit  ff  (las  AhHorptious- 
verniötreii  des  Silbers  bczeirhuet  und  das  Absorptidiisverniöpeii  dos 
schwarzen  Krtrpei-s  gleich  Eins  gesetzt  wird.  Der  Versuch  aher  ergab 
für  dieselben  Flächen  das  Ötrahlungsyerhaltms: 

:  TT,  :  TP,  :  TT^  -  1 :  2,05 : 8,7  :  2,66, 

so(ials  flie  Bedcutuni?  der  Oberflächenfornien  sehr  deutlich  herausspringt 
und  auläerdeni  das  interessante  Kesultat  folgt: 

A  -j-         8,7,  also  a  =  32«. 

Betet  nun  auch  noch  das  Emiaflionsrennogen  des  flehwarzen  Edrpen 
bei  der  Beobaditimgstemperatiir  gleich  £iiiB,  ao  sagt  diese  Gleichimg 
aus,  dab  das  Emissionsvermögm  der  Lödier  SU  mal  gröfser  äl$  das  der 
ebenen  stäche  ist.  Für  das  AbsorpÜonsyennogen  des  Silben  erhielt 
Christiansen  a  •=  0,039,  sodals  das  EmiBsionsrermögen  der  Löcher 

wird  nnd  Christiansen  mit  einigem  Beeht  folgert:  „3fan  suM  also, 
daß  ^  als  Ideine  wißmnmen  sdnwarse  Ftedem  wirken.*^ 

Abgesehen  von  der  wichtigen  Thatsache,  dafe  hier  som  ersten 
Male  der  Weg  zur  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung  gezeigt 
worden  ist,  scheint  mir  diw  Resultat  wichtig,  dafs  in  praxi  schon  ko- 
nische Hohlriuime  die  schwarze  Strahlung  liefern,  welche  uach  Ki reh- 
hoff s  Folgerung  nur  in  vollkommen  f/rschlossetmi  Hohlräumen  besteht. 

Aber  auch  Christiansen  scheint  mit  der  K  i  rchho  ff  sehen  Hokl^ 
rauHiiiieorie  nicht  vertraut  Ljewesen  zu  sein,  da  er  weder  diese  als  Er- 
klärung für  spiD'  iiesultate  heranzieht,  noch  den  Namen  Kirehhot'fs 
flberhanpt  erwähnt.  Es  bestätigt  sich  somit  auch  hier,  dals  man  hf>i 
dem  ungeheuren  Reichtum,  welchen  der  Ki rchhof fsche  Satz  für  die 
Spektralanalyse  und  die  Kenntnis  der  Üestime  mit  sich  bnichte^  die 
wichtii?en  Htrahlungstheoretischen  Folgenmgen  Kirchhof fs  ans  seinem 
Gesetze  fast  gar  nicht  beachtete. 

b)  üm  so  überraschender  wirkt  es,  dafs  unmittelbar  darauf  Boltz- 
mann  sogar  die  wichtige  prakHsehe  Konseqnenz  der  Hohlraumtheorie 
Kirchhoffs  zieht,  welche  znr  Realisiemng  der  schwarzen  Strahlung 
führt   In  seiner  Arbeit^):  „Über  eine  von  Bm.  Bartoli  enidec^  Be- 

1}  L.  BoUsmanD,  Wied.  Ann.  £2,  81  u.  C 
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jri^umff  dar  Wärmesirähhmg  am  gumten  Hauptsai^  ttreot  Boltzmann 

gelegentlich  mitten  in  die  ntunerische  Berechnung  jener  Beziehnng 
folgende  interessjuite  Bemerkung  ein: 

„Ich  bemerke  hier  gelegentlich,  «lafs  ich  schon  längere  Zeit  die 
experi  III  eil  teile  Untersuchung  der  Wärniebtrahlen  teils  im  ganzen,  teils 
zum  Zwecke  spektraler  Zerlegung  begann,  indem  ich  die  Strublunj? 
eines  rings  mit  gleichtemperierten  Wänden  nnirrebene!)  Raunit  s  aus 
einem  kleinen  Loche  oder  Spalte  dieser  Wand*  i  n  die  eines  schwarzen 
Kör])fr8  suhstitiiierte.  ein  Prinzip  benutzend,  vveli  li^s  unlängst  Chris 
tiansen  zur  Erklärung  der  stärkeren  Strahlung  geritzter  Metalle  an- 
wandte. Durch  Vergleichung  mit  der  Strahlung  ebener  Körper  könnte 
dann  auch  deren  Emissionsvermögen  bestimmt  werden." 

In  dieser  Arbeit  geht  Boltzmann  von  der  BartoiischeD  Her- 
leitung aus,  dafs  die  Würmestrahlen  bei  der  Bestnihlimg  einen  Drudi 
auf  den  Körper  ausüben.  Mit  Hilfe  eines  Kreisprozesses  wird  sodami 
eine  numerische  Besiehung  zwischen  dem  Ätherdruck  und  der  Warme- 
Strahlung  im  spiegelnden  Hohlraum  berechnet  und  durch  üfoertragiiiig 
des  Stef ansehen  Gesetzes  auf  diese  ^schwarze*^  Strahlung  die  Gr&lse 
des  Ätherdrucks  abgeleitet  Es  ist  dies  die  numerische  Beziehung^ 
welche  Boltzmann  kurz  nachher  in  seiner  oben  exceipierten  Arbeit:  j 
,^Zeti0un^  des  Stefanschen  €haetee$j  betreffend  die  Wätrmeslrahltmg  wm 
der  Temperaiur  aua  der  dM^agnetisehen  lAi^tßieori^  verwendety  um 
das  Stefan  sehe  Gesetz  als  dasjenige  der  schwarzen  Strahlung  zo  er- 
weisen. 

In  dieser  yiel  gelesenen  und  berühmt  gewordenen  Arbeit  spricht 
aber  Boltzmann  weder  von  seiner  Absicht,  experimentelle  Strahlungs- 
messungen ausführen  zu  wollen^  noch  wiederholt  er  auch  nur  mit 
einem  Wort  jenen  Vorschlag,  die  schwarze  Strahlung  durch  einen 
gleich  temperierten  Ilohiramn  mit  einer  Oflfnung  zu  realisieren.  Nur  so 
konnte  diese  Idee  in  Vergessenheit  geraten,  zumal  Boltzmimn  nach 
seiner  eigenen  Aussage  die  begonnenen  Experimente  wegen  der  experi- 
mentellen Schwierigkeiten  nicht  durcbgenihrt  hat.  Es  dürfte  inter- 
essieren, dafs  sogar  Boltzmann  sell  i  i  i  s  vergessen  hatte,  ti!»:'inp  Idee  ■ 
publiziert  zu  haben,  wie  iiberhaujit  damals  offenbar  kein  lnt4»resse  für  I 
(Ue  schwarze  Strahlung  vorhanden  war,  insofern  auch  die  Referate  in 
den  Fortschritten  der  Physik  und  den  Beiblättern  nichts  Yon  Bolti- 
mann 8  Vorschlag  enthalten. 

Während  aber  diese  wichtigen  Bausteine  von  den  ExperimentatoreB 
unbenutzt  am  Boden  liegen  gelassen  wurden,  trug  Boltzmanns  Theorie 
noch  reiche  Früchte,  zu  denen  vor  allem  die  von  W.  Wien  fQr  die 
maximale  Energie  der  schwarzen  Strahlung  im  Spektrum  »bgolttteta 
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G«Mtee  gehören.  Auf  die  Herleitimg  dieser  Qeeetse  und  ilire  experi- 
mentelle Bestatigozig  kommen  wir  epiter  aneföhrlieh  zarftck. 

c)  Wie  schon  erwähnt,  datiert  die  experimentelle  Messmig  der 
schwanen  Strahlung  erst  von  dem  Zeitpunkt,  da  W.  Wien  nnd  ich 
▼on  neuem  die  VerwirUichnng  schwaner  strahlend«-  und  iih9wU»mder 
EOrper  in  Gestalt  gleichtemperierter  HohlrSttme  TOrBohlugen.')  Durch 
die  ETfahnmi?  hatten  wir  erkannt,  dafs  der  Verwendung  von  Platin- 
blechen, die  mit  Metallox^den  überzogen  sind,  vorerst  reiu  techuische 
UinderniHye  im  Wege  stehen.  Die  Überzüge  sind  nicht  j^leichrnalsig 
her/nstellpii  und  verdampfen  in  hoher  Temperatur.  Glüht  man  sie 
elektrisch,  so  grenzen  iufo1«T^»  nngleichmäfsisren  tTberzuges  bedeutende 
Teniperaturdifferenzen  an  enianderj  die  stationär  ut  lx-n  einander  Im  -stehen 
bleiben.  Bestreicht  man  z.  B.  ein  blankes  Platin ijlecii  aut  einer  Seite 
mit  einer  feuerfesten  Substanz,  so  ist  die  Rückseite  der  bestrichenen 
Stelle  stets  dunkler  als  ihre  Umgebung,  wahrend  die  Leuchtkraft  der 
bpstrichenen  Stelle  bei  geringer  Ausdehnung  sogar  heller  Tom  glühenden 
Platin  sich  abhebt^  trotz  ihrer  niedrigeren  Temperatur.  Aufserdem  be- 
reitet die  Temperaturbestimmnng  emes  solchen  elektrisch  geglühten 
Bleches  sehr  greise  Schwierigkeiten.  Auch  sind,  wie  erwähnt,  die 
MetaQoxyde  weit  entfernt,  wie  der  schwane  Korper  zu  strahlen,  wShzend 
Rais  oder  Flatinmoor  in  höheren  Temperaturen  ihre  Eigenschaften 
andern  und  Glas  schon  bei  niederen  Temperaturen  schmihst.  Das  reine 
Platin  ist  aber  selbst  im  geschmolzenen  Zustand  ein  yoUkommener 
Spiegel,  ahnlidi  dem  Quecksilber.  Gerade  diese  Eigenschaft  m  spiegeln 
fuhrt  nim  dazu,  die  Korper  zu  schwarzen  zu  machen,  wenn  man  zn 
ihrer  Eigenstrahlung  noch  fremde  „erborgte"  Strahlung  fügt,  indem 
man  sie  durch  andere  glühende  Körper  bestrahlen  lUl'st. 

Es  lassen  äich  leicht  die  Bedingungen  ableiten,  unter  denen  ein 
beliebiger  Körper  die  schwarze  Strahlung  aussendet. 

Für  nndurchsR-htige  Kürjier,  wie  Platin,  gilt  zwischen  Absorptiona- 
ond  EehexiousTermögen  die  Beziehung: 

Bodafs  das  Kirch  ho  ff  sehe  Gesetz  die  Form  auuimmt: 

alle  Grölsen  bezogen  auf  die  gleidie  Wellenlänge  und  Temperatur.  In 
dieser  Form  lautet  das  Gesetz  also:  Die  JBmisskm  des  a^twargm  Körpers 

ist  gleich  der  Emission  eines  hdkingen  Körpers,  vermehrt  um  den  Brudh' 
teil  der  schwcareen  StraJilungf  welcfier  von  dem  betreffenden  Körper 

1)  W.  Wien  und  0.  Lummer,  Wied.  Ann.  66,  161—466.  1895. 
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reflektiert  wird.  Nur  wenn  R  =  0  ist,  wir«!  auch  e  =  E.  Ist,  wie  beim 
blanken  IMatiu,  K  sehr  giois,  das  Ahsorptionsvermöpen  A  also  sehr 
Idem  [nicht  zu  verwechseln  mit  deiii  Absorptionsimiex  otk  i  Altsorptionfs- 
kooffizif^nten,  welcher  Im  Gegenteil  für  jedes  Metall  sehr  «^r(»lk  lötl, 
Bo  muis  aucii  die  ,,erb()rgte"  Stralihrngsnienge  ^fTl)  sehr  grols  werden, 
damit  die  Piatinätrahhmg  der  schwarzen  gleich  wird.  Berechnet  man 
z.  B.  die  gegeiueitige  Zustrahlung  zweier  Platinbleche,  so  findet  man, 
dafs  sie  sich  wie  zwei  schwarze  bestrahlen,  wenn  beide  Bleche  die 
gleiche  Temperatur  haben  und  einander  entweder  unendlich  nahe  sind 
oder  bei  endlicher  Entfernung  genügend  grofse  Ausdehnung  haben.') 
Man  gelangt  also  auch  liierclurcli  zu  dem  Resultat^  welches  Kirchhoff 
ganz  allgemein  in  seiner  Theorie  dee  Hohlraums  mit  gleichiemperierfcoi 
Winden  ausgesprochen  hat 

Nach  einer  Yon  Kirchhoff  aus  seinem  Gesetze  gezogenen  Folgenuig 
siellt  sich  nämlich  im  Innern  eines  jeden  Ton  gleichtemperierten,  übrige 
hduHriffm  Körpern  umgebenen  Baumes  eine  solche  Diditigkeit  der  Energie 
der  Strahlung  her,  als  ob  diese  KSrper  ToUkommen  schwarz  wSren.  lim 
hat  also  die  sogenannte  Strahlung  eines  schwarzen  Körpers  als  dca 
Zustand  des  WärmegleichgewichtB  aufisu&ssen,  weshalb  Herr  Wien 
Torgeschlagen  hat,  die  Strahlung  eines  schwarzen  Körpers  tlbexhaopt 
als  „Zustand  des  Wärmeghichgewichts**  zu  definieren.')  Diese  strengere 
Definition  wird  auch  gerechtfertigt  durch  die  Uherlegiing,  dafs  es 
Körper,  die  in  Lutt  sich  wie  schwarze  Körper  verhalten,  praktisch 
nicht  geben  kann,  weil  jeder  Korper  Dispersion  zeigen  mul's,  also  nicht 
für  alle  i:''arben  denselben  Brechungsindex  haben  kann. 

Um  die  schwarze  Btraiiiung  dem  Ex|/eiiiuent  zugänglich  zu 
machen,  mufs  man  notwendig  in  den  gleichtemperierten  Hohlraum  eme 
Öfinnng  machen,  durch  welche  die  Strahlung  nach  aiifsen  gelangt. 

Von  dieser  Ofiriung  erhält  die  innere  Oberflache  keine  Strahlung, 
und  hierdurch  wird  eine  Abweichung  vom  Zustande  des  Wärmegleicb- 
gewiclits  l)ediiigt.  Den  Grad  der  Abweieliiing  berechnet  mau  am  besten 
durch  Aufsuchung  der  Strahlung,  die  von  einem  ins  Innere  gelangenden 
Strahlenbündel  wieder  nacb  aufsen  reflektiert  wird.^  Nach  dem  Kirch- 
hoff sehen  Satz  ergiebt  sich  hieraus  dann,  audi  die  Emission  des  Hohlrannia. 

Durch  Umkehrung  des  ausgesprochenen  Prinzips  gelangten  wir 
ohne  weiteres  auch  zur  Verwirklichung  sdwarMer  obsorbiereHder  Bolo- 

1)  Nilheres  siehe  0.  Lummer,  Naturwissonach.  Raadschau  11,  No.  6,  7 
und  8.  iöd6. 

2)  W.  Wien,  Wied.  Ann.  52,  133.  1894. 

3)  W.  Wien  und  0.  Lämmer  a.  a.  0. 
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mefcer.  Da  es  aber  iohwer  ist,  Tollkommene  HoUrSame  ans  dtlimem 
Blech  yon  1/100(>  mm  Dieke  hemmteUen,  wie  ee  Kurlbanm  imd  ich 
so  onseraa  Bolomefeeni^)  wwenden,  mid  da  aach  die  EmpfindHchkeit 
mgen  des  geringen  Widentanda  daninter  leiden  wOrde^  so  wendet  man 
hier  TorteilhaAer  spiegdnde  Hfltten  an.  Dom  nach  Kirehhoff  stellt 
sieh  nicht  nur  im  gleichtemperierten,  sondern  aaeh  im  tfoUkommen 
spiigeMm  Hohlranm  die  schwarze  Strahlung  her.  Mag  die  spiegelnde 
Hülle  aber  genügen,  um  die  mit  stark  absorbierenden  Substanzen  wie 
Kul's  und  Platiniuoor  belea^cn  Bolouitterstreifeu  noch  absorbierender 
erscheinen  zu  lassen^),  zur  Erzeugung  der  schwarzen  Sirahlungsenergie, 
zumal  bei  hohen  Temperaturen,  ist  die  spiegelnde  Hülle  zu  verwerfen. 
Hier  verdient  der  gieichtcinpprierte  Hohlmnm  pnt><(  huden  den  Vor/up:, 
iiud  es  kann  der  von  PaHchen  verwendete  eiektri.sch  geglühte  i'l;itiiistf>^if 
im  spiegelnden  Hohlraum  nicht  als  schwarzer  Körper  augesehen  werdeu. 

d)  Auf  sehr  originellem  Weg  kam  gleiciizeitig  mit  ims  St  John  '} 
zu  der  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung,  als  er  die  Strah- 
lungseigenschafben  der  im  Anerstrampf  enthaltenen  £rden  untersuchte. 
St.  John  brachte  in  einem  Chamotteofen  blanke  und  geschwärzte 
Plafcinbledie  zur  WeiTsglut  und  liefs  deren  Strahlung  durch  eine  Öff- 
nung des  OÜBDS  austreten.  Die  aufsen  sehr  Terachieden  emittierenden 
Substanzen  erschienen  im  Ofen  dem  Ange  Ton  so  nahe  gleicher  Hellig- 
keit, dab  St.  John  anfiuigs  glaabte,  es  seien  die  Oxf de  abgefidlen. 
Als  dnrch  EinfBhmng  eines  ffdbUhUm  Eisenrohres  die  Bdiexe  der  Ofen- 
winde  des  glfthenden  Heizranmes  abgeblendet  wurden,  «vchienen  die 
HeUigkeitsnnterschiede  wieder  wie  aulserhalb  des  Ofens.  Die  John- 
sehen  Versn^e  seigen  also  aniser  der  Wirkung  des  gleichtemperierten 
Hohlraums,  daTs  die  bedeutende  Strahlnng  der  Substanzen  im  Auer- 
stmmpf  nicht  einer  Luminisaenawirkang  xu  verdanken,  sondern  eine  Folge 
reiner  Temperaturstrahlung  ist  Um  diese  Frage  exakt  an  entscheiden 
und  die  Abweichungen  Inmini szierender  Körper  vom  Kirchhoffschen 
Gesetz  experimentell  festzustellen,  hatten  auch  Wien  und  ich  a.  a.  0. 
vorgeschlagen,  einen  gleichtemperierten  Hohlraum  innen  mit  den  be- 
treffenden Substanzeu  zu  belegen  und  die  Stnihlung  mit  der  des 
schwarzen  zu  vergleichen. 

Im  Gegensatz  zu  St.  John  schiebt  Buute^i  die  enorme  Strahlufit^ 
der  seltenen  Erden  auf  eine  tjcataiyti6ch&*  Wirkung,  infolge  deren  den 

1)  0.  Lummer  und  F.  Kurlbaum,  Wied.  Ann.  46,  204—224,  1892. 
t)  Über  die  AufUirung  vergl.  F.  Patehen,  Wied.  Ann.  60,  781,  1897  und 
0.  Lämmer  und  K  Pringiheim,  Wied.  Ann.  6t,  897,  1697. 
6)  Ch.  E.  Saint- John,  Wied.  Ann.  56,  433—450,  1896. 
4)  Bunte,  Yerhdlgn.  d.  Deutich.  Chem.  Qm.  Berlin  1699. 
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famsten  Teilchen  eine  hSliere  Temperatur  erteilt  wird,  iIb  ne  die 
BnnBenflunme  besitsi  ünd  bei  der  experimentellen  PrOf  ong  der  Sbilh 
long  der  Yenchiedenen  Erden  findet  Bnste  tiuMehlich,  dels  di«  m 
Auerlicht  stark-  und  schwachleuchtenden  Mischungen  gleiches  Strah- 

luiigsvermögen  haben.  Da  Bunte  diese  Substanzen  aber  in  cineiii 
langen,  elektrisch  geheizten  Kohlerohr  glülit,  so  sind  seine  Versuche 
nicht  )»e\veiskraftig;  vielmehr  begeht  er  hier  denselhen  Trugscliluls  wie 
seinerzeit  Draper  (vergl.  d.  Z.  S.  I  S.  82)  und  hat  wie  dieser  (luirh  das 
gef\ni»l»^n('  Ixesultat  lediglich  die  Kirchhot'fsche  Theorie  vom  gleich- 
temperierten  llohirauni  bestätig. 

So  sehen  wir  auch  an  diesem  Beispiele,  daijB  erst  die  Kenntnis  d?< 
schwarzen  Körpers  und  seiner  Verwirklichung  zu  einwandsfreien  llenl- 
taten  auf  dem  Qebiete  der  Strahlung  führen  konnte. 

(FoKteetsung  folgt) 
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Übor  die  Bedeutung  elektriselieT  Methoden  nnd  Tbeorien 

für  die  Chemie. 


Von  W.  Nernst  in  Göttingen. 

Voftnig^  gehalten  am  97.  September  1901  auf  der  78.  Nataiforichervnrsammliuig 

SU  Hamborg. 

Wenn  in  der  anschaulichen  Sprache  der  Atomistik  die  Chemie  als 
die  WjgBeimchftft  Ton  der  Bildun<r  der  Moleküle  überhaupt  aus  den 
Atomen  und  von  ihrem  Zerfall  in  die  Atome  bezeichnet  werden  kann, 
so  beschäftigt  sich  die  Elehtrorltouie  mit  dem  Werden  und  Vergehen 
elektrisch  geladener  Moleküle,  die  man  nach  Farad ay  kurzweg  als 
Ionen  bezeichnei.  Da  nun  in  zahlreichen  chemischen  Reaktionen  die 
Ionen  eine  bereits  klar  erkannte  Bolle  spielen  nnd  da  in  vielen  anderen 
ihre  Mitwirkung,  wenn  anch  noch  nicht  sicher,  so  doch  wahrscheinlich 
ist,  so  springt  die  Bedentnng  der  Elektrizitätslehre  auch  für  die  reine 
Chemie,  nicht  nur  fOr  die  Elektrochemie,  in  die  Augen:  alle  elektrischen 
experimentellen  Methoden  und  alle  theoretischen  ErwUgimgen  aus  der 
Elektrizifatslehre,  die  auf  die  Ionen  Anwendung  finden,  sind  der  Chemie 
bereits  von  Nutzen  oder  können  es  werden. 

Nun  ist  es  eine  wichtige  Erfain  uugstliatsaelie,  dai's  gerade  das 
Wasser  zahlreiche  gelöste  Stofie  in  loueu  zu  spalten  vermag-,  dadurch 
ist  dies  Lösungsmittel  für  die  Elektrochemie  nicht  nur,  sondern  für 
die  Chemie  überhaupt  von  der  aUer*:^röisten  Bedeutung.  Es  ist  übrigens 
kaum  daran  zu  zweifeln,  dals  auch  die  fundamentale  Uoile  des  Wassers 
im  tierischen  und  pflanzliclun  Organismus  auf  verwandte  Ursachen 
zurückzuführen  ist.  Walirsckeinlich  hüngt  das  eigenartige  Verhalten 
dcH  Wassers  mit  seiner  hohen  Dielektrizitätskonstante  zusammen,  welche 
in  der  That  diesem  Lösungsmittel  eine  ganz  besondere  Stellung  zuerteilt. 
Jedenfalls  ist  es  YOn  Tomherein  klar,  da(s  in  den  experimentellen 

1)  Dag  Folgen ist  ein  Auszog  aus  dem  Vortrag,  den  Herr  W.N ernst  am 
27.  IX.  l'JOl  auf  <lt'r  7:i.  Naturforscherveraaramliintr  zu  Hamburg  gehalten  hnt  Der 
vollständige  Vortrag  ist  bei  Vandenboeck  und  Iluprecht,  Güttingen «  erschienen. 

Eed. 
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Heihoden  der  Elektroehemie  die  n^Lsserigeii  Ldtnngen  die  Tielstttigsteo 

und  bequemsten  Versuchsobjekte  sind. 

Wenn  wir  also  nunmehr  dazu  übergehen  wollen,  die  wichti£f8t«n 
elektrischen  Methoden  der  Chemie  kurz  zu  charakterisieren,  so  wissen 
wir  bereits,  dais  es  sich  hierbei  immer  um  Ionen  haudehi  wird.  Bei 
der  Behandlung  dieser  Frapje  ergab  t^ieh  nun  das  von  voi-nherem  an- 
schauliche Kesultat,  dal's  bei  der  Untersuchung  der  Ionen  all«  Methorlfn 
anwendbar  sind,  die  über  den  Bau  der  gewöhnlichen  elektrisch  neutriJiit 
Moleküle  uns  zu  unterrichten  sich  eignen  j  man  kann  Molekulargewicht»* 
bestimmuBgen  und  Kon8titutionsbestinminngen  an  den  Ionen  genau  so 
aaeführen,  wie  an  den  gewolmliclien  Molekülen.  Dazu  aber  treten  als 
neu  und  eigenartig  diejenigen  Methoden  hinzn,  welche  sich  an  die 
elektrische  Ladung  der  Ionen  wenden,  und  diese«  sind  eben  die 
elektrischen  Methoden  der  Chemie.  Ich  ^nbe,  dals  der  yontehend« 
einfiushe  Satz  die  ToUstSndige  Systematik  der  elektrochemiscktt 
Forschnngsmethode  enfhilt. 

Wenn  wir  also  z.B.  ein  Salz  in  wSsseriger  Ldsung  ontenncheD 
wollen,  so  werden  wir  zunächst  durch  Anwendung  der  van  fHoff- 
Ayogadroschen  Regel  das  Molekulargewicht  bestimmen  können;  lue^ 
durch  allein  werden  wir  in  vielen  Fallen^  wie  Arrhenius,  der  Be- 
gründer der  modernen  Anschauung  über  die  elektrolytische  Dissoziation, 
zuerst  ^'ezeij^t  hat,  ül^er  Menge  und  Art  der  Ionen,  in  welche  das 
Salz  zerfallen  ist,  Au'jknuft  erhalten,  besonders  \\enn  wir  dannt  das 
Ileranzieheu  chemiacher  Analoijien  verbinden;  in  den  meisten  FüIIhi 
sind  ja,  wie  Hittorf  schon  in  seinen  klaasischen  Arbeiten  uachwie-, 
die  chemischen  Radikale  mit  den  Ionen  identisch,  nud  über  die  Katur 
dieser  Radikale  giebt  das  allgemeine  chemische  Verhalten  des  Salz^ 
in  der  KegeL  hinreichenden  Aufschlufs.  Wie  schon  bemerkt^  stehen 
uns  aber  auch  spezifisch  elektrische  Methoden  zur  Verfügung ,  und 
indem  wir  einerseits  von  der  Thatsache  Oebranch  machen,  dals  die 
Ionen  imter  dem  EinfluTs  elektrischer  Kräfte  zu  wandern  Termög^n. 
und  dalfl  andererseits  die  elektromotorische  Kraft  zwischen  Metall  ood 
der  Ldsnng  durch  Katur  und  Menge  der  Ionen  bestimmt  wird,  gewinnes 
sowohl  Messungen  der  elektrischen  Leitfähigkeit  wie  solche  der  elektro- 
motorischen Kraft  ihre  Bedeutung  auch  für  die  rein  chemiMlie 
Forschung. 

Dank  den  Arbeiten  Ton  Friedrich  Kohlrausch  ist  die  Be- 
stimmung der  Leitfähigkeit  von  L5snngen  zu  einem  hohen  Grade  von 

Einfachheit  und  Sicherheit  gebracht  worden.  Ein  kleines  Induktorioffl, 
eiue  Wli eatstonesche  Brücke,  ein  Widerstandskasten,  ein  Telephon 
und  ein  mit  Elektroden  Tersehenes  Giasgefäls  bilden  da«»  ganze  ph/si* 
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Uuche  Rüsteeug,  dessra  man  sor  Bestiiiunimg  der  Leitf&higkeit 
bedaii  Einen  mnfiMaenden  Überblick  über  die  Anwendungen  dieser 
Methode  für  die  Chemie  zu  geben  ist  hier  luchc  der  Ort;  aber  au 
einem  Beispiele,  das  durch  die  Arbeiten  vou  Ostwald  hervorragende 
Wichtigkeit  gewonnen  hat,  möchte  ich  wenigstens  ihr  Wesen  ver- 
auschauliciien. 

Üals  in  wässeri*^er  Lösung  die  verschiedenen  Sauren  sehr  ver- 
seinedenu  Stärke  besitzen,  ist  eine  längst  bekannte  chemische  That- 
sache;  ihre  wissenschai'tiiche  Formulierung  gelang  jedoch  erst  in 
neuerer  Zeit  mit  Hilfe  der  lonentheorie  und  der  Lehre  der  chemischeii 
Masaenwirkung.  Alle  Säuren  liefern  nämlich,  in  Wasser  aufgelöst;  eine 
mehr  oder  minder  grol'se  Menge  der  positiv  geladenen  Wasserstoffionen; 
die  allen  Sauren  gemeinsduiltUchen  und  daher  epesifiich  sauren  Reaktionen 
•md  nun  eben  Reaktionen  des  WaeBeratoffione.  Naeh  dem  Gesetae 
der  ehemiacfaen  Maasanwirkiiiig  aber  reagiert  eine  HoleUUgattangy 
^iehgüiig  ob  elektrisch  neutral  oder  gehiden,  nm  so  energisdier,  je 
mehr  Waaseratoffionen  sie  enthält  Da  man  nnn  mit  BüSe  der  elek- 
triachen  Leitföhigkeit  am  einfiichsten  mid  genanesten  die  Menge  der 
Waseerstoffionen  einer  in  Wasser  gelösten  S&nre  ermitteln  kann,  so 
erkennen  wir,  wie  die  Uessong  dmr  elektrisehen  L^tfihigkeit  nns  über 
die  Stärke  einer  Säure  mid  somit  über  die  wichtigste  Seite  ihres 
chemischen  Verhaltens  Aufschlufs  giebt. 

In  komplizierteren  Fällen,  besonders  bei  der  Untersuchung  der 
sügeuaimten  komplexen  Salze,  tritt  der  Leitfahigkeitsmeasung  die 
Untersuchung  der  lonenwandening  ergänzend  an  die  Seite;  indem  man  die 
zu  imtersuchende  Lösung  elektrolysiert  und  die  mit  Verschiebimg  der 
icuen  verbundenen  Konzentrationsitnderungon  an  den  Elektroden  be- 
stimmt, läfst  sich  die  Frage  entscheiden,  ob  ein  Element  oder  Radikal 
mit  dem  Strome  oder  dem  Strome  entg^en  wandert;  im  ersteren  Falle 
befindet  es  sich  in  einem  positiven,  im  zweiten  Falle  in  einem  negativen 
Ion.  Bereits  Hittorf  zeigte  bei  seinen  gnmdlegenden  Messungen  der 
Gberfübrungszahlen,  dafs  auf  diesem  häufig  die  Frage  leicht 

entsehiedm  werden  kann,  ob  man  ein  typisches'  oder  ein  sogenanntes 
komplexes  Salz  vor  sich  hat 

Während  die  Leitßhigkeit  einer  LOsong  dnxeh  die  Snmme  der 
LeitCShigkeiten  aller  darin  vorhandenen  Ionen  bedingt  wird,  imd  somit^ 
besonders  in  komplisierten  Fällen,  in  denen  eine  grdfsere  Anzahl  ver- 
achiedenfir  Ionen  in  der  Lösung  vorhanden  ist,  die  Dentimg  der  Ver- 
snchsergebnisse  nioht  ganz  einfach  wird,  liefert  die  Bestimmung  der 
elektromotorischen  Kraft  die  Menge  von  einer  ganz  bestimmten  Ionen* 
art,  weil  ilie  Spannung  der  Elektrodeu  auTser  von  ihrer  eigenen  Be- 
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schftifeaheit  in  wäsaerigen  Lösungen  nur  noch  von  der  Konzentntbn 
der  lonenart  abhängt^  velehe  die  betareffende  Elektrode  in  die  LSmng 
entsendet.  Der  Apparat,  der  für  die  Ansf&linuig  dieser  HeasnngpD 
erforderlicb  ist,  bietet  in  seiner  Handhabung  ebenfiUls,  wie  bei  dsr 
Messung  der  Leitfähigkeit^  keine  besonderen  Schwierigkeiten;  ein 
empfindliehes  Galvanometer  oder  Elektrometer,  ein  Normaldemeut  onl 
ein  Widerstandskasten  sind  in  den  meisten  Fillen  aar  AusfÜhniig 
der  Messung  yollkommen  ftusreichend. 

Bestimmen  wir  also  die  elektromotorische  Kraft  eiiiPS  SUberdrahtes 
gegen  eine  Lösung,  so  vermag  diese  Messimg  ims  Aufschhifs  zu  geb«n 
über  die  Menge  der  Silberionen,  die  iu  der  Lösung  \  i  hniidcn  sind, 
und  zwar  liegt  es  in  der  Natur  der  Formel,  welche  die  elektruiuüiorische 
Kraft  und  die  Konzentration  der  ijilbenoneu  vt  rbiiidei,  dal's  die  pro 
zentische  Genauigkeit  unabhängig  von  der  Menge  der  in  der  Lrtsuiig 
vorhandenen  iSiiberioueu  ist.  Man  ist  daher  iu  der  Lage,  Konzentratiooeo 
Ton  einer  Kleinheit  noch  relativ  sicher  zu  bestimmen,  wie  sie  wohl 
auf  keinem  anderen  Wege,  z.  B.  auch  nicht  durch  die  Hilfsmittel  der 
Spektralanalyse  unter  den  günstigsten  Bedingungen,  gemessen  werdes 
kfinnen. 

Aueh  hier  muis  ich  mich  darauf  beschlinken,  an  einem  Bwsfuk 
die  Anwendbarkeit  dieser  Methode  zu  erläutern.  Das  Wasser  ist  in 
reinem  Zustande  ein  fast  völliger  Nichtleiter  der  Mektrisitü;  es  ift 
mit  andern  Worten  nur  su  einem  äuiSMirst  kleinen  BruchtsiOe  m  sein« 
Ionen,  das  Waasetstoffion  und  das  Hydroxjlion,  aerfallen.  Da  von 
diesen  lonenarten  das  eine  fBr  die  Sfturen,  das  andere  fBr  die  Bssm 
typisch  ist,  so  ist  das  Wasso*  gleichzeitig  saurer  und  basischer  Nstor, 
d.  h.  es  ist  gleichzeitig  eine  schwache  Säure  und  eine  schwache  BasiiL 
Für  zalilreiche  ehemische  lleaktioneu  des  Wassers  war  es  nun  von 
Wichtigkeit,  die  Starke  der  sauren  und  der  basischen  Funktionen  des 
Wassel 8  keuueu  zu  lernen,  und  es  muüsten  zu  diesem  Zwecke  die  »ehr 
kleinen  Mengen  von  Wasserstoffionen  bestimmt  werden,  die  in  eine? 
neutralen  oder  besser  alkalischen  Lösung  vdrliandeu  sind.  OstwaM 
und  Arrheiiius  lösten  gleichzeitig  und  unabhängig  diese  Auf^W, 
indem  sie  die  elektromotorische  Kraft  einer  mit  Wasserstoff  beladeneii 
Platinelektrode,  die  lediglich  von  der  Konzentration  der  Wasserstoffionen 
abhängt,  bestinmiteu  und  daraus  die  gesuchte  adserordentlich  kleine 
Konzentration  der  Wasserstoffionen  ermittelten. 

Die  bisher  besprochenen  elektrischen  Methoden  sind  gleichnis 
Sonden,  die  der  Forscher  an  diemisehe  Terbindungen  ansnlegsn  und 
mit  Hilfe  deren  er  sie  sozusagen  abzutasten  vermag.  Die  Elektniitit 
giebt  aber  auch  Mittel  an  die  Hand^  durch  die  man,  wie  mit  einem 
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aehaifen  Werksei^  die  chemiaehen  Yerbindmigeii  zenchneiden  kann; 
dieMB  Hil&mittel  ist  das  ente,  das  die  elektrochenuBclie  Fonchung 
erinaebt  bat^  nimüch  die  Elektrolyse.  Vermöge  der  elektroIyBierenden 
Emft  des  galvanischen  Stromes  ist  man  ja  imstande,  auch  die  festesten 

Verbiiiduugeu  inil  Leicktigkeit  iu  ilire  eiui'acheren  Beätaudteile  auf- 
zuluäen. 

Dpt  Mechanismus  der  Elektrolyse  ist  überaus  einfatli  laul  dnrch- 
Mi  hti'^;  ein  Stroui,  der  einen  Elektrolyten  dun-liHiefst,  ffihrt  die  poaitiven 
lüiien  zur  einen^  dip  iie^tiven  Ionen  zur  uudi  ivn  Elektrode,  und  zwar 
findet  diese  Wanderung  der  Ionen,  wie  schon  oben  auseinandergesetzt, 
unter  dem  Einliufs  des  elektrischen  Zuges  statt,  der  von  den  entgegen- 
gesetzt geladenen  Elektroden  auf  die  Ionen  ausgeübt  wird.  Bei  hin- 
reichend starker  Ladung  der  Elektroden,  d.  h.  bei  hinreichender 
elektromotorischer  Kraft  des  elekirolysierenden  Stromes,  gelangen  die 
Ionen  an  beiden  Elektroden  znr  AbBcheidnng;  indem  sie  an  die  Elek- 
trodoQ  ihie  elektriache  Ladung  abgeben,  geben  sie  in  gewobnlicbe, 
d.  h.  elektriseb  nentrale  Molekflle  Über,  welche  dem  elektriaeben 
Zage  nidit  mehr  unterliegen  nnd  demgemaJa  entweichen  können. 
Oer  eigentlich  primSre  Vorgang  in  der  Elektrolyse  ist  also  nichts 
anderea,  als  der  Übergang  elektrisch  ^dadenet  Ionen  in  elektrisch 
fMirfrofe  MolekQlarteni  und  die  Arbeit,  welche  der  Strom  bei  der 
Elektrolyse  su  leisten  hat,  besteht  also  in  erster  Linie  darin,  den 
Ionen  ihre  elektrischen  Ladungen  au  entreilaen,  und  swar  gleichaeitig 
den  positiven  Ionen  ihre  positive  Elektrizitöt  an  der  einen,  den 
negativen  Ionen  ilii-e  negative  Klektnzitat  au  der  andern  Elektrode. 
Diese  Arbeit  ist  nun  aber  um  so  gröfser,  je  höher  die  aa  tien 
Elektroden  wirkende  elektromotorische  Kralt  ist,  und  da  wir  l(»t/,tere 
hei  «geeigneter  Versuciisanordnung  beliebig  zu  steigera  imstande  sind, 
♦  rkPTineu  wir,  «lals  kein  Ion  «leiue  Ladung  so  stark  zu  binden  ver- 
mag, dafs  wir  nicht  durch  hinreichend  starken  elektrischen  Zug  sie 
den  Ionen  zu  entziehen  imstande  wären.  Mit  Hilfe  des  Stromes  können 
wir  dementsprechend  die  stärksten  chemischen  Krälte  überwältigen. 

Während  bei  der  Elektrolyse  der  galTaniache  Strom  chemische 
Verwandtschaften  löst,  wird  bei  dem  umgekehrten  Phänomen,  der 
galyanischen  Siromezxeugung,  chemische  Energie  in  elektrische  um» 
gesetei  Auch  der  Mechanismus  dieser  Vorgange  ist  mit  Hilfe  der 
lonentheorie  und  der  Theorie  des  osmotischen  Druckes  in  neuerer  Zeit, 
wie  ich  glaube,  klargestellt  worden.  Die  Auflösung  des  Zinks  a.  B.  in 
einem  galvanischen  Elemente  ist  im  Prinzip  ahnlich  der  Auflösung 
irgend  einer  beliebigen  Substanz  in  einem  Lösungsmittel;  das  Eigen- 
tllniliehe^  was  bei  der  Auflösung  des  Zinks  noch  hinzukommt,  besteht 
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lediglich  darin,  dafs  hier,  wie  bei  den  Metallen  flbeiliaiip^  nicht  ekk- 
triich  nentrale  MolekQle  in  Ldsong  gehen,  sondern  dafo  ee  sieh  dabei 
tun  Ionen  handelt  Dadnrch  aber  irt  notwendig  mit  der  Anflonoi; 
des  Zinks  eine  elektrische  Yerachiebung  verbunden,  die  nnter  geeignetoi 
Versachsbedingangen  als  geschlossener  galvanischer  Strom  in*  ]l^ 
seheinimg  tritt. 

Aber  auch  wenn  man  oluie  besondere  Vorkehrung  Zink  oder  ein 
Metall  in  Säuren  löst,  int  tlauut  ein  elektrischer  Vorgang  iintrenubar 
verbunden;  von  dem  Zink  werden  Zinkionen  in  die  Saure  eutsaniit, 
wiihrend  gleielizpitifjr  die  chemisch  und  somit  aucli  elektrisch  äquivaleak 
M('n*_:r  von  W;is<t'r-tM}'tionen  umgekehrt  aus  der  Lösunt;'  zum  Zink 
üix'itritt,  um  nach  Abgabe  der  Ladung  ds  elektrisch  neutraler  Wasser- 
stoff zu  entweichen.  Genau  so,  wie  für  die  Elektrolyse  die  Spannung«- 
difPerens  an  den  Elektroden  mafsgebend  ist,  wird  aach  dieser  chenuBche 
Prozefs,  wie  in  zahlreichen  neueren  Arbeiten  geeeigt  wurde,  aos- 
schlieislich  durch  die  elektrische  Potentialdifferenz  zwischen  Metall  oiul 
Lösung  bestimmi 

Der  primäre  Torgsng  bei  der  AufldBang  eines  Metalls  ootor 
Wasserstoffentwicklung  besteht  also  in  der  Abgabe  der  poaitiveE  Lidiing 
des  Wasserstoffions  an  das  betreffende  MetalL  Leiten  wir  etwa  Chlor 
in  die  Lösung  eines  Jodids,  so  wird  gewohnliches  Jod  in  Frdhttt 
gesetzt  und  das  Ghlorion  tritt  an  die  Stelle  des  Jodions;  auch  hier 
besteht  der  chemische  Pkroaelh  also  wesentlich  in  einer  DislokstioB 
einer  dektrischen  Ladung^  und  «war  handelt  es  sich  bei  diesem  Beiipiele 
um  eine  negative  Ladung.  Nach  aufsen  verrät  sich,  wie  es  in  dtr 
Isatur  dieser  Erscheinung  liegt,  die  elektrische  Natur  dieser  ProiMt 
nicht  weiter;  elektrostatische  Ladungen  oder  gaJv^ische  Ströme  tret«! 
dabei  nicht  auf.  Wohl  aber  lälst  sich  die  Richtung,  in  der  »okhf 
clirniischon  Umsetzungen  stattfinden  müssen,  aus  den  lonenpoteatuileu 
ableiten. 

Schon  daraus,  dafs  das  Phänomen  der  Elektrolyse  in  der  ^palluIu: 
selbst  der  festesten  chemischen  V^erbindungen  besteht,  wird  es  klar,  d&i* 
bei  chemischen  Verbindimgen  elektrische  Kräfte  eine  wichtige  H(»Ue 
spielen;  im  einzelnen  haben  wir  überdies  soeben  gesehen,  dafs  bei 
manchen  chemischen  Prozessen  der  primäre  Vorgang  in  einer  Di^ 
Lokation  elektrischer  Ladungen  besteht.  Damit  tritt  denn  zo^eidi  die 
Frage  sn  uns  heran,  ob  nicht  etwa  die  chemischen  Krilte  flberhsiipt 
elektrischer  Katur  sind. 

Ehe  wir  darüber  Betrachtungen  anstellen,  inwieweit  die  Fondmiig 
in  das  SniserBt  hypothetische  Qebiet  der  Natur  der  chemisehen  ASnilit 
zur  Zeit  vorgedrungen  is^  möchte  idi  kurz  noch  darauf  eingdun,  wie 
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die  ehemiaohe  Affinitili  gemessen  werden  kann.  Wenn  zwei  Substanzen 
bei  ibrer  BerObrong  in  rascbe  cbemische  Weebselwirkung  zu  treten 
Termdgen,  so  sagt  man  in  der  Regel,  dafs  sie  eine  grolse  cbemische 
Affinilxit  beeitsen;  dies  ist  einwandsfirei,  aber  keineswegs  die  ümkebnmg 

dieses  Satzes,  dafs  nämlich  Substaazeu,  die  sich  auch  bei  iimigster 
Berüiiruug  gf'gen  einander  iuditferent  verhalten,  kein«'  AHuiität  besitzen. 
Der  Verlauf  fines  chemischen  Prozesses  ist  zwar  proportional  der 
wirkcudm  ehoniisi  lieu  Kraft,  aber  er  hängt  aufserdeni  auch  noch  vou 
der  (Ji  ^ibe  der  Widerstände  ab,  die  im  hctrcrteiuleu  Fall  zu  über- 
winden sind.  Auch  bei  .sehr  ijrofser  chennscher  Affinitnt  kann  die 
Reaktionsgeschwindigkeit  verschwindend  klein  sein,  wofür  ein  Gemenge 
Ton  Wasserstoff  und  Sauerstoff  ein  Beispiel  bildet;  trotz  der  grofsen 
Affinität  dieser  Elemente  bleiben  sie  bei  gewöbnlicber  Temperatur  so 
gut  wie  vollkommen  passiv,  weil  der  zu  überwindende  chemische 
Widerstand  sehr  grofs  ist.  Gienau  wie  die  Intensität  eines  galvaniseben 
Stromes  der  wirkendMi  elektromotorischen  Kraft  direkt  und  dem  ent- 
gegenstebenden  elektriseben  Widerstände  indirekt  proportional  ist,  so 
gilt  für  die  rein  chemiseben  Prozesse  ein  analoges  Gesetz:  die  Reaktions- 
gescbwindij^eit  ist  der  chemiseben  Kraft  oder  der  cbemisdien  Affinitat 
direkt  und  dem  cbemiseben  Widerstände  indirekt  proportional  In 
einem  galvaniseben  Elemente  werden  beide  Gesetze,  das  Obmscbe 
Grundgesetz  der  elektrischen  Strome  und  das  cbemisebe  Grundgesetz 
des  Reaktionsverlaufs,  identisch,  weil  hier  galvanischer  und  che- 
mischer Widerstand  ziisanunenfallen,  die  Ueaktionsgeschwindigkeit  nach 
1  aradays  Gesetz  der  Stroniinteiisität  gleich  wird  und  die  Kraft  <ler 
chemischen  Affinität  des  >stroniliefemdcn  Prozesses  in  dem  betrachteten 
galvanischen  Flh'niente  einfach  aeine  elektromotorische  Kraft  ist.  Ebenso 
aber  wie  dn<  n  Km  gehe  Gesetz  auch  auf  elektrische  Ketten  Anwendung 
findet,  in  denen  keinerlei  chemische  Prozesse  sich  abspielen,  wie  bei 
den  Djnamomaschiuen  oder  den  Thermosäulen,  so  gilt  daa  analoge 
chemische  Grundgesetz  auch  bei  Reaktionen,  in  denen,  wie  z.  ß.  bei 
VerbrennungserscbeinungeUy  das  Auftreten  galvanischer  Ströme  nicht 
nachgewiesen  und,  wenn  es  sich  lediglich  um  die  Einwirkung  zwischen 
elektrischen  Isolatoren  handelt,  geradezu  ausgescblossen  ist.  Immerhin 
weist  die  grofse  Ähnlichkeit  der  beiden  besprochenen  Gesetze  bereits 
auf  eine  Bodebung  xwiacben  cbenuscbem  Froaels  und  galTaniscbem 
Strome  oder  besser  gal^aniscber  Entladung  bin. 

A.VM  im  Tontehendw  1)l)«rl<«iuig«i  enehen  wir  bereits,  da&  die 
Bestimmung  der  eiektromotoriscben  Kraft  eines  galTaniscben  Elementes 
uns  gleicbzeitig  die  GrÖüse  der  Affinitilt  des  betreffenden  stromliefemden 
chemiseben  Prozesses  liefert.   Man  kann  letztere  GrÖlse  aber  auch  auf 


Digitized  by  Google 


178 


W.  Nbubt; 


zahlreichen  aiiclereii  Weg^n  ermittoln;  wie  neheabei  bemerkt  sei,  hefot 
jede  Methode,  die  snr  Kenntnis  der  waariniiJen  Arbeitsleistiuig  ma 
chemiflchen  Umsetzung  oder,  wie  man  es  auch  aosdrackt,  nir  Be- 
atimmniig  der  damit  yerbundenen  Änderung  der  freien  Energie  fthri^ 
gleichseitig  die  chemische  Affinität  der  betreffenden  stofflichen  Um* 
BotsEong.  Die  Messung  der  elektromotorischen  Kraft  ist  aber  die  fiel- 
seitigste  und  genaneste  Methode,  und  wir  sehen  also,  wie  such  hier 
wieder,  wo  es  sich  um  die  Messung  einer  der  wichtigsten  chemisckn 
Gröfsen  handelt,  eiue  rein  elektrische  Methode  iiu  der  Spitze  stellt. 

Historisch  wäre  über  die  Frage  nach  der  Natur  der  chemischeD 
Verwiiud tschaft  etwa  folgendes  zu  bemerken.  Bei  der  Besi  liaiuguiig 
mit  der  am »ri^aui sehen  Chemie  zeigte  sieh  in  der  Zusaiiiiiieiisttzung 
zahlreicher  (•hennseher  Verbmdimgeu  ein  deutlieher  Diuiiiriiiius;  man 
konnte  die  Elemente  und  Kadikale  in  zwei  Kategorien  teilen,  tlio 
positiven  und  die  negativen,  und  mau  fand,  dafs  die  positiven,  wie  die 
negativen  Radikale  je  imtereinander  meistens  relatiy  schwierig  reagier«^ 
dafs  aber  ein  stark  positives  mit  einem  stark  negativen  Radikale  sidi 
stets  glatt  zu  einer  wohl  charakterisierten  chemischen  Verbindung  m- 
einigt.  Die  Erkenntnis  dieser  Thatsache  ist  der  bleibende  Inhalt  der 
elektrochemischen  Theorie  von  Berselius;  dab  der  gro&e  jSegrIladar 
der  analytischen  Chemie  dies  Verhalten  der  Elemente  dadurch  so  ir- 
klären  suchte,  dafs  er  die  eine  Kategorie  a2s  in  freiem  Zustande  positiv, 
die  andere  ab  negativ  geladen  ansah,  eine  Annahme,  die  gsgan  die 
Elemente  der  Elektrizitatslehre  verstöfst,  ist  im  Grunde  eine  onwesant- 
liehe  Zugabe  zu  seiner  Theorie.  Thatsachlich  war  es  Hersel  ins  sadi 
wohl  mehr  darum  zu  thun,  den  von  ihm  so  oft  beobachteten  Dnalisrnns 
in  den  chemischen  Verbindungen  durch  die  Analogie  mit  den  beid«i 
Elektrizitäten  anschaulich  zu  machen,  als  eine  streng  physikalische 
Erklärung  der  Wirksamkeit  chemischer  Kräfte  zu  liefern. 

Nun  entdeckte  die  aufblühende  organische  Chemie  zaliUo?« 
chetiiiM  he  Verl)iij*liin;j;en,  bei  denen  die  einseitig  duaii^tisehe  Auf- 
lasHungs weise  voiikummen  versagte,  und  entstand  die,  A^ie  uiaii 
sieh  kurz  ausdrückt,  unitariache  Theorie  der  Konstitution  organi^her 
Verbindungen^  d.  h.  eiue  V aieuztheorie,  die  sich  um  jenen  Dualismus 
nicht  kümmert. 

Gegenwärtig  kann  man  wohl  sagen,  dals  eine  rein  unitariache  Auf- 
fassungsweise  der  chemischen  Verbindungen  ebenso  einseitig  wäre,  wie 
die  rein  dualistische  Auffns^^imgsweise  von  Berzelius;  wir  mfisseusbea 
annehmen,  dafs  bei  der  Bildung  chemischer  Verbindungen  M)wohl  ein* 
heitlich  wirkende  Kräfte  zur  (Geltung  kommen,  wie  es  s.  B.  die  ran 
Masse  zu  Masse  wirkenden  Newtonschen  AttraktionskrSfte  sind,  all 
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mek  KzSfte  polarer  Nfttar  tliätig  Hiiid,  wof&r  die  elektrischen  Kräfte 
du  dentlichste  Beispiel  liefern. 

Der  von  Berzelius  erkannte  Dualismus  der  chemischen  Ver- 
binduiigeu  Hilst  sich  vom  IStandpuiikto  der  lonentheorie  aiihr  eiutach 
fftlgendermafsen  deuten.  Diejenigen  Elemente  oder  Radikale,  welche 
aus  cheniiscliea  Verbind tmgen  als  positive  Ionen  abgespalteu  werden, 
bilileu  die  eine  Kategorie;  diejeuigen,  welche  h!s  netjative  Iotimh  auf- 
treten, bilden  die  andere  Kategorie  der  Elemente  und  Kadikale.  Es 
sind  also  nicht  die  freien  Elemente  oder  Kadikale  elektrisch  geladen, 
wie  Berzelius  annahm,  sondern  nach  der  Vereinigung  von  positiven 
tmd  n^tiven  Radikalen  untereinander  Termag  das  Molekül  unter 
geeigneten  Bedingungen  sich  in  Ionen  zu  spalten,  wobei  dann  die 
positiven  Kadikale  positiv,  die  negativen  Kadikale  negativ  elektriBch 
geladen  sind.  Diese  elektrische  Spaltung  offenbart  sieh  am  deutlichsten 
durch  elektrolytisehe  Leitfähigkeit  und  die  damit  yerbundene  flUugkeit^ 
onier  dem  Einflnsie  eines  hinreidiend  starken  elektrischen  Zuges  sich 
in  die  freien  Radikale  spalten  zn  lassen,  i^eichzeitig  aber  auch,  worauf 
Hittorf  snerst  hinwies,  in  dem  leichten  chemischen  Austausche  eines 
positiTen  gegen  ein  anderes  positives  und  eines  negativen  gegen  ein 
■öderes  negatives  Radikal,  oder,  mit  anderen  Worten,  in  der  glatten 
Bildung  und  gegenseitigen  IJmsetzuug  von  Salzen;  Hittorf  drückte 
dies  sehr  prägnant  durch  den  einlachen  Satz  aus:  „Elektroljte  sind 
Salze." 

Berzelius  uülim,  wie  schon  bemerkt,  ferner  au,  dafs  der  Ürad 
der  Positivität  oder  Negativitiit,  wenn  ich  mich  kurz  ao  ausdrücken 
darf,  durch  die  Stärke  <l*'r  elektrischen  J.aduug  bestimmt  sei;  jseit 
t'araday  weils  man  im  Uegentcil,  dals  die  elektrische  Ladung,  die 
ein  einwertiges  Ion  oder  Kadikal  mit  sich  führt,  ganz  unabhimgig  von 
der  Natur  und  demgemäfs  auch  von  der  Stärke  dieses  Kadikales  ist. 
Das  äulserst  stark  positive  Kalimnion  ist  genau  so  stark  elektrisch 
geladen,  wie  das  sehr  schwach  positive  Süberion,  und  das  Gleiche  gilt 
auch  für  das  äuTserst  stark  negative  Fluorion  und  das  sehr  schwach 
negative  Jodion.  Nicht  in  der  Gröise  der  Ladung  zeigt  sich  der  Grad 
der  Positivität  oder  Negativität,  sondern  in  der  Festigkeit,  mit  der 
diese  Ladung  gebunden  wird.  Dementsprechend  kann,  um  bei  den 
obigen  Beispielen  zu  bleiben,  Jodsilber  bereits  durch  sehr  geringe 
elektromotorische  Kräfte  in  die  freien  Elemente  gespalten  werden, 
wahrend  Muorkalium  umgekehrt  nur  unter  dem  Einfluls  eines  sehr 
starken  elektrischen  Zuges  in  die  Bestandteile  zerfallen  kann. 

Der  experimentelle  Ausdruck  der  Thatsache,  dafs  die  verschieden- 
sten einwertigen  positiven  oder  negativen  Radikale  gleich  stark  elektrisch 
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geAadesi  sind,  itt  daa  Faradajsche  elektrolyttache  GmnclgeMii^  wonach 
die  gleiehe  Strommenge  ans  den  yerechiedeiiaten  Elektrolyten  innur 
cliemiech  SquiTalente  Mengen  in  EVeikeit  setat  Da  nach  allem,  vai 
wir  darüber  wiaeen,  daa  erwähnte  Gesetz  mit  grölsier  EzaMheit  sntrifik^ 
■0  kann  die  Thatsadie^  dais  die  yerschiedenartigsten  einwertigen  lom 
die  gleiche  Elektrizitatsmenge  binden,  als  sicher  Terbtlrgt  gelten. 

Was  die  mehrwertigen  Ionen  anlangt^  so  findet  man,  dals  die 
zweiwertigen  Elemente  uckr  IiadikiJe  genau  doppelt  soviel,  die  drei- 
wertigen genau  dreimal  soviel  Elektrizität  biudenj  als  die  eia- 
wertigen  u.  s.  w. 

Diese  höchst  merkwürdigen  Thatsacheu  lassen  sfch  nun  ungemein 
einfach  und  ansehaulicii  deuten,  wie  schon  11  elmhol tz  in  seiner 
Faraday-Rede  (1881)  angedeutet  hat.  Wenn  wir  an  der  stofiFhchen 
Natur  der  Elektrizüüt  festhalten,  wozu  man,  wie  Helm  hol  tz  ebenda 
betonte^  Toilkommen  berechtigt  ist,  —  und  ich  glaube  nicht,  daüa  ndi 
seitdem  hieran  etwas  geändert  hat  — ,  so  sind  die  Ionen  eine  Art  von 
chemischer  Verbindung  zwischen  Elementen  nnd  Radikalen  eineneiti 
und  der  Elektrizität  andererseits.  Wenn  nun  femer,  wie  wir  schon 
sehen,  die  Tersohiedensien  Elemente  oder  Radikale  immer  sich  nur  mit 
einer  ganz  bestimmten  Quantität  freier  Elektrizität  oder  einem  Mnltiplnn 
davon  verbinden,  so  kann  man  das  am  einfachsten  durch  des  Sab 
ausdrücken:  ftbr  die  Yerbindungen  awiehen  gewöhnlicher  Blaterie  und 
Elektrizität  gilt  genau  das  gleiche  chemische  Grundgeseta^  wie  ftr  die 
Verbindungen  der  gewöhnlichen  chemischen  Sabstamen  untereinsDderp 
nämlich  das  C^esetz  der  konstanten  und  multiplen  Proportionen. 

Erinnern  wir  uns,  dafs  vor  etwa  einem  Jahrhundert  die  Entr 
<i(  (  kiuig  jenes  chemischen  Grundgesetzes  Aiiials  zur  Einführung  der 
AUiijiistik  in  die  exakte  Natur wissenachatt  gab,  und  dafs  l»is  auf  den 
heutigen  Tag  dieses  Gesetz  die  sicherste  experimentelle  Unterlage  jeder 
moli  knlartheoretischen  Betrachtung  geblieben  ist.  Ohne  dif  atomistische 
Naturaul fassung  stUiulfit  wir  diesem  fundamentalen  Nutnr^'  s«  tze  völlig 
ratlos  gegenüber,  wUhreiid  es  uns  vom  Standpunkte  der  Atuniiatik  ans 
geradezu  selbstverständlich  erscheint. 

Genau  so  liegt  die  Sache  offenbar,  wenn  es  sich  um  die  Auffassung 
des  obigen  elektrochemischen  Grundgesetzes  handelt;  denken  wir  uns 
die  elektrischen  Flui  da  als  kontinuierlich,  so  bleibt  es  völlig  uneridiriich, 
warum  die  yerschiedensten  Elemente  und  Radikale  immer  gerade  eine 
ganz  bestimmte  Elektrizitätsmenge  bilden  oder  gerade  ein  ICulttplan 
davon.  Sofort  aber  wird  es  zur  notwendigen  Konsequenz,  wenn  wir 
die  Elektrizität  als  in  einzebie  Atome  von  unveiinderlicher  GrSfiw  uoa 
geteilt  denken. 
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Hierdoreh  gelangen  wir  also  Bcmuageii  sn  einer  ehemisclien  Theorie 

der  Elektrizität,  die  wir  zum  Schlnfs  noch  kurz  betrachten  wollen. 
Aufser  den  bekannteu  chemischen  Ekmeuteu  hatten  wir  zwei  neue 
anzuneluuen,  gebildet  von  den  positiven  und  negativen  Elektronen,  wie 
man  diese  elektrischen  Atome  bezeichnet;  diese  Elemente  sind  chemisch 
einwertig,  d,  h.  die  Valenz  eines  Elementes  kann  durch  ein,  die  eines 
zweiwertigen  Elementes  durch  zwei  Elektronen  gesattigt  werden 
n.  s.  w.  Das  Atomgewicht  dieser  Elektronen  kann  für  die  Zwecke 
der  Chemie  als  verschwindend  klein  angesehen  werden.  Forschungen 
auf  ganz  anderen  Gebieten,  die  in  erster  Linie  das  Studium  der 
ILiihodeuatirahlen  betrafen,  und  worüber  Herr  Dr.  Kaufmann,  ein  sehr 
erfolgreieher  Bearbeiter  dieses  Qebietes,  am  letasten  Mittwoch  von  dieser 
Stelle  aus  berichtet  hat,  haben  es  flbrigens  wahrscheinlich  gemacht^ 
dafs  das  Atomgewieht  der  negstirfln  Elektronen  etwa  Vmm  Atom- 
gewichts des  Wasserstoffs  ist.  iWlich  ist  die  Frage  nodi  offen,  oh 
es  sich  hier  nm  eine  wirklidie  Ifasse  im  gewdhnlidben  Sinne  handelt 
JedeniaUs  aber  ist  diese  6r5(se  in  der  That  bei  chemischen  Arbeiten 
Terschwindend,  insofern  als  etwaige  durch  die  negattyen  Slektronen 
bedUngte  Gewichtsreranderungen  innerhalb  der  unTermeidUchen  Fehler 
«ach  der  genauesten  bisherigen  chemischen  Analysen  liegen.  Ob  die 
positiven  Elektronen,  wie  nicht  unwahrscheinlich,  das  gleiche  Atom- 
gewicht haben,  wissen  wir  nicht,  weil  man  in  diesen  die  den  Kathoden- 
strahlen entsprechende  Erscheinung  noch  nicht  aufgefunden  hat.  Die 
Eip  ntümlichkeiten,  welche  diesen  beiden  Elementen  zwischen  allen 
anderen  eine  ganz  entschipdone  Ausnahmestelle  verleihen,  sind  die  von 
ihnen  ausgehenden  eigenartigen  Kraftwirk ungeu,  die  von  der  Newton- 
Bchen  Attraktion  der  gewöhnlichen  Elemente  und  Verbindungen  so 
ToUkommen  verschieden  sind.  Die  Behandlung  dieser  Krafte  bildet 
eben  den  physikalischen  Teil  der  £lektrizitätslehre,  die  seit  Coulomb 
und  Ampere  mit  der  Erforschung  der  Gesetze  jener  Kräfte  sich 
beschäftigt  hat.  Dasjenige,  was  fftr  die  Chemie  in  Betracht  kommi^ 
nämlich  die  elektroljtisehe  Leitung  die  elektroljtische  Zersetzung  und 
die  gahsuisehe  Stromerzeugung  habe  ich  in  dem  ersten  Teile  memes 
Vortrages  besproi^en,  und  wir  haben  dabei  konstatiert^  dafs  sieh  diese 
Erscheinungen  in  der  That  aus  den  elektrischen  Grundgesetssen  heraus 
anschaulich  deuten  lassen. 

Wenn  man  fragt,  warum  denn  diese  beiden  Elemente  Ton  polar 
entgegengesetstem  Charakter  eine  soldie  Ausnahmestellung  im  Ver- 
(^eich  EU  allen  tibrigen  einnehmen,  so  kann  man  diese  Frage  allerdings 
mit  gleichem  Hecht  anfwerfen,  aber  ebensowenig  beantworten,  wie  die: 
warum  ist  das  Clüor  gerade  das  Chlor,  \Nurum  hat  das  Natrium  gerade 
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die  Eigengchaften  des  Natriams  n     w.  Die  Eigenschafton  der  Elen:  ^ 
könneii  wir  zur  Zeit  eben  nicht  ableiten,  wir  müssen  sie  eii'^: 
nehmen,  wie  sie  sind.  —  Übrigens  erinnert  das  gegenseitige  yerhiiz||'J 
der  positiyen  und  negatiyen  Elektronen  ein  wenig,  aber  aneh  nm  f^!- 
wenig,  an  das  Verhältnis  zwischen  zwei  optischen  Isomeren.        iJ':^ : 

Die  Ionen  sind,  wie  schon  bemerkt,  als  chemische  Verbinda  ^i-Ü^ 
zwischen  gewohnlichen  Atomen  nnd  Radikalen  nnd  den  Mektr  ÜJ- 
anfen&ssen,  nnd  zwar  sind  es  gesättigte  chemische  Verbindui^^j^i 'i; 
Wenn  wir  nSmlich  etwa  im  Chlonwtrinm  das  Nafcrinmatom  dnrdJf  3i  ^ji 
negatiTes  Elektron  substitnieren,  so  bekommen  wir  das  neg^^ 
Chlorion;  wenn  wir  das  Chlorfttom  durch  das  positiv  geladene  Ele' *•  • trfj t 
ersetzen,  so  bekoninien  wir  das  positive  Natriumion.    Man  sieht 
dai's  die  loneu  sich  vollständig  in  das  Schema  der  Substitutionstl 
einordnen,  sobald  wir  die  atomistisclie  ÄiiffassTin^  der  Elektrizität  zu 
Hilfe  nehmen.     Gleichzeiticr   wird   auch   der   irewaltige  Unterschied 
zwischen   freiem   <  hlor  und  dem  Clilorion,  zwischen  freiem  Natrium 
und  dem  Natrium ion  offenbar;  denn  genau  so,  wie  das  physikalisrb? 
Verhalten  des  freien  Chlors  und  des  freien  Natriums  ganz  anders  ist 
als  wenn  diese  Elemente  in  einer  chemischen  Verbindung,  wie  etwa 
CUomatrium,  vorhanden  sind,  so  wird  ihr  Verhalten  durchgreifend 
dnrch  die  Verbindung  mit  den  dektrischen  Elementaratomen,  d.  Lducli 
den  Übergang  in  den  lonenznstand,  geändert 

Dab  sich  übrigens  die  Ionen  in  der  Thai  wie  gesättigts  Ver 
bindnngen  verhalten,  geht  nnter  anderem  tau^  ans  folgender  ThatHshe 
henror.  An&er  den  chemischen  Yerbindnngen,  die  sich  dem  Scksns 
der  Valenztheorie  nnterordnen,  giebt  es  anch  sogenannte  Mokkltt' 
Verbindungen;  um  hierfür  ein  Beispiel  zn  nennen,  so  ▼erniag  du 
Platinchlorid  sechs  Ammoniakmolekflle  zn  addieren.  Es  ist  nnn  sehr 
beroerkeiMwert,  dafs  die  Ammoniakmoleküle  durch  Ionen  ersetzbar  sisd, 
wie  die  Forschungen  von  Werner  gezeigt  haben,  und  dafs  also  and» 
die  Ionen  in  der  Art  und  Weise,  Molekfllverbindungen  zu  bilden,  sich 
vollkommen  den  gewöhnlichen  gesättigten  Verbindungen  au  die  Seite 
stellen. 

Es  liegt  nuu  die  Fratre  nahe,  ol)  sich  die  Substitution  im  Ohlor- 
natrium  nicht  noch  einen  Schritt  weiter  ffibren.  d  b.  ob  sich  n'.cht 
gleichzeitii?  das  Natriumatom  und  das  Chloratom  durch  ein  negalivt»^ 
und  ein  positives  Elektron  substituieren  läfst;  das  Resultat  diesei 
Substitution  wäre  also  eine  Verbindung  aus  einem  positiven  and  einem 
negativen  Elektron.  Wir  hätten  eo  ein  elektrisch  masseloses,  neutrales 
oder  wenigstens  so  gut  wie  masseloses  Molekül.  Über  diese  Ver- 
bindung und  über  die  Rolle,  die  sie  vielleicht  in  chemischen  vad 
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1  henuBchen  Proieflsen  spielt,  wisflen  wir  noch  niehts  Bestiznintoa. 

diese  Verbindiingen  wirldich  ezistieren,  und  Bollto  ee  um 
!t;  ein  Reagenz  dttnuif  zu  finden,  um  mich  der  chemischen  Ans- 
^eise  za  bedienen,  so  wfirde  sich  uns  Tielleicht  eine  neue  Welt 

Jcheinungen  erschliefsen;  die  Vermutung  scheint  mir  jetzt  schon 
rßbar,  dafs  im  Verhalten  des  Liebtäthers,  jenes  bis  heute  noch 
hypothetischen  Agens,  diese  Molekülgattung  eine  Rolle  spielt. 
T  Grund  dieser  Anschauung  können  wir  uns  nun  bnld  ein 
)5ild  über  das  Verhältnis  von  diialistischer  zu  unitariscber  An- 
;i;s\veise  versehulieu.  Dir  versrhiedenen  Elemente  fbez.  Kadikaie) 
zn  den  positiven  und  negativen  Elektronen  verschiedene  chemische 
<;  diejenigen  Elemente,  die  zum  positiTen  Elektron  eine  ans- 
lene  Verwandtschaft  zeigen,  bilden  die  positiTe  Gmppc  von 
Elementen;  entsprechend  besitzen  die  n^;atiTen  Elemente  eine  Ver- 
wandtschaft zum  negativen  Elektron.  Aufserdem  besitzen  die  ver- 
schiedenen Elemente  untereinander  eine  chemische  Affinität,  die  nicht 
polsren  Charakters  ist.  Dementsprechend  können,  ohne  dafs  die  Elek- 
tronen eine  Bolle  spielen,  zwei  Atome  eines  Elementes  eine  feste 
ehemische  Verbindung  eingehen;  ich  erinnere  nur  an  die  Festigkeit^ 
mit  der  sich  zwei  WasBerstoffiitome  oder  zwei  Stickstoffatome  unter- 
einander  zu  einem  Molekfll  vereinigen.  Dasselbe  gilt  TOn  yielen  Ver- 
bindungen der  Metalloide  untereinander,  wie  Ghlorjod,  Schwefelphosphor 
0.  s.  w.  Ebenso  Termögen  die  Metalle  untereinander  zahlreiche  Ver- 
bindungen einzugehen,  bei  denen  wir  ebenfUls  gar  keinen  Anlafs 
haben,  auf  ©ine  Beteiligung  von  Elektronen  zu  scbliefsen.  Der  Kohlen- 
stoff insbesonderCj  der  einen  Ubergang  zwischen  den  ausgesprocbeu 
positiven  und  den  ausgesprochen  negativen  Elementen  bildet,  vermag 
mit  beiden  Kategorien  von  Elementen  zn  reagieren,  und  da  auch  hier 
die  Elektronen  aus  dem  Spiele  zu  bleiben  scheinen,  so  wird  die  Möglich- 
keiL  einer  rein  unitarischen  Auffassuugsweise  bei  den  Koklenstoffver- 
bindungen  verständlich. 

Sobald  aber  ein  positives  imd  ein  negatives  Element  miteinander 
reagieren,  tritt  die  Fälligkeit  der  lonenspaltuiig  auf,  d.  h.  mit  diesem 
cheniischen  Prozesse  ist  eine  Addition  oder  Aufspaltung  eines  masse- 
losen  elektrisch  neutralen  Moleküls  verbunden;  es  scheint  mir  sehr 
bemerkenswert,  dafs  diese  Vorgänge  mit  einer  viel  durchgreifenderen 
Veränderung  des  gesamten  Verhaltens  verbunden  sind,  als  diejenigen, 
bei  denen  eine  Mitwirkung  der  Elektronen  nicht  stattzufinden  scheint; 
denn  wahrend  die  Verbindungen  der  Metalle  untereinander  deutlich 
metallischen  Charakter  bewahren  und  die  Verbindung«!  zwischen 
Metalloiden  ebenfslls  deutlich  an  das  Verhalten  ihrer  Bestandteile 
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erümem,  entstellt  offenbar  etwas  ganz  Neues  und  Eigenartiges,  wenn 
ein  Metall  mit  einem  Metalloide  leagieii.  Eine  Substanz  wie  Chlor- 
natrium,  weist  gegen  üire  Komponenten  die  denkbar  grofsten  Ve^ 
jschiedenheiten  auf,  wie  aaeh  bei  der  Büdnng  eolcher  Verbindimgai 
offenbar  ganz  besonders  maehtige  ehemisdie  Xtifte  mitwirken. 

NatOrlich  scheint  es  nicht  unmöglich,  dab  anch  bei  den  nidit 
pohiren  Wechselwirkimgeii  elektrische  Kiftfte  im  Hinteigronde  sidi 
befinden,  wie  man  ja  auch  jetat  schon  vielfach  hoflft^  die  Newtonidi« 
Attraktion  ähnlich  wie  es  mit  der  Optik  gelang,  auf  elektrisehi 
Phänomene  snrttckftthren  zn  können.  Das  ist  aber  doch  ledi^ch  Sidie 
der  Zukunft;  zur  Zeit  wird  man  gut  daran  fhun,  die  Kräfte  polim 
Natur  sorgfältig  Ton  den  unitarischen  zu  trennen. 

Bas  hier  dargelegte  Schema  lälst  die  Möglichkeit  vorhersdieo, 
(lafs  ein  Element  oder  Radikal  mit  einem  positiven  oder  negatireD 
Elcktrou  zu  reagieren  vermag,  ohne  dals  gleichzeitig  ein  auderes 
Element  von  entja^^engesetzt  polarem  Cliarakter  sich  des  frei- 
jrewnrdenen  Elektrons  bemächtigt.  Wenn  dies  geschähe,  so  würde 
das  Ireie  Elektron  in  Analogie  zn  den  gewöhnlichen  cbemischeu  Pro- 
zessen mit  einem  bestimmten  I  lissoziationsdruck  in  Freiheit  gwet^t 
werden,  der  sich  in  der  lebeudigen  Kraft  des  foi-tgeschlendcrteii  freien 
Elektron'«  äu^^^em  würde.  Vielleicht  verdanken  die  Bec(iuerHlstrilil' ü 
einem  sol  Iumi  ehemischen  Prozesse  ihre  Entstehung;  da  mau  auch  hier 
bisher  mir  das  Auftreten  freier  negativer  Elektronen  beobachtet  hat, 
so  gewinnt  es  überhaupt  den  Anschein,  als  ob  die  positiven  Elektronen 
Tie!  schwieriger  zu  isolieren,  d.  h.  viel  fester  Ton  den  Elementen 
metallischer  Natur  gebunden  seien,  ab  die  negatiTen  filektrooen  m 
den  Metalloiden. 
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Dip  Tariationsrec'hnung  hat  eine  pig»>nartige  Geschichte,  ünternimmt 
man  es,  das  Interesse  der  Mathematiker  tui"  diese  Disciplin  festzustellen,  indem 
man  die  darauf  bezüglichen  Abhandlungen  und  Werke  Jahr  iui*  Jahr  ab- 
zilili,  80  ergeben  deh  AuflUleode  Yenduedeiihritm.  Brei  lehtif  bemr- 
tntende  Maadma  fallen  mnSelut  auf,  die  etwa  va  den  Jaliren  1700,  1740, 
1765  geboren;  ibnen  entsprechen  die  Namen  Jac.  und  Joh.  Bernonlli, 
En  1er,  Lagrange  und  die  Stufen  der  Entwicklung  vcm  der  Stellung  und 
Lösung  besonderer  Aufgaben  bis  zur  Auffindung  allgemeiner  Methoden  und 
der  SohaflFxuig  eines  besonderen  Algorithmus.  Der  ersten  Blütezeit  folgt 
UD  Abstände  Ton  etwa  70  Jahren  eine  zweite:  mit  Anfang  der  dreilsiger 
Jahre  des  neunzehnten  Jahrhundei-ts  beginnt  die  Häufigkeitskurve  wieder 
tu  steigen  nnd  bleibt  von  1885  bis  1855  auf  einer  exfaebliehen  Höbe. 
Einmal  erf&hrt  die  Aufgabe  der  Vuiaüonereclutnng  Erweitentngent  teils 
von  geometrischer  Seite  durch  Steiners  noch  lange  nicht  genug  gewürdigte 
Arbeiten,  teils  von  analytischer,  indem  nacli  dem  Vorgange  von  Gaufs 
doppelte  und  nvf'hrfache  Integrale  in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen 
wurden.  Dann  aber  wird  die  durch  Ansiitze  von  Legendre  (1786)  und 
Lagrange  (1801)  begonnene  Kritik  der  Variationsrechnung  durch  Jacob i 
fortgesetst,  dessen  üntersndiangen  über  die  sweite  Variation  bis  in  die 
neueste  Z^t  binein  ihre  Fmehtbarkeit  bewiesen  haben. 

Etwa  seit  1875  beginnt  ein  neues  Steigen  der  Kurve,  und  in  dem 
(rpViiefo  dieses  Maximums  befinden  wir  uns  noch  gegenwärtig.  Die  Weier - 
■^Traissche  Schule  hat  hier  einen  hervorragenden  Anteil;  es  handelt  sich 
<larum.  die  Theorie  von  Grund  aus  neu  aufzubauen,  öodafs  den  Forderungen 
der  „Weierstrafsschen  Strenge''  genügt  wird.  Was  Weierstrafs  selbst 
betniß,  so  sind  wir  auf  die  Abhandlongen  einiger  seiner  Sohftler  an- 
gewieeeUf  die,  wie  Herr  Kneser  sieb  ausdrttelct,  ,^war  in  etster  Linie  den 
eigenen  Untersuchungen  der  Verfasser  gewidmet  sind,  aber  auch  in  modi- 
fizierter und  verallgemeinerter  Weise  alle  wesentlichen,  auf  unswn  Qegen* 
stand  bezüglichen  Ideen  von  Weierstrafs  enthalten". 

Da  Herr  Kneser  für  die  KncyklopSdie  der  mathematischen  Wissen- 
schaften einen  Bericht  über  die  Variationsrechnung  liefern  wird*),  will  er  in 
seinem  Lebrbudie  unter  Verzicht  auf  eingebende  historische  Angaben  und  die 

1)  Der  Beriebt  ist  bereite  gedruckt,  nur  noch  nicht  ausgegeben. 

Die  Red. 
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Ertrttfnng  Ton  PriorititBlrageii  einen  Alirifg  dieser  Disnplin  geben,  so  wie 

er  wa£  dem  gegenwärtigen  Standpunkt  der  Entwicklung  ge^^eben  worden 
kann.  Eine  solche  nach  oinheitlichem  Plane  erfolgende,  auf  einheitlichen 
Grundsätzen  benihende  Darstellung  zu  liefern,  war  keine  leichte  Aiifcal^e: 
denn  wenn  aucli  die  Art  der  Durclifiihning  und  die  Zielpunkte  der  rnt^r- 
suchung  von  voruhereiu  feststanden,  bo  galt  es  doch,  sich  durch  ein  Gfr 
strapp  domenToUer  ünterBuchuogen  den  Weg  zu  iMÜmen,  und  der  «igeuB 
Thfttigkeit  des  YerfasMrs  blieb  vieles  fiberlassen.  Deshalb  ist,  was  er  ge- 
leistet hat,  weit  mehr  als  ein  Lehrbuch  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes, 
es  ist,  wie  die  folgende  Übersicht  über  den  Inhalt  des  Werkes  zeigen  wird, 
zugleich  ein  Beitrag  zur  Fortbildung  der  Variationsrechnung,  der  von 
bleibendem  Wert  sein  wird;  einen  Beweis  hierfür  bildet  die  Thatsacbe,  dafs 
bereits,  dadurch  angeregt,  andere  Autoren  weitergehende  Untersuchungen 
angestellt  haben.  ^) 

KaGhdem  in  dem  ersten  Abschnitt  (8.  1 — 19)  Begriff  mä  Qfmänf^ 
der  VtvriallimtrtiSmmg  behandelt  worden  sind,  werden  in  dem  zweten 
(8.  30 — 42)  iMhmäige  BeHngumigm  dafür  anfgesfeellt,  dab  ein  Integnl 

» 

ein  ExtrPmnm  ist.  Herr  Kneser  bedient  sieh  dabei  einiger  nener  tennim 
technici,  die  sich  in  einer  vom  Ref.  an  der  Universität  Kiel  gehaltenen,  mit 
Übungen  yerbundenen  Vorlesung  sehr  gat  bewfthrt  haben  und  sllgeiiiriii» 
EinfDObrnng  verdienen.   Die  Knrren,  die  der  DilTerentialgleichmig 

dx\cy }  cy 

genügen,  bezeichnet  er  als  die  zu  dem  Integrale  J  gehörenden  Extrcmüm 
(S.  24).  Soll  ferner  /  uuter  der  Bedingung  ein  Extremum  sein,  dafs  der 
Endpunkt  der  Extremale  auf  einer  gegebenen  Kurve  liegt,  so  sagt  er,  dais 
die  Ertremale  au  dxx  Kurve  transvemü  liege  (S.  32). 

In  dem  dritten,  nmfimgreicbsten  Absebnitt  (8.  43 — 116),  der  d«a 
Mittelpunkt  des  Buches  bQdet,  werden  hinreichende  Bedingungen  des  Es- 
frrmumfi  von  J  ent\\'ickelt.  Auch  hier  finden  sicli  glücklich  gewählte  Aus- 
drücke, so  die  folgenden  l^ezeichnungen,  deren  BedeutnnL''  or^ifhtHch 
ist:  "Fehl  eines  Bogens  11),  ircikrc  uiul  engere  ^achharschaft,  stari'^ 
und  acJi  waches  Jh^jclremum  (S.  54),  ordentlicitcs  und  aufserordentlides  Vtr- 
adiwindm  des  Weierstrafsschen  Ausdmekes  S  (8.  78),  exhremder  Sreim- 
pmtkt,  extrenua  koi^ugierte  J^mkte  (8.  89),  Nomatporiaikm  (8.  91).  Vtr 
zweckmäfsig  erscheint  es  dagegen,  dafe  von  einer  „Legendreschen  Be- 
dingung" bei  einem  sfarlrn  Extremum  gesprochen  wird  fS.  fiO^l:  wer  fl^ 
Litt«ratur  über  den  Gegenstand  nidit  kennt,  wird  daraus  entnehnim, 
Legendre  diese  Bedingung  aulgestellt  habe,  während  er  doch  nur 


1)  Über  das  Verhältnis  der  Untersuchungen  von  Herrn  Kneser  zu  des« 
von  Henrn  Hilbert  vergliche  man  denen  Bemerkungen  in  dem  Abdruck  snaB 
Yorteages  „Malhematiithe  FnWemt"  (dieaee  Aiohiv  (S)  1,  231— 286\ 

Zusatz  Oktober  IJÖl. 
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sckw&che  Extremum  1»6haiidelt  bat;  statt  Jaoobisch«  und  Legendreseh« 
Bedingung  wttrde  os  Ti«lleicbt  besser  beiflBeii:  Statigkeiie-  und  YoKseichen- 
bedmgnng. 

Der  Aufgabe,  dafs  J  ein  Extremum  sein  soll,  während  gleicbzeitig  ein 
zw^^ifpc  Integral  K  dorselben  Art  einen  gegebenen  Wert  hat,  ist  der  vierte 
Abschnitt  (8.  117 — 170)  gewidmet  Es  folgen  Verallgemeinerungen  der 
vorhergehenden  üntersuchuagen.  Während  die  Kurven,  die  ein  Extremum 
liefern  sollen,  urspdinglich  als  stetig  gekrfinunt  vorausgesetzt  worden, 
werden  im  Abscfaniit  5  (S.  171 — ^193)  aneb  diskontinnierlicbe  liOsnngen 
rogelassen,  ohne  dafe  freilieb  dieser  sdiwierige  Gegenstand,  dem  besonders 
Steiner  nnd  W^ierstrafs  ihre  Anfinerksarakeit  zugewandt  hahen,  er- 
schöpfend behandelt  würde.  Im  sechsten  A1)sohnitt  ('S.  15)3 — 226)  wird 
anpenoninien,  dafs  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  Ableitungen  be- 
liebig hoher  Ordnung  enthält;  die  scharfsinnisfen  Untersuchungen  des  Herrn 
Zermelo  waien  hier  eine  wiehuge  Voraibeit.  Schliefslich  wird  auch  der 
Begxiff  des  Integrals  Terallgemeinert,  indem  im  siebenten  Absehnitte 
(S.  327 — 363)  an  die  SteUe  der  Qnadntor  das  Integral  eines  Systems 
gewSbnlioher  Differentialgleiehnngen  tritt.  Endlich  gesdneht  auch  der 
Übergang  zu  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen.  Ohne  sich  in  leere 
Allgemeinheiten  zu  verlieren,  beschränkt  sich  Herr  Kneser  dnrauf  (Ab- 
schnitt 8,  S.  283 — 30<i),  die  Untersuclmnp  für  den  Fall  eines  Doppel- 
mtflgialb  durchzuführen,  auf  den  Herr  Kobb  die  Weierstrafssche  Theorie 
aasgedehnt  hatte. 

Es  folgt  noch  ein  ansftthrlidlies  Litteratorverzeicbnis  (6.  907 — 311); 
sehr  nützlich  ist  auch,  dafs  auf  S.  XV  alle  die  Fanigtaphen  zusammen- 

gestellt  sind,  in  denen  die  15  von  Herrn  Kneser  ausgewählten  Anl|gabeii 
behandelt  werden.  Mit  Recht  hat  er  auf  die  eingehende  DiskTission  von 
Aufgaben  grofse  Sorpfalt  verwandt.  Geisfreieh  gestellten,  geistreich  ge- 
lösten Aufgaben  verdankt  ja  die  Variationsrechnung  ihren  Ursprung,  und 
die  Vertiefung  in  besondere  Probleme  ist  auch  später  der  Antrieb  zu 
weiteren  Fortsehritten  gewesen  und  wird  es  in  Znknnft  bleiben;  d«m  sa 
allen  Zeiten  wird  die  von  Leibnix  am  hScbsten  gestellte  am  imm^imdi  des 
Mathematikers  besonders  in  der  Stellnng  schöner  Aufgaben  in  Encheinnsg 
treten. 

ReifbbnHip-k^it  des  Inhalts  und  eine  den  Forderungen  moderner  Sti'enge 
entspreeiifi  i;.  1 '.Hli;indlung  des  Stoffes  sind  grofse  Vorzüge  des  Kneserschen 
Werkes.  Boi  emem  Lehrbudw  darf  man  jedoch  auch  noch  andere  For- 
denmgen  staUen.  Vor  tSkm  soll  die  XNosteUnng  den  BedAzfnisstn  der 
Lernenden  entsprechen.  Dieses  Ziel  zu  erreidien  ist  im  Laufe  der  Jahre 
immer  sdtwerer  geworden,  denn  unbedingte  Strenge  und  leichte  Verst&ndlicli- 
keit  stehen  in  einem  gewissen  Gegensatz  zu  einander;  Strenge  verlangt 
häufig  lange  Entwicklungen,  deren  Zweck  nicht  unmittelbar  einleuchtet. 
Dafs  diese  Schwierigkeit  überwunden  werden  kann,  ?!«*igt,  uin  einicre  Bei- 
spiele herauszugreifen,  Picards  glänzend  geschriebener  Traite  d  Analyse, 
es  zeigen  die  fibidef  in  denen  Engel  und  Scheffers  die  tiefgründigen 
Ideen  von  Sophus  Lie  dargelegt  haben. 

Worin  besteht  nun  diese  Kunst  der  Darstellung?  Von  wesentlicher 
Bedeutung  ist  wohl,  dals  der  Autor  es  Terstebt,  die  dem  Stoffe  immanente 
Gliederong  dem  Leser  snm  Uaren  Bewufstseia  su  bringen.  Das  geschi^ti  um 
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einige  el«iiieiitaz6  Regeln  iuafUireii,  indem  mn&ngreiolien  UntenndnuigMi  eii 
Plan  ihrer  DniehfUming  tomoBgendiickt,  indem  bei  den  eiazelnen  Stadien  der 
Durchführung  angegeben  wird,  was  enreicht  ist,  und  was  zu  thon  noch  äbrig 
Hlei})t,  indem  die  bewiesenen  LehrsStze  und  Theoreme  jedesmal  ausdrücklicb 
formuliert  und  womöglich  durch  besondere  Typen  hervoi^ehoben  werden. 
Dazu  kommt  dann  die  geschickte  Anordnung  des  Stoffes,  für  die  sich  keine 
bestimmten  Begeln  geben  lassen. 

Bw  Oogwiteil  hiervon  ist  «ine  Daniellung,  bei  der  der  Loeor  obi 
Bnhepftiue  weitergefOhrt  wird,  ohne  dafo  er  weüs,  wohin  der  Weg  gilit 
und  wo  er  Bloh  gerade  befindet,  bei  der  er  sich  dem  Antor  als  Fitibnr 
blindlings  anvertrauen  mnfs,  der  ihm  znnift:  „Allex  en  avant,  la  foi  Y<m 
viendra".  Lobatschofskijs  öchnt't^n  sinri  pin  Beispiel.  Von  ihnea  hat 
Gaufs  gesagt,  dafs  sie  einem  verworrenen  Walde  gleichen,  durch  den  es, 
ohue  alle  Bäume  erst  einzeln  kennen  gelernt  zu  haben,  schwer  ist,  den 
Durchgang  und  die  Übersidit  su  finden.  In  Torfarefflicher  Weise  kenueidiiet 
Ganfe  hierdurch  die  Sckwierigkeitenf  die  der  Leeer  sa  Ubenrinden  hft^ 
wenn  er  sich  auf  einen  Standpunkt  erheben  will,  von  dem  am  er  dit  dir 
gestellte  Tl  f  orie  in  der  Gesamtheit  ihrer  Verzweigungen  umfassen  und 
erkennen  kann,  welche  Bedeutang  ihr  in  dem  System  der  Mathematik  ni> 
kommt. 

Es  genüge  zu  sagen,  dals  die  Forderungen,  die  Herr  Kneser  an 
diejenigen  etellii  die  neh  idoht  bleÜB  die  Handhabung  eines  FennebfiMiitti 
aneignen,  sondern  den  Geist  der  Variatifmsrechnung  erfiusen  woHbb,  raeki 
erbeblich  sind.  Dazu  kommt  noch,  dafs  der  Lernende  nicht  schrittweis« 
vom  Leichteren  zum  Schwereren  gef&hrt  wird,  sondem  dab  er  sich  die 
Theori'^  '?nfnrt  in  rVr  A11cf'mrinb''it  nnd  Abstraktheit  aneignen  !?oll,  die  im 
Laufe  der  Entwu  klnniz  allmül  li(  !i  ^^rreicht  worden  ist.  Es  ist  gewüii  flr 
eine  strenge  Behandlung  des  Extremums  eines  Integrales 

imbedingt  erforderlieh,  x  und  y  als  Fonktionen  eines  Facameters  I  lawisriw- 
Im  Gnmde  bedeutet  das  »ber,  dab  man  Integrale  der  Fosu 

h 

m 

betrachtet,  bei  denen  y  und  e  eindeutige  Punktionen  von  x  sind.  Vom 
pftdanrgischen  Standpunkte  aus  wird  es  sich  abpr  empfehlen,  den  Kuno« 
der  Variationsrpohnunp  mit  Aufgaben  ^u  beginnen,  bei  denen  nach  «ler 
Natur  der  Auigabe  die  Ordinate  als  eindeutige  Funktion  der  Abscisse  an- 
zunehmen ist,  und  erst  anf  Gmnd  der  hierbei  gewonnenen  Einsidit  d» 
Diskussion  drä  aUgemeinen  Fh>blem8  vommehmen.  Ebenso  Uflit  die  is* 
Ordnung  des  Stoffes  im  dr  itten  Abschnitt  zu  wünschen  ttbrig,  dessen  eentnlt 
Bedeutung  bereits  hervorgehoben  wurde.  In  ihm  werden  zunächst  nnter  gewiss«o 
Voraussetzungen  und  Beschrankungen  hinreichende  Bedingungen  des  j^tark« 
und  aohwachea  Extremoms  von  J  entwickelt,  und  erst  hiiitM'h«r  txfi^ 
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der  Leser,  warom  jene  Voraussetzungen  berechtigt  und  jene  Beschränkungen 
erforderlich  waren.  Eine  Darstellung,  bei  der  das  Zit'l  des  Abs^'bnittes: 
die  Aufsidhouj  hwrrlphincUr  Brdiyxganyin  auch  den  Schlufs  der  Uuter- 
suchong  bildete,  wäre  vorzuziehen;  h-eilich  mülste  dann  in  einer  Einleitung 
der  Plan  der  Untersuchung  dargelegt  werden. 

Mui  könnte  gegen  diese  Anwtellimgen  emwenden,  dab  allei  du 
wu  im  Voilie^gebenden  angefÜirt  worden  iBt,  nur  die  Sehale  betrifft, 
dafs  aber  der  Kern  des  Kneser sehen  Werkes  vortrefflich  ist,  dafs  es  auf 
solider  und  gewissenhafter  Arbeit  beruht,  und  dafs  d^r  Leser,  der  die 
Geduld  und  Ausdauer  hat,  dem  Verfasser  bis  ans  Ende  /.u  folgen,  ItLr 
seine  Mühe  reich  belohnt  wird.  Die  Entscheidung  mögen  die  Leser  treffen, 
denen  vor  allem  sa  raten  irt,  dafo  sie  sich  nicht  etwa  durch  den  ersten 
AlMofanitt:  Begriff  mtd  €hrtmdregdn  «ler  VariaiicnsMimmg  abBÖhredcen 
lassen,  der  weitaus  der  schwächste  ist  Ea  sei  gestattet,  hierauf  sum  GbUnA 
noch  mit  einigen  Worten  einzugehen. 

Aufgabe  des  ersten  Abschnitt^^s  hätte  es  fpin  sollen,  den  Begriff 
der  Variationsrechnung  in  voller  Allgemeinheit  und  mit  der  für  solche 
grundlegenden  Auseinandersetzungen  erforderlichen  Schärfe  des  Ausdrucks 
xa  entwidwln  imd  den  Übergai^  zn  den  in  den  folgenden  Ahsehnittsn 
dmpeibgefBhrten  üntennehungen  dadnroh  su  bewiiken,  dafii  dargelegt  wnzde, 
warum  dabei  gewisse  einschränkende  Annahmen  gemacht  werden  müssen 
und  was  tu  leisten  übrig  bleibt,  wenn  man  sich  von  diesen  befreien  will. 

An  Stelle  davon  giebt  der  erste  A>»schnitt  eine  durch  kein  inneres 
Band  verknupfiu  Zu.sammcustellung  von  i'etinitionen  und  Bezeichnungen,  die 
im  Folgenden  gebraucht  werden,  und  während  sonst  eine  erfireoliche  Prä- 
eisioB  des  AnsinekB  hemeht,  ist  hier  das  GegentsU  wu  konstatieniL  So 
heilst  es  s.  B.  8.  3-^4;  „flieht  man  ix^  und  ihre  ersten  Ableitungen 
als  kleine  Hröfsen  an  und  madit  die  entsprechenden  Vernachlässigungen, 
80  gebe  Ju  in  du  über."  Hier  hatte  gesagt  werden  müssen,  dafs  es  eine 
Einschränkung  für  ix  und  6y  bedeutet,  wenn  man  ihre  ersten  Ableitungen 
als  kl<»ine  drulsen  derselben  Ordnung  ansieht.  Bedunklich  ist  ttm  r,  weil  es 
den  Leruendeu  leicht  verwirrt,  dais  luer,  wie  an  mehreren  anderen  Steilen  des 
cETsten  AhwdmittN,  von  VemachlSssiguugen  die  Bede  ist  Der  Mathematiker 
hat  niemab  das  Beeht  etwas  sn  yemauhlüssigen,  and  wenn  man  bei  einer 
Reihenentwicklung  das  Aggit'gat  der  Glieder  erster  Dimmsion  mit  einem 
besonderen  Namen  oder  Buchstaben  belegt,  so  ist  das  keine  Vernachlässigung. 
Noch  bedenklicher  ist,  dafs  „dx  und  öy  als  kleinf'  Oröfsen  angesehen 
werden".  Ja  es  hei£st  sogar  (S.  l):  „Die  Grölse  dy  =  gpi^x  -j-  dx)  —  <p{x) 
ist,  wenn  dz  klein  ist,  das  Differential  von  Das  ist  zum  mindesten 
eine  Definition  des  Diffiwentials,  die  von  der  flUichem  abweicht,  nach  der 
Differentialo,  wenn  man  ihnen  fiberhanpt  selbsttbidige  Esistemt  snbQligen 
will,  gegen  Null  konvergierende  Inkremente  der  Veränderlichen  sind  (rergl. 
Encjklopadie  der  mathemati sehen  Wissenschaften,  Bd.  II.  S.  69). 

KieL  Paui.  SrloKnu 
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Bömörkimgea  zur  Entgegnimg  dbs  Hbrrn  Föppl.  ^) 

Diese  Entgegnung  giebt  mir,  zu  meinem  Bedaueni,  ktliie  V*  mnlngsunü, 
irgend  eine  der  in  meiner  Besprechung  vorgetrageneu  BeinüBgelungt-n  m 
niodilj/.iereii.  Nur  einige  Bemerkungen  der  Entgegnung,  welche  den  tha?- 
säcliiiclien  Verhältuissüu  uiclit  eut^precheu,  mögen  einer  näheren  Beleuchluug 
unterworfen  werdeoL 

Den  Sats  von  Castigliano  tlber  die  iDüFerentUlqttotienten  der  D«fo^ 
mationsarbeit  habe  ich  in  der  Besprechung  nach  der  zitierten  Überseinsg 
des  Originals,  wo  er  sich  auf  den  Seiten  18  und  42  befindet,  dem  Wort- 
laut nach  ange^reben.  Unter  „äufseren  Kräften"  verst»'bt  in  diesem  S»tj 
Castigliano  «licjruigeu  m  den  Systempvinkten  angreilenden  Kräfte,  welchen. 
an  den  Systempuukten  selbst,  die  Spanntmgen  dua  Gleichgewicht  haiteu. 
Anch  aafffe  er  (Seite  8),  dafs  ein  Sifstem,  «tidüis  nadi  der  Deformation  ti$ 
ffarr  hetradtki  mrd,  unfer  dem  Emfln^'s  der  äufsereit  Kräfte  «n  Gieküigeicidii 
isL  Bei  Castigliano  siad  daher  sämOieke  StütakriAe  (Aoflagericrifke) 
äußere  Krfifte. 

Herr  FQppl  erklärt,  dafs  die  Aoflagwreaktioneii  «^mdll  m  den  inbena 
Kräften  gerechnet  werden  können". 

Castigliano  beherrschte  die  Statik  so  hinreichend,  dalä  ur  wiiTit«, 
dafs  beim  Weglassen  der  Auflagerreactionen  (oder  einzelner  derselben),  die 
nach  H«nit  Föppl  übrig  bleibenden  ätrfseren  Erllfte,  an  dem  als  stur  be> 
trachteten  Körper  «teM  Oleiehgewicht  herroimfen. 

Hiernach  glaube  ich,  auf  die  weiteren  AnsflUmmgen  des  Hemi  F5ppl 
nicht  eingehen  zu  sollen. 

Rechnet  n^an  in  jeder  grölseren  Brückenbau&DStalt  wirklich  nach  deo 
Auffassungen  de.s  Herrn  Föppl? 

Der  lirtum  des  Castigliano. sehen  Satzes,  der  auch  bei  dem  ge- 
gebenen  Beweise  hervortritt,  liegt  darin,  dab  Castigliano  so  Terf&bii,  all 
ob  eine  beetimmte  Fonktionsdarstellnng  der  Defonnationsarbeit  TemSge  dv 
äufseren  Kräfte  existierte,  während  es  nnb^prenzt  viele  solche  Darstellonges 
giebt  Der  Satz  selbst  ist  daher,  in  dem  von  Castigliano  ihm  gegeh*n«^B 
Wortlaut,  gänzlich  unbestimmt.  Diese  Vielfachheit  der  Funktionsformeo  wird 
aber  einfluTslos,  wenn  man  das  Minimum  der  Delonnationsarbeit,  unter  der 
Yoraussetzimg  der  Erfüllung  der  Gleichgewichtsbedingimgen  zwischen  deo 
äufseren  Kräften  an&ucht,  unter  welcher  Yoraassetzung  die  yenehiedeDea 
Fotmen  äquivalent  sind. 

In  das  Dilemma:  „Ob  die  Lasten  die  Ursache  der  Dnrehbiegongn 
oder  die  Dnrehbiegnngwi  Ursache  der  Lasten  dnd"  Yerfloehten  zu  «erdea, 
hat  Poncelet  wohl  nicht  verdient. 

Die  Bemängelungen  des  §  (>.'>  l)e/ogeu  sich  sachgeniurs  auf  die  vom 
Verfasser  gegebenen  Gleichungen  für  die  Verschiebungen  der  Funktf  eines 
isotropen  Körpers,  bei  deren  Eutwickelung  das  Gebiet  des  Wärmeeinflossts 
ansgesehlossen,  und  mit  keiner  Silbe  erwllhnt  wurde.  Herr  Föppl  nbep* 
trftgt  den  Dissens  auf  das  ansgesehlossene  Gebiet,  nm  eine  Widerlegung 
SU,  konstruieren.  Ich  will  ihm  gern  auch  anf  dies  Gebiet  folgen.  S^en 
Tor  sechzig  Jahren  haben  Duhamel  und  Franz  Neumann  nadigewieseii, 


1)  Vgl.  (d)  1,  862  C 
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daf>  ein  in  seinen  verschie  denen  Stellen  ungleich  erwUnuti  r  isotroper  Körper, 
auch  ohne  Einfluss  von  Kräften  auf  das  Innere  oder  die  Oberfliicho  desselben, 
innere  Spannunpen  erlangt.  Diese  erfolgen  so,  als  ob  auf  den  Körper,  so- 
wohl iiu  luneni  wie  an  der  OberHiiclie,  sich  das  ( Jleicligewicht  haltende 
Kr&tiü  einwirkten,  deren  eiiifaclie  Dar:>tullung  von  diesen  Autoren  gegeben 
wurde.  IMeee  „etwugen  Eigenspannungen**  fliiid  daher  der  Theorie  der 
allgemeinen  Gleii^nngen  fGkr  die  Venchiebiuigen  eines  isotropen  Körpers 
sogingUch.  Allerdings  nidU  ilinlich  liegt  es  mit  den  sogenannten  „Gufs- 
sfMummigen^S  Wenn  solche  in  dem  saf  gleidtform^e  Temperatur  gebrachten 
isotropen  Körper  vorhanden  sind,  so  werden  sie  IHskoniinuitätm  in  den 
Verschiebungen  verdankt.  Diese  Diskontinuitäten  sind  von  derselben  Art, 
wie  diejenige,  die  der  von  Herrn  Föppl  in  demselben  Band  der  Vorlesungen, 
Seite  3d0,  behandelten  Aufgabe  entspricht  Wenn  man  über  ein  Bohr  aus 
iiotropem  Material  ein  zweites  erwSmtes  ÜberBcfaiebt,  dessen  innerer  Dnreh' 
DMflser  im  erwlmten  Zustand  diese  Oberscfaiebimg  noob  gerade  erlaubt,  so 
hat  man  nach  Abkflbliing  btider  Bohre  auf  gleiche  Temperatur  einen 
isotropen  Köi-per  mit  „EigeD«?pannungen"  vor  sicli.  Eine  tliatsilchliche 
J)isko)ituiUität  der  Verschiebungen  findet  statt  längs  der  Cylindertiäche, 
welche  der  äufseren  Ohertiiicbe  des  inneren  und  der  inneren  Oberfläche  des 
äuJseren  liohres  gemeinschaftlich  i^t.  Daher  die  Möglichkeit  der  Eigen- 
qMumungen.  Das  tiefere  Y«rsttndms  dieser  Yarhiltnisse  geht  wohl  weniger 
aas  der  angewandten  Naturwissensehaft  ab  ans  den  Betrachtungen  der 
reinen  Mathematik  hoTor. 

In  Beziehung  auf  die  Bemängelungen  der  Ent Wickelung  der  Lagrange- 
schen Gleichungen,  die  ans  einem  Iirtum  von  meiner  Seite  hervorgegangen 
sein  sollen,  bemerke  ich  Folgendes.  Wenn  man  flu*  die  Untersuchung  der 
Bewegung  eines  Lagrang  eschen  Systems  den  Anfangspunkt  und  die  Axen- 
lage  des  an  Terwendenden  rechtwinUigen  Koordinatensystems  festgesetzt  hat, 
ond  ttdi  fOr  eine  bestimmte  Wahl  der  unabhängigen  Parameter  {pia  all- 
gemeinen Koordinaten)  entschieden  hat,  so  werden  die  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten der  einzelnen  Systempunkte  vöUig  bestimmte  Funktionen  dieser 
Parameter,  welche  noch  etwa  wiHkUdkh  bleibende  Konstauten  nicht  weiter 
enthalten.  Wenn  dagegen  nach  Herrn  Föppl  die  Wahl  dess  Anfangspunktes 
der  Vektoren  und  die  Achsenlage  (Wahl  der  Vektoren  i,  A),  ebenso  wie  die 
der  Parameter  q^  erledigt  ist,  so  enthalten  die  Koordinaten  der  ein- 
sehien  Systempunkte  aodi  anderweitige  wüWänrlkh  bleiboide  Eonstanten. 
Spaltet  man,  nach  der  Ansdrudksweise  des  Heim  FOppl,  die  Gleichongen 
für  die  r  in  ihre  drei  Komponentengleichungeu,  so  enthalten  die  Koordinaten 
der  Systempunkte  noch  diejenigen  Willkürlichkeitm  als  Konstanten,  die  mit 
der  u  liiHirVuliin  Wahl  der  i\onnalsiellung  {irgend  dn«' Stellung  des  Systems) 
verbunden  siml  Der  Au:7gangi3pnnkt  der  Entwiekelungen  des  Herrn  Föppl 
deckt  sich  also  mciiL  uiit  demjenigen  von  Lagrauge.  Wird  die  Über- 
einstimmung der  Endfoimeln  behauptet,  so  ist  von  Henrn  Föppl  der 
Nadiweis  sn  führen,  dals  aüffemein  bei  der  Büdnng  der  lebendigen  Ki&fte  L 
die  irUlkürlichen  Konstanten  seiner  Formeln  herausfallen.  Ein  einzelnes 
Beispiel^)  beweist  dsiOr  nichts.  Auch  gehört  gerade  dieses  Beispiel  zu  den- 

1)  Gewöhnlich  wird  die  Masse  de*  „physikalischen  Pendels''  nicht  in  eine 
Ebene  ausgebreitet  vorausgeset/.t.  Yerasgt  fO^  das  einfachste  rüimliehe  Beispiel 
die  neae  fereinfachende  Methode  V 
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jenigen,  von  denen  er  auf  Seite  281  (Bd.  lY)  sagt.:  „Für  solche  Mechanismen 
habon  aber  die  Lagrangeschen  Gleichungen  wenig  Wert,  ob&chon  sie, 
wenn  man  die  Sache  recht  geh'hrt  darstellen  will,  auch  dazu  verwtn'3et 
werden  köiinen/^  Wir  wollen  aber  den  betieÜenden  x»iachw«#i8  von  Herni 
Föppl  nicht  fordem,  sondern  ihm  nur  die  Fnge  Torlegen:  Welche  ITotr  ' 
wendigheit  gebietet  die  Einftthrung  der  Tehtorai  te? 

Es  scheint  mir,  um  mit  den  eignen  WortMl  des  Herrn  Föppl  za  ' 
sprechen,  dafs  er  seine  Entwickelungen  der  Lagrangescben  Gleichungen  selbst  ' 
für  Mathematiker  sehr  gelehrt  dargestellt  hat,  und  dafs  in  den  Erwägungen.  | 
die  dazu  führen,  nur  eine  für  das  Verständnis  nutdose  Erschwerung  der  . 
Untersuchung  liegt 

Der  Beweis,  den  Henr  FOppl  in  der  S.  AiifUge  der  VoriesungeB  ftr 
du  Lagrangesdhe  Theorem  der  Hydrodynamik  TOiIegt,  Ist  wiederoin  sehr  i 
bedenklich.  Er  ist  aus  dem  Trait^  de  M^cuiiqae  TOn  PoisBon  repiodiiBerti 
aber  ohne  die  Kritik,  die  Poisson  selbst  an  diesem  Beweis  Tor  mehr  ab 
siebzig  Jahren  geübt  hat.  Derselbe  Beweis  würde  in  wörtlicher  Wied?:- 
bolung  auch  für  die  Flüssigkeitsbeu  cc/uuyen  unter  dem  Einfhtfs  dn  Ihihang 
das  Lagraugesche  Theorem  ergeben.  Für  diese  Bewegui^en  gilt  es  be- 
kanntlich nicht 

In  Bemehong  auf  dae  Theorem  dee  Herrn  FOppl,  dab  bei  dar  Be- 
wegung einer  Flflaeigkeit  (unter  Voraussetsung  eines  Oeechwindi^aHs- 
potentialB)  in  einem  ringförmig  geschlossenen  Rohr,  die  Bewegung  ^ 
ganzen  genommen"  nicht  wirbelfrei  sei,  der  Sitz  dos  „Wirbels"  an  den 

FlüssiLrl\citsgrenzpTi  liege,  ist  zu  der  Entgeg?inn<_'"  de«  Hcm)  F'ippl  Folgende«  i 
zu  bi  !ij  rken.     \Venn  für  alle  Punkte  innf  i  luilb  eines  abgegi  <  m,  ! i  n  Raum«  ! 
die  (ieschwindigkeitsverteiluüg,  also  die  Komponenten  ii,  f,  m  ais  i  uuiküönen  | 
des  Orts  au  bestimmter  Zeit  gtg^bm  sind,  so  sind  auch  die  RotaUcndGoeapo*  | 
nenten  (Wiibelkomponenten)  an  jeder  Stelle  dkses  Baumes  sofort  mit  ge*  j 
geben  und  stehen  fest,  ohne  jede  Beeiehung  zu  ^Vngaben  Uber  Bewecrunt^^n  i 
in  Bäumen,  die  aufserhalb  des  abgegrenzten  Baumes  liegen.    Für  die  Be-  ' 
wegung  der  Flüssigkeit  in  einem  im  Rohre  abgegrenzten  Strom  faden  fWi  | 
stationärer  Bewegung),  die  nach  Herrn  Föppl  „im  r^anzen  genouuuen"  nuiii 
wirbelfrei  ist,  scheint  nunmehr  Herr  Föppl  den  Sitz  des  Wirbels  auß^- 
halb  des  Stromfadens  zu  suchen,  da  er  Bedingungen  für  aufserhalb  du 
Baumes  desselben  gelegene  Bäume  heranzieht  Bs  handelt  sieb  aher  nur  an  j 
die  Bewegung  Im  Stromfitden,  die  feststeht,  und  um  eine  ideale  nibongdoet 
Flüssigkeit    Was  den  angeführten  Satz  des  Herrn  Föppl  über  die  wid«r  j 
standslüse  Bewepinp  eines  Körpers  von  htlith'u/ir  GesfaH  in  einer  reibungs-  ' 
losen  Flüssigkeit  anbetrifft,  so  kann  ich  nicht  einsehen,  dafs  er  mit  den? 
aus  Lanibs  Hydrodynaniics  angefüki'teu  identisch  ^  oder  auch  nur  so  ii&ii^  ' 
verwandt  ist,  dals  ich,  weuu  letzterer  mir  vorgelegen,  die  Bemängelung  ^ 
unterlassen  hätte.    Wenn  der  Sats,  daCi  für  eine  homogene  Kugel  jede 
dureh  den  Schwerpunkt  gehende  Oerade  Hauptachse  ist,  ftr  einen  K(trpervw 
hdid»ger  Gf stall  in  Anspruch  genommen  wfirde,  so  könnte  an  soldiec  T«r- 
fahren  nicht  auf  den  bekannten  Satz  der  drei  stets  existierenden  auf  eir 
ander  senkrechten  Hauptachsen  gestütet  werden.    Der  Vorwarf  des  aigeo 
Mifsgriffs  entfällt  daher. 

Die  iu  diesen  Bemeikuugeu  nicht  beiuiiiiien  Verschiedeuheiteti  der  Auf- 
fiusung,  die  bestehen  bleiben,  sind  durch  die  beiderseitigen  AufiMrattfae 
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liinn'khend  präzisiert,  und  bedürfen  keiner  erneuten  Beleuchtung.  Meiner- 
seits ist  daher  die  Dtskaanoa  Aber  den  vorliegenden  Gegenstand  abgewsUc 

Charlottenburg.  J.  Wkikoabtin. 


£rwidariuig  auf  die  vorbtelienddiL  Bemerkungen  des  Herrn  WeingarteBu 

FQr  den  Leser,  der  sieli  ^e  Mühe  nimmt,  die  einachlKgigen  Stellen  in 
meinem  Bnohe  nackiuschlagen,  wird  es  nicht  schwer  sein,  sich  über  die 

zwischen  Herrn  Weingarten  und  mir  bestehenden  Streitpunkte  auf  Grund 
dessen,  was  vorausging,  ein  eigenes  Urteil  zu  Idldeu,  auch  ohne  dafs  ich 
hier  noch  einmal  ausführlich  darauf  xui-ückkäme.  Nur  ein  Punkt,  den  ich 
in  meiner  ei-äteu  Entgegnung  wohl  nicht  ausführlich  genug  behandelt  habe, 
möge  ana  Anlab  der  ietxten  ÄuCMrungen  dee  Hem  Weingarten  noch  ein- 
mal  besprochen  werden.  Bs  haadelt  sich  mn  die  ChUespannungen,  über  die 
Herr  Weingarten  sagt: 

»»Allerdings  nicht  ähnlich  (wie  bei  den  durch  ungleichmäisige  Erwär- 
mung heryorgebracbten  Spannungen)  liegt  es  bei  den  sogenannten  ,»Qni8- 
Spannungen^'." 

Um  diese  Behauptung  /.u  widerlegen,  betrachte  ich  wieder  einen  Lampen- 
eylinder,  TOn  dem  ich  jetzt  Toranssetsen  will,  dab  er  bei  irgend  einer 
nngleichfSrmigeD  Xrwimnng  spannungslos  gewesen  sd.  Wenn  er  nach 
der  Abkühlong  überall  dienibe  Temperatur  angenommen  hat,  besteht  in 
ihm  ein  System  yon  Eigenspannungen,  die  man  mit  vollem  Rechte  aveh  alt 
Gufsspannungen  bezeichnen  kann,  da  ja  in  der  That  die  flufsspannungen 
durch  Abkühlung  aus  einem  spannuugslosen  Zustande,  der  bald  nach  dem 
Gusse  noch  besteht,  dadurch  hervorgehen,  dafs  sich  die  verschieden  warm 
gebliebenen  Teile  um  ungleiche  Beträge  abkühlen  müssen,  um  in  einen  Zu- 
stand  Ton  gleidiw  Temperatur  xu  gelangen.  Ifan  sidit  aber  nun  scbonf 
dafs  jeder  durch  verschieden  starke  Abkühlung  bervoigebraehte  Spannungs- 
sostand  ebenso  auch  durch  eine  entsprechende  nngleichmäfsige  ErwSrmnng 
hervorgerufen  werden  könnte,  und  dafs  daher  zwisrbf  ti  beiden  fUlen  der  TOtt 
Herrn  Weingarten  behauptete  Unterschied  nicht  bestellt. 

Richtig  ist  allerdings,  dafs  man  in  besonders  einfach  gelagerten  Fällen 
die  Eigeuspaunuugeu  —  wie  sie  nun  auch  im  übrigen  entstanden  beiu  mügen 
—  ai^  Diskontiniiit&teflichen  der  elastischen  Yenchiebnngen  snrückfOhren 
kann.  La  allgemeinen  Falle  ist  eine  solche  ZnrückfQhnmg  aber  nicht  mög- 
lieh.  Nimmt  man  z.  B.  an,  dafs  in  einem  Lampencjlinder  ein  System  von 
Eigenspannungen  bestehe,  das  auf  eine  einzige  Diskontinultätstliicbe  der  Ver- 
schiebungen zurück<„'efiihrt  werden  k<"mnte,  so  mn^^e  der  Cylindrr,  wpüu 
man  ihn  längs  dieser  Fläche  aufreifst  und  aut'Klaiieii  lafst,  naciiher  uuerall 
im  äpaunungsloseu  Zustande  sein.  Im  allgemeinen  wiid  aber  ein  einziger 
Sprung  dieser  Art  natfirlidbi  nicht  genügen,  um  alle  EigenspamnugMi  m 
beseitigen.  Selbst  nachdem  man  den  Cylinder  in  beliebig  viele  Bmohstücke 
aerlegt  hat,  werden  im  allgemeinen  in  jedem  Bruchstücke  noch  Eigenspan- 
nungen —  wenn  auch  von  entsprechend  geringerem  Betrage  —  zurück- 
g^fblieben  sein.  Man  erkennt  daher  leicht,  dafs  im  allgemeinsten  Falle 
unendlich  viele  Diskontinuitätällächen  der  Verschiebungen  angennumen  werden 
lutLfsten.    Es  mag  ja  nun  sein,  dass  ein  Mathematiker  daran  keinen  An- 

AiehlT  der  M«Ui«oi»tUc  uud  ^hjtlk..  Ul.  B«ib«.  IL  18 
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stofs  nimmt;  jeder  KaturforscluM-  wird  aber  wohl  erkl&r^ii,  daft  ilim  mit 
einer  solchen  Darstellung  nicht  gedient  sei. 

Der  Satz  in  meinem  Buche,  an  den  sich  diese  Erörterungen  kuüplea, 
laatet:  „Diese  (die  Gnlwpaiinnngen)  hängen  aber  Ton  ümstindea  ab,  4» 
mit  maerer  Aufgabe  nichts  zu  thun  h&ben  imd  daren  Berechamig  dibcr 
auch  nicht  verlangt  Warden  kann".  Der  Leser  mOga  nnn  entscheiden,  ob 
mir  ein  Vorwurf  darans  7.V.  maclu'ii  ist,  dafs  ich  es  unterliefs,  hier  beizufügen, 
dal's  iiKiu  «liose  Sitanmmgen  auf  ein  Systom  von  im  allgemeinen  unendlich 
vielen  Diskoutinuitätstliichen  znrückzutuhren  vormachte,  dafs  aber  durch  »lie^e 
Darstellung  die  Berechnung  der  Spannungen  selbst  um  keinen  Schritt  wtiii«r 
gefordert  wflrde. 

SeblieTsliob  erwidra  ich  noeh  auf  die  zum  physikaliachea  Pendel  g»- 
stallte  Frage  des  Herrn  Weingarten: 

„Versagt  für  daa  einfachate  r&wnJiche  Beispiel  die  neue  ▼leramfadiemi» 

Methode?*' 

dafs  die  Methode  nicht  versagi,  und  dafs  sich  die  Fonneln  für  diesen 
Fall  nur  wenig  von  den  tui-  den  früheren  Fall  angeschriebenen  untersclieidea. 
Da  man  aber  von  dem  Lmct,  der  rieh  ein  cutreffendes  Urteil  über  die  Yalior 
MeÜiode  bilden  will,  erwarten  mulä,  dab  er  sidi  zuvor  weaigatena  so  w«it 
mit  dieser  Methode  vertraut  gemacht  bat,  nm  axh  derartig  einfache  fngn 
ohne  fremde  Beihülfe  selbst  beantworten  zu  können,  sehe  ich  davou  ab,  die 
Formeln  auch  für  diesen  Fall  anzuschreiben.  Aus  demselben  Grunde  gebe 
ich  auch  auf  die  übrigen  luernüt  im  Zusammenhange  stehenden  Äolsenuigea 
des  Herrn  Weingarten  nicht  weiter  ein. 

München.  A.  YöfVL. 


Otto  I'uud.    Algebra  mit  EinsohluTs  der  clomentazeiL  ZahlonÜieoiia 

Vm  -|-  34ö  Seiten.    Göschen-Loipzig,  18ÜÜ. 

Um  die  im  Bande  VI  der  .."^nmuilung  Schubort"  gegebene  .Ugebra 
beialeilen  zu  kcmnen,  uiufs  man  berücksichtigen,  dafs  die  „Praxis  der  Glei- 
chungen"' in  einem  spater  heraus/ugebeudeu  besonderen  Bande  durch  Heiro 
Bunge  behandelt  werden  wird.  Während  dieaea  letatere  Buch  uasweiftUnft 
^den  Anfcffdenmgen  der  Pkaktiker  im  weitesten  Halse  Beohnung  taagBa" 
wird,  ist  die  Fun d sehe  Algebra  für  den  Praktiker  im  wesentliduD  oba» 
Bed(  utiiiig  und  nur  für  die  Studierenden  der  Mathematik  im  engeren  Sinne 
braucbl)ar.  Hen-  Pund  ist  Anhiinger  Kroneekers  und  hat  sich  hemüht, 
dessen  Terminologie  und  Regriti'shil düngen  auch  schon  bei  elementarerea 
Gegenständen  zur  Verwendung  zu  bringen,  und  zwar  in  gröfserem  Umfang«, 
als  man  dies  in  aonstigen  modernen  LahrbUchem,  z.  B.  denen  Nettes  üd 
Web  er  B,  findet.  Bekommt  hierdurch  daa  vorliegende  Buch  einen  auge- 
aprochenen  Charakter,  so  ist  doch  dieses  Unternehmen  gleichwohl  niebt 
ohne  Schwierigkeit.  Die  Benutzung  des  BegriflGi  der  „Modulsjatame**  Ar 
die  Zwecke,  die  hier  vorliegen,  wird  vielleicht  von  manchen  für  ein  wenic  H*- 
dpTiklich  gehalten  werden.  Es  ist  ja  freilich  verständlich,  dafs  der  Kenner 
der  grofsen  Bedeutung,  welche  dieser  BegiiÜ'  in  der  allgemeinen  antluiieti- 
suhen  Behandlung  der  algebraischen  Gebilde  besitzt,  denselben  in  möglichii 
weiton  Umfange  anzuwenden  beatrebt  ist.  Auch  aoll  gern  augeataadea 
werden,  dab  Terscbiedene  Entwickelungen,  die  Behandlung  der  lioMiaa 
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Kongrneniseii,  die  Lösung  linearer  Gleichungen  u.  a.,  bei  Gebrauch  der 
Modulsjsieme  unter  den  einheitlichen  Gesichtspunkt  dsr  Äquivalenz  der 
Modulsystt'TTie  gerückt  werden.  Aber  man  könnte  doch  Bedenken  hegen, 
ob  der  1  rn- mle  Ltser  den  Begriff  des  Modulsystems  an  der  vom  Verfasser 
zor  Eiiituiirung  gewühlten  Stalle  und  in  der  von  ihm  bevorzugten  Gestalt 
al«  6iB«&  der  Saobe  gemftfseii  anerkomi  ÜB  heilkt  B.  SS:  n^ir  nemiiui 
den  grOCrten  gemeinsameiL  Teiler  toii  o,  5,  •  •  •  aneh  du  aiu  den  Zahlen 
a,  6,  •  •  •  als  Elementen  gebildete  Modulsystem.**  Wird  die  Einfttbnuig 
des  Inbegriffs  aller  . Zahlen  aa-^ßb-^yc-^-'--  mit  ganuahligen 
^1  y»  ■  ■  '  schwierig  gehalten,  so  bleibt  bei  der  hier  gewählten  De- 

finition für  den  Antiinger  immer  ein  gewisser  Widerstreit  zwischen  der  Be- 
nennung und  deren  Bedeutung.  Auch  bei  der  späteren  Rückkehr  zum  Begriff 
des  Modulsjstems  (S.  104)  hat  es  der  Lernende  nicht  ganz  leicbt.  Dort 
kommen  Modulsysteme  fttr  Uneare  Funktionen  zweier  Variabein  mit  beliebigen 
Koefifizienten  in  Belradit  Vielleicht  wKre  hier  besser  ronAefast  die  Erweite- 
rung  des  Begriffs  des  Modulsystems  an  die  Spitze  gortidlt,  ehe  man  zum 
Begriff  der  Äquivalenz  der  Modnlsysteme  vorgeht,.  Wenn  Kronecker  in 
Vorlesungen  über  Deterniinantentheorie  u.  a. ,  nn  allgemeine  Begriffe  an- 
knüpfend, im  wesentlichen  einen  deduktiven  Eniwickelungsgang  befolgte,  so 
ist  für  ein  einführendes  Lehrbuch  doch  auch  der  induktive  Weg  seiner 
leichteren  Faßbarkeit  wegen  beachtenswert.  Dalli  der  Herr  Verfasser  Tiel 
Neigimg  hat,  deduktiv  zu  operiwen,  sieht  man  an  seiner  Einftthrong  d«r 
zahlentheoretischen  Funktion  ^(m)  S*  47  ff.  Über  methodische  Fragen 
wird  der  Zwiespalt  der  Meinungen  nattlrlich  immer  bestehen  bleiben.  Be- 
trachtet man  aber  das  vorliegende  Buch  allein  auf  seinen  sachlichen  Inhalt, 
so  kann  man  nur  bewundem,  mit  welchem  Geschick  der  Verfasser  bei  dem 
geringen  zur  Vertüguug  stehenden  liaume  wirklich  in  die  Tiefen  der 
Algebra  eingeführt  hal  Vor  allem  gilt  dies  vom  letzten  Absdmitti  welcher 
▼on  der  algebraischen  Auflösung  der  Gleichungen  auf  Grund  der  Theorie 
der  Permutationsgruppen  handelt  Dieser  in  der  Gleichungsfheorie  unent- 
behrliche und  der  Algebra  eigene  Gruppenbegriff  wird  übrigens  auch  schon 
in  früheren  Teilen  des  Buches  eingeführt  und  eingeübt.  Eine  Reihe  zahlen- 
theoretischer  Abschnitt«,  welche  die  Teilbarkeit  der  ganzen  Zahlen,  sowie 
die  Kongruenzen  ersten  und  höheren  Grades  behandeln,  fügen  sich  der  Ent- 
wicklung zwanglos  ein  und  dienen  ihrerseits  wieder  zum  Ausbau  der  alge- 
braischen Abschnitte. 

* 

Braunschweig.    VausoL 

OlSser«  Lehrbuoh  der  Arithmetik  ffir  die  ente  und  iweite 
Slawe  der  Itoterreioliieolien  BealaOhiileiL  Vierte  Auflage.  209  8. 
IL  1,80. 

Orandsflge  der  allgemeinen  Azltbmetik  für  die  dritte  Klam 

der  öeterreiohischen  Bealsotanlen.   Vierte  Auflage.    116  S.  Wien 

1899,  A.  Pichler.    M.  1,30. 

Das  Lehrbuch  enthält  das  Bechenpensum  der  Sexta  bis  Quarta  eines 
pr»'nr«i<;rhM»i  Gymnasiums  in  einer  Darstellung,  die  dem  ttT)nngsmaterial  nicht 
hiureiciieiiden  Kaum  gewährt,  so  dafs  der  Schüler  neben  dem  Lehrbuch 
noch  eine  Aufgabensammlung  nötig  hätte.    Derselbe  Vorwurf  ist  gegen  die 
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,.CinnnlzügH''  zu  erbeben.  Auch  hier  macht  sich  der  Text  auf  Kosten  des 
Übungsmatahals  viel  zu  breit.  Es  nnifs  immer  wieder  betont  werden,  i^afs 
für  den  Rechen-  uud  Algebra- Untemcht  eine  reichhaltige  Autgabeasauiiuluüg 
die  Hauptsacha  bleibt. 

In  den  ^Grundsttgen**  ftllt  weiter  da«  gflnxlidie  Fehlen  der  Okidiuiigeo 
auf.  Dieser  Mangel  dürfte  allein  genügen,  um  die  „OnindzQge*'  alfl  nng»- 
eignet  für  eine  Einführung  in  die  Algelnra  encheinen  zu  lassen. 

Berlin.  £.  Jabmxb. 


W.  Ooering.    Die  AafOndang  der  rein  geometrisohen  Quadratur 

des  Kreises  und  die  Teütmg  jedes  beliebigen  Winkels  rmd  Kreises 
in  eine  beliebige  Anzahl  gleiolier  Teile.    Dresden  Ibd^,  K  Schür- 

manjn.    13  S. 

Die  vom  Verfasser  mitgeteilte  Konstruktion  ist  natürlich  auch  nur  eme 
angenftberte  und  lantet  to:  Gegeben  der  Quadrant  MAB  mit  M  als  Krns* 
xnittelpunki  Errichte  Aber  der  Sehne  AB  das  reditwinklige  Dreieck  ABC 
mit  ^  ABC  Ii?,  <^  BAC=  \  R\  sodann  über  das  rechtwinklig« 
Dreieck  ACT)  mit  -^ACV^lli,  <CAV  =  {B  u.  a  w.  Alsdaan 
führt  die  ins  Unendliche  fortgesetzte  Konstruktion  zu  einem  rechtwinidigeB 

Dreieck  mit  der  Hypotenuse  AZ^^. 

Das  ist  offenbar  nur  die  Konstruktion  der  bekannten  Formel 

  ein  a 

*  a         a         a  * 

COS  —  COS  —  COS  «  •  *  ■ 
S        4  8 

durch  weldie  jeder  Kreisbogen  darstellbar  ist.  Nach  Cantors  Geseh.  d. 
Math,  n,  695  geht  diese  Formel  schon  auf  Vieta  1593  snrack. 

Berlin.  E.  Jäsm^ 


WIUl  Killillg.  Lehrbuch  der  analytischen  G^eometrie  in  homogeuMi 
Koordinaten.    Erster  Teil:  Die  ebene  Geometrie.    Mit  6<'  FiL'uraa 

im  Text.  Paderborn  I'hm).  Ferdinand  Scböningh.  XIU,  l'L'<»  s.  — 
Zweiter  Teil:  Die  (Jeuuieirie  des  Kaumes.  Paderborn  19Ü1.  Fer- 
dinand Scbönin^di.  otll  S. 

Wer  eine  Vorlebuug  über  analytische  Geometrie  gehalten  hat,  wird 
unzweifelhaft,  so  viel  er  audi  Tersucht  hat,  in  dieselbe  hineinsuTenreibea. 
am  Schlüsse  die  Empfindung  haben,  er  habe  noch  inuner  sehr  viel  mtbr 

bei  Seite  liegen  lassen  müssen,  als  er  zu  erörtern  im  Stande  war,  und  diese 
Emptindung  wird  ihm  auch  dann  niiLt  erspart,  wenn  er,  von  vornherein 
auf  höhere  algebraische  Kur^'en  und  um  so  mehr  aut  transcendente  KurvfTU 
auf  Haunikurven  und  auf  ()l.>ertlüchen  höherer  Art  verzichtend,  einüg  die 
Gerade  und  die  Kegelschnitte,  die  Ebenen  und  die  OberfiUcheu  zweiten  Grades 
sn  behandeln  sich  vomabm.  Herr  Killing  hat,  offenbar  von  dwft  fflesL^heB 
Gefühle  aus,  an  eine  Vorlesung  ganz  elementarer  Natur,  welche,  scheint  es, 
sich  der  einsigen  Descartesschen  Pimktkoordinaten  bedient, ' eine  zweite 
angeschlossen,  welche  homogene  Koordinaten  un<]  zwar  sowohl  homogen« 
Punkt-  als  homogene  Liuienkoordiuaten,  später  Tetraederkoordinaten,  ver- 
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vendet,  und  welche  i&  ihnen  das  Mittel  findet,  weit  tiefer  in  den  Gegen* 
atend  einzi^ringen,  sowie  auch  weit  allgemeinere  Betrachtungen  anzustellen, 

als  sie  hei  einem  ersten  T  -  t  i  t-richte  gestattet  sind.  Aus  dieser  zweiten 
Vorlesung  ist  das  kleine  Lehrbuch  entstanden,  dessen  erstrr  'I '  'il  die  ebene 
Geometrie,  der  /weite  Teil  die  Ranmpeomrtrie  behandelt.  Von  ana- 
lyti.-ichen  Hiltslehreu  setzt  Herr  K Illing  nur  die  Theorie  der  Detemiinanten 
ak  bekannt  voraus,  auf  In£nitesinialbeiracbtungen  erhebt  er  keinen  Anspruch. 
Wir  gestehen  gern,  dafs,  als  wir  das  TeihUtnisndÜUg  dtbme  Buch  durchgelesen 
hatten,  snerst  die  ¥ng9  ndi  uns  aufdrftngte,  oh  denn  wirkUch  320  nnd  361 
Seiten  ausgereicht  hatten,  den  gewaltigen  Stoff  su  hewSltigen,  und  dafs, 
als  der  Augenschein  uns  sur  Bejahung  zwang,  als  zweite  Frage  die  erschien, 
ob  Studierende  v.n  stände  sein  werden,  den  Kill  in  g  sehen  Vorlesungen  zu  folgen? 
Aach  diese  Frage  mrtcliten  wir  für  ilen  ersten  Teil  etwa  vom  dritten  Bog^n  an 
unbedingt  bejahen,  während  wir  die  erste  Eintührung  in  die  Lehre  vuu  den 
trimetrischen  Koordinaten,  deren  Schwierigkeit  Herr  Killing  sich  vollständig 
bewnlst  ist,  gern  noch  etwas  hreiter  angelegt  sahen.  Vielleieht  tftnsehen  wir  uns; 
aher  wir  kOnnen  Zweilel  nicht  nnterdrOcken,  oh  jene  ersten  Kapitel  auf 
Tolles  Verstn  iidnis  treffen  mögen,  wie  es  zur  Anwendung  doch  unumgänglich 
ist.  Zu  den  t)estgelimpfnpn  und  klarsten  Teilen  des  Buelies  reclinen  wir 
dagegen  8 — 11  von  den  uneipenflichen  Gebilden  in  der  El»ene,  worunter 
Herr  Killing  die  unendlieh  fernen  Getiilde  versteht,  l^ei  d<-'n  Kurven,  d.  h. 
bei  den  Kegelschnitten,  ist  die  Lehre  von  den  Polaieu  au  die  Spitze  ge- 
itdlt,  indem  ein  Pnnktepaar  gesucht  wird,  welches  die  Durdisdmittspnnkte 
einer  Thmsrenalen  mit  der  Kurve  zu  vier  hannonischen  Punkten  er^lnxt; 
die  durch  ätn  Pol  selbst  hindurrligehendc  Polare  bildet  den  Sonderfall  der 
Berührungslinie.  Die  Anordnung  der  letzten  Paragraphen  des  Buches  ist 
Ton  der  gewöhnlich  gebranehten  sehr  verschieden.  Erst  naehdem  die  Satze 
von  Pascal  und  von  Hrian(  hon  erwiesen  sind,  wird  mittels  des  Pascalschen 
Satzes  die  Erzeugung  der  Kegelschnitte  durch  projektive  Strahlenbüschel 
hwgeleitet.  Dann  sohlieAt  sidi  als  §  29  der  Kreis  und  die  unendlichfemen 
Ereispnnkte  an.  Hier  kommen  also  ganz  sp&t  die  Chordalen,  der  Chordal- 
mittelpunkt, die  Ahnlidikeitspahkte,  lauter  Gegenstände,  welche  häufig  noch 
T«r  den  Kegelschnitt (  n  rrortert  werden.  Nun  kehrt  Herr  Killing  zu  den 
Kegelschnitten  zurftek  und  nimmt  deren  Hnnptaehsenprnhlera  in  .\ngTiff. 
Endlich  ist  §  Hl  als  letzter  Paragraph  den  konfbkalen  Kegelsclinitten  ge- 
widmet, weiche  als  solche  detinieri  werden,  zu  weichen  die  uneudlich  fcraen 
Kreisponkte  gehören:  So  erscheint  der  Begriff  der  Brennpunkte  seihst  ganx 
am  Schlüsse  der  Betrachtungen.  In  einer  ersten  Vorlesang  üher  analytische 
Geometrie  der  Ebene  wftre  das  wohl  kaum  zu  empfehlen;  aber  in  einer 
zweiten  erhobt  dar  Wechsel  in  der  Reihenfolge  unzweifelhaft  den  Heiz  und 
przengt  eine  gewisse  Spannung  der  Zuhörer,  wann  wohl  diese  oder  jene 
ihnen  bekannte  geonn  trische  Thatsache  an  die  Reihe  kommen  werde.  Der 
zweite  Teil  behandelt,  wie  schon  gesagt  worden  ist,  die  Geometrie  des 
Baumes.  Das  ist  an  sich  ein  erheblich  schwierigerer  Gegenstand  als  die 
Geometrie  der  Ehene^  nnd  auch  die  Killingsche  Darstellung  stellt  an  den 
Leser,  den  wir  uns  unter  allen  üraständen  wiederum  als  mit  den  wichtigsten 
Thatsachen  schon  bekannt  voraussetzen,  sinnlich  hph»  Anforderungen,  trots* 
dem  infinitesimale  Lehren  nielit  in  Anspruch  genommen  werden.  Diese 
letztere  Beschränkung  bildet  eine  wesentliche  Verschiedenheit  gegen  Hess  es 


19^  Bezeusioueu. 

Analytische  Geometrie  des  Baumes,  Ton  welchen  sieb  Hr.  Killing  im 
flbrigm  idemlidi-  beeinfliissBeiL  Heis,  wie  es  bei  den  aneikannten  Yonttgai 

jenes  klassischen  Werices  kanm  andors  möglich  war.  Wir  müsseD  uns 
freilich  dag'(*g*»n  verwahren,  a!'^  ^olltf-  liiermit  behauptet  werden,  Hr.  Killin? 
habe  sich  an  Hesse  angelehnt.  Hau  und  Inhalt  zeigen  bei  beiden  Werken 
die  bedeutendsten  Unterschiede;  nur  in  Einzelheiten,  z.  B.  in  der  Behand- 
lung des  Hauptachsenproblenis  bei  den  Oberüäcbon  zwnitcn  Grades,  tritt 
eine  Ähnlichkeit  hervcr.  Der  Stoff  ist  in  36  Ptragraijhcn  gegliedert  Est' 
sprechend  dem  in  der  Geometrie  der  Ebene  eingeschlagenen  Gange  ist  d«r 
Lehre  yon  den  PolarebeneUt  dann  der  von  den  Polartetraedem  die  grOfste 
Auimerksamkeit  geschenkt,  nnd  sie  dient  als  Grundlage  der  späteren  Unter- 
suchungen. Von  den  Oborflächen  zweiter  Ordnung  wendet  sich  der  Ver- 
fasser im  20.  Paragraphen  m  den  Oberflaehen  /weiter  Klasse,  und  beide 
geben  im  weiteren  Verlaufe  Gelegenheit,  i  iachenbüschel  zweiter  Ordnung 
TOD  Fttchenscbartn  sweiter  Kltsta  m  untarseheiden.  Ein  gewisser  FanDelif* 
mns  lor  Geometrie  der  Ebene  ist  aach  darin  in  erkennen,  dals  die  Lehr»  vea 
den  konfokalen  Fliehen  in  d|ei  Paragraphen  den  Absehlnlk  dea  Ganses  bOdtt 

Heidatberg.    M.  CSavroa. 


Henri  Fehr.  Applloatlon  de  1a  m^thode  Taetoxialle  de  Gratenana 
&  Is  gtanteie  InfliiltMImale.  Th^.  Paris.  Georges  Osire  et 
0.  Kand.  1899.    94  8.  8^ 

Schon  in  Grafsmanna  ^^Ansdehnongslehre**  Ton  1862  finden  sich  die 
Grundlagen  der  Differentialrecfannng  mit  extensiven  Gröfsen,  jedoch  nnr  aadi 

der  analytischen  Seite  hin  entwickelt  und  ohne  geometrische  Anwendnnjrpf. 
Erst  Hermann  GrafsTnann  der  Jüngere  hat  in  drei  ProprnniTn  V^hand- 
lungeii  der  Lateinisclipn  I laupt<!chule  fl886,  1888,  1893)  die  metrische  Geo- 
metrie der  Raumkurven  und  der  krummen  Flächen  mit  den  Mitteln  d^  Aos- 
dehnungslebre  von  Grand  ans  nnd  xnsammenhSagend  aufgebaut,  und  nur, 
entsprediend  dem  Gegenstände,  ansscbliefalich  mit  den  Methoden  der  Strackoi- 
rcchnung,  unter  Ausschlufs  der  mehr  für  die  Geometne  der  Lage  geeigneten 
Punktrechnung.  Später  hat  Burali- Porti  in  seiner  „Introduction  a  1a  Geo- 
metrie difFerentielle  suivant  la  methode  de  H.  Grafsmann"  rPari«;  1P97^ 
Anwendungen  der  AnsdehnuriL'  1 'hre  gegeben  auf  die  Theorie  der  Enveloppn 
von  Linien  und  Ebenen ,  der  Kegelflächen,  Schraubenlinien,  orthogonaJea 
Tr^ektorieoi  ETolventen  und  Erolnten  und  Yerwandtas. 

Der  Terf.  der  Torliegendra  Pariser  Doktor-Dissertation  Terfolgt  den  Zweck, 
die  vereiniadiende  Wirkung  der  Methoden  der  Ausdehnimgsl^e  auf  da* 
selben  Gebieten  der  Geometne  danuthun.  die  schon  Grafsmaaa  der  Jflnger« 
bphandelt  hni.  F«;  ]>ppt  in  der  Xaiiu  der  Sache,  dafs  ^u-h  hierans  ent- 
gehende Übereinstimmungen  in  den  lii^i  lerseitigen  Darlegungen  und  Ree>uJ- 
taten  ergeben.  Auch  erklärt  der  Verfasser  schon  im  Vorwort,  im  Interesse 
dea  Zusammenhanges  und  der  Klarheit  seiner  Darstellung  manche  9t«Dia 
der  Grafsmann sehen  Arbeit  direkt  übernommen  an  häen,  wShiaad  «* 
seine  selbständigen  üntersuchnngen  banptsftdilich  auf  die  Theorie  der  FUdm 
gerichtet  hat.  Neue  Resultate  will  er  nicht  bieten;  auch  vermeidet  er  bei 
der  Auswahl  des  StofTos  solche  Ppezialitiiten,  bei  denen  dir  fi.erlegeiib«'' 
der  Grafsmannschen  Methoden  in  geringerem  Grade  herrortriti.  —  JÜn:^- 
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dem  diese  Methoden  in  neuerer  Zeit  yon  Terschiedenen  Seiten  her,  insbe- 
sondere durch  unseren  Landsmann  Caspary,  in  ihren  Grundlagen  wie  in 
ihren  Anordnungen  dem  Interesse  der  französischen  Mathpmatikf»r  näher  ge- 
rückt worden  sind  und  speziell  in  Herrn  Carvallo  einen  begeisterleu  An- 
bänger gefunden  haben,  ist  es  als  ein  verdienstliches  Unternehmen  zu 
bezeichnen,  daCs  Herr  Fehr  denselben  Fachmännern  die  Vorteile  dieser 
Methoden  nun  auch  auf  demjenigen  Gebiete  Torgeffthrt  hat|  welches  gerade 
▼on  den  Mathematikern  Frankreichs  mit  so  lebhaftem  Interesse  betreten  und 
mit  80  grofsem  Erfolge  angebaut  worden  ist. 

ttber  den  Inhalt  ist  im  ciii/Hlnen  foltj^'nde.s  zu  berichten.  In  der  Ein- 
leitung werden  die  zum  Verständnis  notwendigen  IJcgrifl"«'  und  Formeln  der 
Ausdehnungslehre  zusammengestellt.  Es  weiden  Liniciiteil  und  Strecke 
untei-schieden,  die  äufsereu  Produkte  von  zwei  und  <irei  Strecken  gebildet 
und  geometrisch  geiltet,  sodann  das  innere  Produkt  sweier  Strecken,  das 
innere  Quadrat  und  sein  numerischer  Wert  Es  folgt  der  Begriff  der  Er- 
gänzung, das  System  der  drei  zu  einander  normalen  Einheitsstrecken  (e,,  ^) 
nebst  der  numerischen  Ableitung  einer  beliebigen  Strecke  aus  denselben,  die 
innere  Multiplikation  zweier  Fliit  henräume,  die  Determinante  als  Zahlt;)  ktor 
eines  äuTseren  Produktes  und  der  Zusammenhang  der  Einheiten  nut  den 
rechtwinkligen  Koordinaten,  üm  scbliefslich  eine  Baumkurve  darzustellen, 
wird  die  Strecke  swischen  einem  Knrvenpunkte  M  und  dem  Ausgangs- 
punkte 0  der  drei  Einheitsstrecken  durch  den  Ausdruck  bestimmt: 

wobei   JTj,  Funktionen  einer  unabhängigen  reellen  Variable  t  sind, 

sodaÜB  die  Gleichung  scbliefslich  die  Form  erhält: 

Ci  +  «iW    -  «  (0. 

Die  Gleichung  einer  Fliehe  unterscheidet  sich  ▼on  der  vorstehenden  nur 
dadurdi,  dab  x  als  Funktion  zweier  Variablen  u  und  v  ersdieini  —  Die 

Bezeichnungsweisen  sind  die  der  Aiisdehnungslehre,  in  der  Terminologie  folgt 
der  Verfasser  zum  Teil  Hamilton,  au*  Ii  Burali-Forii.  Doch  sind  auch 
Ausdrücke  anderer  Autoren  nicht  unerwähnt  gelassen.  Ebenso  fehlt  es 
nicht  au  sadiliehen  Hinweisen  auf  verwandt*»  nnicrsuchungen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  werden  im  ersten  Kapitel  der  Arbeit  die 
Banmkurven  behandelt,  die  Gleichungen  der  Tangente,  der  Normalebene, 
Schnuegungsebene  und  Hauptnormale  aufgestellt.  Hier  wie  in  der  darauf- 
folgenden Krflmmungstheorie  stimmen  Methoden  und  Resultate  im  wesent- 
lichen mit  denen  von  Grafs  mann  überein.  Jedoch  beschränkt  sich  Fehr 
mehr  auf  das  Ifanpt.stulilichste  und  fügt  andrerseits  noch  «»inen  Abschnitt 
über  die  dritte  Krüininun/  tuit  der  liancret sehen  Formel,  botrHÜend  den 
Zusammenhang  der  drei  ivrümmungen,  hinzu.  —  Das  zweite  Kapitel  bringt 
die  Ekmente  der  Fllehentheorie,  ebenfhUs  in  der  Hauptsache  in  ObereiU' 
Stimmung  mit  Grafs  mann.  Nach  Definition  der  krummlinigen  Koordinaten 
u  und  tr  wenlen  die  Ausdrücke  fitr  das  Xonien'  und  das  Fl'ächenelcment 
aufgestellt.  Durch  Einführung  der  Tangentenstrecken  lu  und  an  die 
Koordinatenlrun'en  (  u)  und  (r)  wird  bei  der  Darstellung  der  Fundamental - 
beziehungen  erster  und  zweiter  Ordnung  eine  wesentlichr  Yrniiitacliung 
erzielt    £s  wird  femer  der  Winkel  einer  Kurve  mit  den  Koordinateukurven 
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und  die  Bedingung:  der  Orthogonalkurven  b^stimmf.  Aiifserdern  wird  dem 
Netze  der  iBothermischen  Kurven  eine  kurze  Betrachtung  gewidmet  und  ge- 
zeigt, wie  die  ersten  Ableitungen  der  Neigungsstrecke  in  Fnnktion  der 
ersten  Ableitungen  ym,  x  dnigeetelU  werden  kSnnen.  —  Das  dritte  Kiintel 
beseh&ftigt  nch  mit  der  Krflmniiuig  der  auf  einer  Fläche  gezogenen  Linien. 
Es  wird  der  Satz  von  Meusnior  abgeleitet  (etwas  abweichend  von  Grafs- 
manTi\  sodann  dir  Au  rlni'kf»  für  die  Krümmung  der  Hauptsehnitte  n^h^i 
den  Hauptnchtungen  und  iiauptkrümraungsradien,  endlich  die  Enlersih^ 
Formel  auf  zwei  verschiedenen  Wegen.  —  Das  vierte  Kapitel  handelt  von 
der  Krümmmig  der  Fl&chen.  Die  allgemeinen  Formeln  der  totalen  Krüm- 
mnng  werden  anf  eine  Begelflaehe  angewendet,  die  mittleire  Rrflmwnmg 
fuhrt  nun  Begriff  der  IGnimulfläcben.  Hinzngefttgt  ist  ein  Abschnitt  Ober 
die  sogenannte  mittlere  quadratische  Krümmung  Cmi  deren  Begriff  von 
Ca^orati  eingefiihrt  wurdp,  und  die  mit  der  tota1«n  Kiiimninng  Ci  nnd 
der  noittleren  Cq  dorch  die  einfache  Formel  zuaammenhöngt: 

Ln  leisten  Kq^tel  werden  die  wichtigsten  Linien  anf  einer  FlSche  nntar* 
sndii    Der  Verfasser  geht  von  dem  konjugierten  Syston  ans  und  behandelt 

die  Krümmungslinien  als  Spezialfall  der  konjugierteUf  nSmIieh  unter  der 
Annahme,  dafs  die  letzteren  ein  orthogonales  System  bilden,  während  Orafs- 
mann  den  urn;:'pk ehrten  Weg  einschlugt.  Es  werden  dann  unter  Voraus- 
setzung von  lirünunungsiinien  als  Koordinatenkurven  noch  weiter  verein- 
fachte AusdrAcke  fftr  die  KrOnunungsradien  nnd  die  Kümmungen  einer 
Flftche  gegeben,  woran  sich  das  Dnpinsehe  Theorem  sehlielMw  Es  folgen 
die  asymptetischen  und  geodätischen  Linien  nebst  ein«n  SdiluAabaehidIt 
Uber  die  geodätische  Kniramung. 

Tm  Verpleif^h  nnt  d<^r  Ora rsmann«?chpn  .Arbeit  ist  die  v'>rli'^?T''nde 
vielfach  kürzer  getafat,  .vHi^t  anch  gelegentlich  auf  din  au  tuhrluhf'i«eD  l>ar- 
legungen  jener  Arbeit  hin  und  gebt  endlich  inhaitiich  \veniger  ins  Emaelne, 
fOgt  abw  einiges  Nene  himsn.  Neben  allen  dm  nnvenneidlichen  Übnrein- 
stimmnngen,  £e  nch  ans  der  Gleichheit  des  Stoffes  nnd  der  Methode  er^ 
geben,  zeigt  die  Fehrsche  Arbeit  doch  sowohl  in  der  Anordnung  des  StoÜM 
wie  in  der  Hphandlung<:wpise  ein  ausreichend  oripinelles  Geprape.  nm  fÖr 
ihr  Ptndinn^  ;ni<'h  bei  demjenigen  Leser  Interesse  zu  wecken,  der  die 
Grals  mann  sehe  Arbeit  bereits  kennt. 

Hagen  i.  W.  V.  Scui«a«Ei^ 


F.  Klein  und  E.  Riecke.  über  an^^ewandte  Mathematik  und  Pliyalk 
in  ihrer  Bedeutung  für  den  Unterm  iit  an  den  hr)heren  Schulen.  VortrSr^. 
gehalten  in  Göttingen,  Ostern  1900,  bei  Gelegenheit  des  Ferienkurse«. 
]Gt  einem  Wiederabdruck  yerschiedener  einschlägiger  AufiAtie  to« 
F.  Klein,  ¥it  84  Textfigaren«  Leipzig  nnd  Berlin  1900,  B.  G.  Teobner. 
Tn,  252  S. 

Die  Herausgeber  haben  in  einem  Vorworte  die  Fragen  näher  beetSnont, 
auf  welche  die  Mehr/ahl  der  Ostern  1900  von  den  Göttinger  Professoren 

der  Mathematik  und  Pliysik  abgehaltenen  Ferienkurse  dio  Antn  r.,-f  f.r:^i!p^ 
sollten.    Sie  lauten:  Was  sind  angewandte  Mathematik  und  Fhjsik  ub 
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Sinne  d«r  ntaen  Prüfhngsordntmg,  und  was  bedeuten  sie  fOr  die  höheren 
Sefanldi?  Wie  kann  der  Lehrer  sich  nOtigenlUls  durch  SelhBtontemcht 
die  erforderlichen  Kenntnisse  erwerben?   Wie  andererseits  nnd  mit  Bfieh« 

sieht  auf  das  Bedflrfiiis  der  Schulen  wie  der  Wissenschaft  flberhanpt  unsere 
bezüglichen  ünivprsitStsrinrichtiinpen  /u  org'nn/.fn?  Tti  einfm  Nachwort* 
haben  alsdann  die  Herausjjolicr  von  den  f-nom  fjesprochon,  welche  tpils 
än  Universitäten,  teils  an  t^chuischen  Hacli.scimlen  den  durch  sie  in  (n'ittingen 
gescbaffeneu  Einrichtungen  erwachsen  sind.  Man  sieht  daraus,  dafs  es  recht 
«gentliche  0 ratio nes  pro  domo  waren,  welche  damals  gehalten  worden, 
welche  jetct  im  Drucke  vereinigt  sind,  nnd  wer  noch  iwmfelhaft  wire, 
dem  wflrden  die  in  don  gleichen  Band  aufgenonunenen  Vorträge  und  Auf- 
sätze des  Herrn  Klein  über  die  WiedereinfUgong  in  den  Lehrplan  der 
rniversifii*  von  Dingen,  web  be  seit  kaum  einem  Jahrhundert  sich  ans  ihm 
abgezweigt  haben,  insoweit  sie  damals  schon  vorhanden  warpn.  Oewifjäheit 
geben.  Ein  in  einer  bestimmten  Richtung  belehrender,  naturgemafs  etwas 
polemischer  Zweck  lag  mithin  den  Vorträgen  zu  Grande,  wenn  auch  die 
Form  der  Pdonik  durchweg  vermieden,  dort  wo  sie  im  Anhange  früher 
vorhanden  gewesen,  wesentlich  gemildert  encheini 

Simtliche  Yortiilge  sind  aber  auch  an  und  Ar  rieh  belehrend,  und 
will   uns   dem   Cliarakter  unserer  ppwölinlirhen  T^nrichterstaf tung  ent- 
sprechend erscheinen,  in  diesem.  Sinne  auf  deren  Inhalt  aufmerksam  zu 
machen. 

1.  Zur  Geschichte  des  physikalischen  Institutes  und  des  physikalischen 
ünteirichtes  an  der  Unirersitftt  Göttiogen.  Von  Ed.  Biecke.  Eine  feeselnde 
Dnratellung  der  wechsehrollen  Schicksale  dieses  Lehnwdges  entrollt  sich. 
Segner,  Kästner,  Tobias  Mayer,  Vater  &  Sohn,  Lichtenberg, 
Wilhelm  Weber  sind  die  bekanntesten  auftretenden  Namen. 

2.  Allgemeines  Ober  ansrewnndte  Mathematik'  Von  F.  Klein.  Der 
Lehiplan,  welcher  den  (iöttinger  Vorlesniifren  für  inathematische  Lehramts- 
kandidaten xu  Grunde  liegt^  ist  entwickelt.  Als  Endziel  wird  angestrebt, 
durch  Zusammenwirken  des  Lehrerkollegiums  die  AUseitigkeit  nutzbar  zu 
machen,  die  ein  Oaufs  schriftstellerisch  Terebigte,  wenn  er  auch  yerschml^hte, 
sie  als  Lehrer  in  hefihfttigen. 

3.  Über  technische  Mechanik.  Von  F.  Klein.  Die  technische  Mecha* 
nik  wird  im  Gefrensatze  7.n  der  reinen,  theoretisclien,  oder  wie  der  Vor- 
tragende sie  rennt,  zu  der  klassischen  "Mechanik  gesstellt.  Beweg^inps- 
eracheinnngen  ungemein  verwickelter  Ai-t.  deren  ürspriing  vielfach  nur 
mangelhaft  bekannt  ist,  werden  studiert.  Dieser  Eigenart  der  Aufgabe 
entspricht  eine  Eigenart  der  Behandlung.  Man  sucht  nicht  die  wahre, 
sondern  nur  eine  von  der  wahren  so  wenig  als  möglich  abweichende  LSsung; 
man  sucht  sie  auf  dem  Wege  der  Annähemng;  man  bedient  sich  deshalb 
eigens  ru  diesem  Zwecke  erfundener,  insbesondere  graphischer  "NTethoden. 
Grade  die  Ersinnnnc  solclifr  Afetboden  nnd  die  Ausscheidung  des  in  erster 
Annäherung  zu  Yernacblässigeuden  hat  der  eigentliche  Mathematiker  zu  > 
leisten. 

4.  über  darstellende  Geometrie.  Von  Tr.  Schilling.  An  eine  Schil- 
dmung  der  Lehrmittel  und  Lehrrftume  fOr  den  Unterricht  in  darstellender 
Qeomeb-ie  knüpft  sich  in  Gestalt  der  Überschriften  von  36  Paragraphen 
das  Gerippe  des  Lehrganges  selbst 
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5.  Einführung  in  die  Geodäsie.  Von  E.  Wiechert.  Eine  ziemlich 
ausführliche  Beschreibimg  einfacher  feldmesserisrhcr  Hilfsmittel  und  der 
'In mit  zu  lösenden  Aufpabcn  setzt  'Inn  Tj^'^or  in  den  Stand,  lehrend  auf 
diesem  Gebiete  zu  wirken,  vorausgesetzt  allerdings,  dafs  er  daa  Können  sich 
aneigne,  welches  bei  Benutzung  der  beschriebenen  Vorrichtungeu  weit  wich- 
tiger als  du  KemMii  ist» 

6.  Über  Yersicheniiigsiitathsiiiatä.  Voa  0.  Bohlmann.  D«r  To^ 
tragende  erörterte  besonders  eingehend  die  Anfertigimg  TOn  Sterblichkeits- 
tafeln unter  Berücksichtigung  der  wichtigen,  aUerdings  auch  etwas  schfrae* 
rigen  Arbeiten  von  Knapp  und  von  Lexis. 

7.  Über  Wilmukrartmaschiueu.  Von  Eug.  Meyer.  Als  Hauptinhalt 
dürfen  wir  die  Angabe  der  bei  solchen  Maschinen  erzielten  thatsächlicbea 
Wirkung  im  Gegensatie  sar  reduuii^^ftfsig  mffgliolMii  Wirinmg  bmmd. 

8.  t)ber  Elektrotechnik.  Von  Th.  Des  Condres.  Die  ÜbersdirifteB 
der  nur  wenig  mit  einander  in  notwendigem  Zusammenhange  stdiendw 
Unterabteilungen  sind:  das  magnetische  Feld,  das  Ohmsehe  Gesetz,  Dynamo- 
charakteiistiken,  Temperaturpfloichge wicht  der  Maschinen,  wirtschaftlicber 
Querschnitt  und  rentable  Spannung,  Wechselstrom,  die  Göttinger  elektriäcfa« 
Centrale. 

Dieses  mnd  die  dem  Drucke  flbeigebeaen  Vorlesungen  ans  dem  Feiitt- 
koise.  Der  Anhang  irereimgt  folgende  vier  Arbeiten  Ton  F.  Klein.  1.  tW 

den  Plan  eines  physikalisch -technischen  Instituts  an  der  üniversltiSt  Götiinp'^n 
(1895).  2.  Die  Anforderungen  der  Ingenieure  und  die  Ausbildung  df^r 
roafhf'TTiatischen  Lehramtskandidaten  flH9G).  3.  UniversitRt  \inr\  trrhriisrlie 
Hochseliule  (1898V  4.  l^ber  die  Neueiurirbtungen  für  Elektrotechnik  and 
allgemeine  teehnische  Physik  an  der  Univereität  Göttingen  (1899). 

Heidelberg.  M.  Cantor. 


EUj^en  Nett4).  Vorleaungen  über  Algebra.  In  zwei  Bänden.  Zweiter 
Band.  XII  -f-  519  Seiten  mit  eingedruckten  Holzschnitten.  Leipiig 
1900,  Teubner. 

Mit  dem  jüngst  erschienenen  zweiten  Bande  kommt  das  grofse  Algebn- 
werk  des  als  Kenner  nnd  Forseher  der  Algebra  gleich  hochgeaditeten  Hsrb 
Verfassers  sum  Absehlnfe.  Der  erste  Ban^  der  1896  enehienen  ist»  wurde 
in  der  historisch-litterarischen  Abteilung  der  Zeitsehrift  fttr  Mathematik  und 

Physik,  Bd.  43,  angezeigt  und  gewürdigt  Der  vorliegende  zweite  Baad 
schliefst  sich  m'  tholisrb  und  sachlich  eng  an  den  ersten  an.  Herr  Netto 
zeigt  sich  in  Anseliung  dir  Methode  auch  hier  als  überzeugter  Purist;  er 
behandelt  die  „Algebra^*  mit  möglichät  rein  und  ausführlich  entwickeltn 
„algebnusehen**  Methoden,  ünentbehrlich  war  schlieblich  nur  die  GGnn- 
nahme  der  Gnippentheorie.  Die  geometrischen  Entwickelungen  Uber  di« 
Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ordnung  haben  nur  den  Charakter  ein«f 
beiläufigen  Beispiels,  und  die  Untersuchungen  S.  374  ff.,  algebraische 
Zahlen  }>etreffcn<l,  vermeiden  arithmetische  (Jesichtspunkte  fast  gan?  l'm 
80  ausgiebiger  kommt  die  eigentliche  Algebra  in  Herrn  Net  tos  Werk  zur 
Geltongf  und  es  erOffiiet  sieh  namentUoh  auch  ein  flbersiditlicher  Bhtsk  Uber 
die  weit  verzweigte  algebraisdie  Litteratur.  In  d«r  That  dürften  die 
seitigen  Utterarischen  Angaben  des  VerfiMsers,  welche  durch  ein  am  Sddoae 
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angefügtes  Nameuregisttit-  noch  erhöht  zugänglich  werden,  einen  besonderen 
Wert  des  vorliegenden  Werkes  darstellen. 

Die  Grappentlieorie  hat  Herr  Netto  um  einige  neue  Benennungen  be- 
reiehert  Das  Wort  ^Snbgrappe**  statt  „üntergmppe'*  ist  twar  nicht  so 
deutsch,  hat  daf&r  aber  zwei  Buchstaben  weniger;  fibrigens  hätte  diese  Be- 
nennung wohl  S.  236  bei  Einffthmng  der  gruppentheoretischen  Termino- 
logie genannt  werden  können.  Etwas  freradaurtip  borfibren  die  Benennungen 
..ronjuge"  und  „autojuge"  Untergruppf  Eine  „autojuge  Untergruppe"  heifst 
sonst  eine  ,^onotypische",  „selbst-koiyugierte"  oder  ^usgesseichnete"  Unter- 
gruppe oder  anch  ein  „N<nnialtdlei!'^.  Yw&sser  hllt  die  rtm  englischen 
Autoren  hergenommene  Beseichnnng  ^Ibst-koiyuglerte**  Untergruppe  für 
die  treffendste,  wogegen  jedoch  zu  erwidern  ist,  daCi  jede  Chnppe  sicfa  selbst 
koxgngieri  ist;  denn  sie  wird  jedenfalls  durch  ihre  eigenen  Operationen 
in  sich  selbst  transformiert.  Das  Beste  nn  den  Bezeichnungen  .,coTiiiit'" 
und  „autojug"  würde  un/wtifelhaft  sein,  wenn  sie  allseitig  acceptiHrt  und 
ausschliefslich  in  Benutzung  genommen  wflrrlen;  doch  läfst  sich  'las  nicht 
erzwingen.  Übrigens  ist  Kürze  der  Bezeichnung  gewifs  gut;  dals  man  aber 
audi  mit  ISngeren  Beseicbnungen,  wenn  anders  sie  sinngemib  sind,  ganz 
gut  auskommen  kann,  seigt  nns  das  Beispiel  der  Chemiker  in  ftheneugender 
Weise. 

Der  Abschlufs  des  ersten  Bandes  liefs  die  Vermutung  zu,  dafs  der 
zweite  Banfl  zunächst  die  algebraiscbe  Auflösung  der  Gleicbiingen  weiter- 
fördern möchte,  insoweit  diese  ohne  ausführliche  Heranziehung  der  Gruppen- 
theorie durchführbar  ist.  Indessen  unterbricht  Verfasser  diesen  Gegenstand 
lun&chst,  um  sidi  rar  Theorie  der  Elimination  zu  wenden,  deren  Ergeb- 
nisse s|Ateriiin  mr  Verwendung  kommen.  Vorausgesandt  wird  erst  noeh 
ein  Abschnitt  Aber  ganze  rationale  Funktionen  mehrerer  Vanabeln,  deren 
Irrednzibilität,  sowie  deren  Wurzelsjsteme,  Die  Eliminationstheorie,  weldie 
die  Vorlesungen  33  bis  47  iimf^^^t,  ist  so  reichhaltig  nnr]  erschöpfend  an- 
gelegt, dafs  kein  irgend  wesentlicher  Zweig  diese«  Oegenstandes  unlicriick- 
sichtigt  geblieben  ist.  Der  Leser  findet  hier  die  grundlegenden  Sätze  über 
Resultanten  und  Eliminanten,  die  Eliminationsmethoden  von  Kronecker,  von 
Gajiej' Sylvester,  die  Theorie  der  Diskriminanten  n.  a.  Auch  die  Charak- 
teristikentheorie, vermöge  deren  Kroneeker  eine  weitgehende  VerallgeoMÜDe- 
mng  der  Sturmschen  Sätze  erzielte,  findet  hier  ihren  Platz.  Der  funda- 
mentale Satz  von  Hilbert,  dafs  man  in  einer  irreduziblen  ganzen  gana- 
/.ahligen  Funktion  der  {m  -f-  Variabpln  x^.  r^,  •  •  •.  .r„,:  //, ,  lu.  •  •  V« 
den  letzten  n  Variabein  st<ts  solche  ganzzahlignn  Werte  beilegen  kann,  dafs 
eine  „irreduzible"  Funktion  der  x^,  jr^,  •  •  x„t  resultiert,  wird  iu  einer 
besonderen  Vorlesung  bdiandelt. 

Im  flinften  Abschnitt  (Vorlesungen  49  bis  68)  wird  ersüich  die  am 
Schlüsse  des  ersten  Bandes  unterbrochene  algebraische  Auflösung  der 
Gleichungen  insoweit  fortgefllhrt,  dafs  die  cjklisdien  Gleichungen  sowie  die 
allgemeinen  Abel  sehen  Gleichungen  ohne  Zuhilfenahme  dps  Gnippenbegriff«? 
behandelt  werden.  Dann  aber  folgt  in  neun  Vorlesungen  die  Theorie  der 
Subslitutionsgruppen,  wobei  der  Kontinuiilt  halber  die  Ab  eischen  Gruppen 
Toraaatcten.  Kedi  allgemdnen  Betrachtungen  über  die  Gesamtgruppe  aller 
nI  Suhsütntionen,  sowie  Aber  alternierende  und  cjUische  Funktionen 
wendet  sich  die  Darstellung  gleich  wieder  im  speziellen  zur  linearen  Gruppe, 
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wo  der  tnnftre  Fall  wegen  seiner  Anwendungen  im  Gebiete  der  elliptischen 
Funktionen  besonders  interessant  ist.  Demn&chst  greifen  algebraische  Ent- 
Wickelungen  über  die  zu  (3o?i  einzelnen  Untergruppen  gehörenden  FnfVfinn^^n- 
U'Httungt'n,  über  Rpsolvenieuliildung  «.  w.  mit  dem  w^>it<Teu  gruppen- 
theoretischen Ausbau  die  Komposition  der  Gruppen,  die  Galoissdie  Gruppe 
«nur  Gleichung,  die  Traii8iti?itftt  und  FrimitiTillt  tu  i.  w.  beMM  in 
einander.  Ehe  die  Anwendung  der  Gmppentiheorie  nur  Oewinomig  der 
iundamentalen  Theoreme  fllMir  algebraische  AuflOtung  der  Gleichungen,  fiber 
auflösbare  Gleichungen  von  Primzahlgrad  u.  s.  w.  behandelt  werden,  siuH 
in  einer  bfisondercn  Vorlesung  die  Begriffe  «1*";  Rationalitfltsberoicho«!,  df*5 
Oattiingsbcreiches,  der  Adjnnktion  von  njitiirlR  lu  n.  bfz.  accessorischen  Irra- 
tionaiituteu  u.  s.  w.  ku  entwickeiu.  Mit  den  alsdann  folgenden  SätiUrD 
ttber  algebraiecbe  Aufltfsung  der  Gleicbnngen  erreiebt  die  Da««tdliing  ibeB 
H6bepuiiki  Ala  Anwendungen  werden  einmal  die  beim  Problem  dar 
Wendepunkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  auftretonden  Gleichungen  behan- 
delt, andererseits  sind  die  beiden  letzten  Vorlesungen  den  algebraisch  auf- 
lösbaren Gleichungen  fBinfteu  Grades  und  der  allgemeinen  Gleichung  dieM 
Grades  gewidmet. 

Bei  der  erschöpfenden  Art,  mit  welcher  der  Herr  Verfasser  seime 
Gegenstände  zu  behandeln  pflegt,  war  es  ibm  unmöglich,  obne  weit  mebr 
Raum  SU  brancben,  alle  mit  dem  letxten  Abschnitt  in  Berflhrung  stebeiiden 

neueren  Untersucbiingeo  anderer  Algebraüwscber  zur  Darstellung  zu  bringea. 
Indessen  besteht  naeh  einer  Andeutung  des  Verfassers  die  Hoffnung,  dafs 
in  dieser  Hinsicht  bei  anderer  Gelegenheit  noch  eine  Ergänzung  nachfolgen 

lassen  wird. 

Brannschweig.  — Feicee. 

Le  Ferepecteur.    Appareil  invente  par  €h.  ?.  Ziegler.   Geneve.  Ldbrairie 
B.  BuiUuidi    1899.    14  8. 

Es  giebt  manche  Apparate,  mit  denen  aus  Grund*  und  Aufirils  ein  per> 
spektiyiBdiee  Bild  gezeichnet  werden  kann.  Zu  den  einfiachsten  gebOrt  wohl 

der  „Perspecteur**,  und  deshalb  machen  wir  hier  auf  denselben  aufmerksam. 
Derselbe  gleicht  einem  Zirkel,  durch  dessen  Kopf  C  aufser  den  2  Annea 
noch  eine  feste  Stange  gebt.  Die  Arme  könTv^n  hei  der  gleich?*"itigen  Be- 
wegung stets  so  eingestellt  werden,  dafs  ihr  Winkel  «lurch  die  teste  Stande 
halbiert  wird.  Ist  dann  C  das  Projektions/eutrum  (Auge\  und  durchläuft 
die  l^itae  des  ein«i  Armes  (le  directeur)  eine  Figur  (Grundiib,  Fa^ade 
etc.),  so  zeicbnet  der  andere  Aim  (le  laiuseur)  auf  jede  beliebige  Ebene  d«s 
perspektivische  Bihl  Zum  praiktiscben  Gebrauche  sind  mit  dem  Apparate 
noch  3  Ebenen  in  Verbindung  gebracht,  welche  leicht  als  Grundrifsebea*, 
Aufrifsehene  und  perspektivische  Bildebene  eingestellt  werden  k-iniu-n 

Besonders  bequem  gestaltet  sich  die  Anwendnne  des  Apparates,  wenn 
aus  den  Höhenkurven  einer*  Karte  das  Panorama  m  Vogelperspektive  ge- 
zeichnet w«den  soll.  Diese  Aufgabe  fllhrte  den  Erfinder  zur  Konstruktioa 
des  Apparates.  Er  l&Dit  sich  aber  auoli,  zur  Herstellung  von  ardiiteU(h 
nisdien  PerspekÜTbildem  benutaen. 

Zllzicb.  GmuTiAii  Bvm. 


Digitized  by  Google 


.BeMniioneiL 


20b 


F,  HocUieilll.  über  eine  Art  der  Erzeugung  der  Kiutoi  dritter 
inamm  mit  einer  Doppeltangente.  Leipzig  1899,  B.  G.  Teubner.  50  S. 

Es  ist  eine  dnrchans  fleifiBige  Arbeit  Doch  dürfte  den  Veci,  der  eine 

Fortsetzung  seiner  Untersuchungen  in  Ausglicht  stellt,  eine  genauere  Kennt- 
nis der  Litteratur,  z.  B.  der  Theorie  der  mehrdeutigen  geometriscljen  Ele- 
inentargebilde  und  der  algebraisclita  Kuiven  und  Flächen  als  deren  Er- 
zeugnisse Ton  Emil  Weyr,  Leipzig,  B.  G.  Teubner  1869,  belehren,  dalii 
die  Ton  ihm  behandelte  Auf  gabe  bereiiB  gelöst  ist  Insbesondere  sind  die 
TOD  ihm  ^knmerend**  genannten  Pnnktreihen  als  einzweidentige  Gebilde 
längst  bekumt 

Felix  Müller.  Mathematiscliea  Vokabularium.  Französisch-deutsch  und 
deutsch-frauzösisch,  enthaltend  die  Kunslausdrücke  aus  der  reinen  and 
angewandten  Hafhematik.  Erste  HHlfte:  Ftansarisdi  'dentseher  TdL 
Leipzig  1900,  B.  G.  Teubner.  Psiis  1900,  Qanthier-Villars.  1Z,  132  8. 

Wem,  und  wftre  er  der  fransösisdhen  Sprache  noch  so  mSchtig,  wSre 
es  noch  nicht  Torgekommen,  dafs  er  beim  Lesen  einer  französischen  Ab- 
handlung über  ein  Wort  strauchelte,  von  welchem  er  nicht  gleich  wufste, 
welchem  in  Deutsi  hland  üblichen  Austlrueko  es  entspreche?  Ninnrit  er  aber 
das  beste,  das  vulistandigste  "VVörtt  rltuch  zur  ilaud,  so  bleibt  er  ratlos  wie 
vorher;  denn  es  enthält  das  betreifeude  Woii.  entweder  überliaupt  nicht, 
oder  doch  nicht  iu  dem  fachmännischen  Sinne,  dessen  er  bedari'.  Genau 
ebenso  geht  es  uosefen  westlichen  Nachbaren  beim  Lesen  einer  deutMhen 
Abhandlimg  über  reine  oder  angewandte  Mathematik.  Die  Klage  ist  alt, 
eine  Abhilfe  schien  schwer.  Herr  Müller  hat  gezeigt,  dafs  sie  möglich  ist. 
Wir  haben  beute  die  erste  Hülfte  des  mühsam  vollendeten  Buches,  den 
tranzösisch-dfcutsehen  Teil,  vor  uns,  dem  der  deutsch-französche  nachfolgen 
soll.  Ein  deraili^'es  Bucli  liest  man  niciit,  kann  man  nicht  lesen.  Man  kann 
nur  Stichproben  ünatelleu,  und  das  haben  wir  gethan.  Wir  haben  die  aus- 
gefallensten, die  landläufigsten  WiJrter  angeschlagen.  Jene  fimden  wir  nicht 
*imerwBlmt,  an  diesen  war  der  Yerfiasser  nicht  achtloB  yorübergegangeo,  ein 
Versehen,  welches  nur  zu  leicht  vorkommt  Wir  fanden  überaü,  wo  wir 
nachsuchten,  die  richtigen  Übersetzungen,  aber  mitunter  auch  noch  mehr, 
nämlich  die  sehr  erwünschte  kurze  Angabe,  wann  und  von  wem  das  Wort 
gebildet  oder  in  facb wissenschaftlichen  Gebrauch  genommen  worden  ist. 
Wir  können  das  Buch  mit  gutem  Gewissen  auts  dringendste  empfehlen. 
Es  gehört  nnbediugt  in  die  Bibliothek  einer  jeden  Mittelschule;  aber  auch 
der  einzelne  Mathematiker  wird,  sofern  er  in  bleibender  Verbindung  mit 
seiner  Wissenschaft  zu  stehen  wünscht,  kaum  umhin  können,  den  „Felix 
Mflller^,  wie  das  Vokabularium  bald  kurzweg  heiDsen  dürfte,  anzuschaffen. 

Heidelberg.    M.  Cahtob. 

0.  Dziobek.  Lehrbuoh  der  analytisohen  Geometrie.  I  Teil.  Ana- 
lytische Geometrie  der  Ebene.    Berlin,  Hans  Th.  Hofimann,  1900. 

350  S.  8«     85  Fig. 

Rfci  rriit  ist  hiiuti^  von  Studierenden  der  technischen  Hochschule  ge- 
beten wuraen,  ihnen  ein  für  sie  geeignetes  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 


Digitizca  by  Gu..- . 


206 


BeMnnoiMB. 


mctrie  z\i  nennen,  und  ist  dabei  immer  in  eine  gewisse  Verlegenheit  gekommen; 
gerade  deshalb  begrüfst  er  mit  besonderer  Freude  das  vorliegende  Werk, 
dessen  Verfasser,  ein  langjähriger,  bewfthrter  und  beliebter  Dozent  der  Char- 
lottenburger Hochschule,  es  verstanden  hat,  in  seinem  Buche  den  friscliea 
leboidigen  Stil  des  mflndlielien  Yortragea  featnüuüten;  die  Frobleme  weidn 
nictht  blole  gelQst^  sondem  es  werden  audi  genau  die  Schwiezigkeiten  herfw- 
gehoben,  die  Klippen,  an  denen  der  Anfänger  scheitern  kann.  Die  Elemente  noi 
musterhaft  klar  und  breit  dargestellt,  nirgends  aber  wird  dem  Leser  das  eigene 
Nachdenken  gespart;  auch  bei  den  einfachsten  Dingen  werden  die  BeziehuDgen 
zu  tiefer  liegenden  Fragen  aufgedeckt  und  angeregt.  Jedem  Paragraphen 
sind  einige  Übuugsaulgaben  angehängt;  iliro  Lösung  erfordert  nicht  blo^ 
genaues  Vent&ndnis,  sondern  meist  anch  iBngere,  algebraische  odsr  niinuriscbe 
Beehnungen;  im  Anhang  sind  die  LSsimgen  in  kn^per  Form  mi^ifalL 
Einige  Angaben  über  den  Um&ng  des  St^es  mögen  das  Gesagte  eiglOMs 
und  bestätigen. 

Im  ersten  Abschnitt  (§  1 — 5)  finden  wir  zimllchst  die  Geometrie  der 
geraden  Linie  und  des  Strahlenbtlschels ;  die  ganz  ausführliche  Behandlung 
des  Doppelverliiiltüisses  und  der  linearen  Substitutionen  wird  alsd&im  lur 
Perspektive,  projektiTe  und  inTolutorisohe  Beziehungen  verwertet  Dum 
erst  kommen  die  Ko<ndinaten878teme,  die  Tnuisformati<nisf<»me]n  und  dk 
Qrundaufgaben  der  analytischen  Geometrie  nur  Erledigung.  Der  zweite  Ab* 
schnitt  (§  6 — Ii)  erlftutert  die  Beziehungen  zwischen  Kurve  und  fJleichttng 
ausführlich  an  gut  gewählten  Beispielen,  die  historisch  oder  techni.sch  mtere.ssant 
sind;  es  folgt  die  Parameter-Darstellung,  die  Einteilung  der  Kuneu.  -Vn 
die  verschiedenen  Formen  der  Gleichung  der  geraden  Linie  knüpft  sich  die 
Einfühlung  der  Linienkoordinaten;  die  Methode  der  abgekürzten  Bezeichnung 
wird  tt.  a.  auf  die  Konfiguration  Ton  Perspektiven  Dreiecken  angewendet 
Der  dritte  Abschnitt  (§  12—18)  bebandelt  Kreis  und  Ereisbflseliel,  4m 
wichtigsten  spezieUen  IJigenschaften  und  Eneugungsart«  n  I  r  Kegelschnitt«, 
die  Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades,  ihre  Aus^allIll^ 
fülle  und  einige  numerische  Beispiele  Der  v-ierte  Abschnitt  f  r.dlirh  '  1!*— i^ui 
gieht  eine  Reihe  von  Ergän/ungn; ;  >■]•  l)eginnt  mit  dem  TruuöVei*aka-öati 
und  den  bätzeu  von  Pascal  und  iinanchon;  uach  einer  Darstellung  der 
Determinantenlebre  lölgt  die  Eiafiahrung  homogener  Koordinaleo,  die  TbMfie 
▼on  Pol  und  Polare  und  zwar  auf  quadratisclie  und  bilineave  Fotmen  geitlttit) 
die  projektiven  Erzeugungen  der  Kegelschnitte,  Kegelscbmttbfisehel  ssi 
Schar,  Abbildungen  und  geometrische  Verwandtschaften. 

Berlin.  Bichabo  MHubl 


F.  Klein,   über  die  Keaeinzlolitaiig  fttr  BUektrotedhiük  nnd  aOg^ 
meine  technischf  Physik  an  der  Universität  GSttiiigen.   Ifit  eis« 

Antwort  auf  die  von  Prof.  Slaby  in  der  Sitzung  des  prcufsischen  Herren- 
hauses vom  30.  März  1900  gehaltene  Bede.  Iieipng  190O,  B.  6.  Teubaer- 

23  S. 

Universität  Miid  technische  Hochschule  waren  >  irisl,  insbesondere  m 
Deutschland,  iiiidungsstatten  durcbaus  verschietlener  Natur.  Die  Vorbildung 
ihrer  Zöglinge  war  eine  verschiedene,  und  verschieden  war,  wie  der  Zweck, 
auch  der  Inhalt  des  dort  Gelehrten.    Die  technische  Hochschule  w  ci, 
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wenn  wir  nicht  sehr  irren,  welche  den  Gegensatz  zuerst  einigermafsen  ans 
dem  Wegp  räumte,  indt  m  «lif^  wenigstens  teilweise  Ausbildung  von  Mittei- 
scbullehrern  aut  ihr  rrogxaiuiu  setzte  und,  um  dieser  Aufgabe  gerecht  zu 
werden,  Vorlesungen  halten  liels,  an  denen  kaum  je  andere  Zuhörer  als 
soloh«,  die  sich  dem  Lehrfache  widmen  wollten,  teilnahmen.  Wir  erinnern 
luu  nicht,  dab  die  üniTenitSten  venudit  h&tten,  dem  entgegenzutreten.  Nun 
hat  die  Universitilt  Göttingen  ihrenelts  einen  entip««ohend«n  Schritt  gewagt 
Sie  hat  Einrichtungen  getroffen,  und  zwar  unter  Aufwendung  roicher  Privat- 
mittel getrofTen,  wi-lchf  es  ilircn  Studierenden  ernu)gli(  ht,  Eloktrotechnik  und 
allgemeine  techtiisclu'  Physik  theoretisch  und  praktisch  /u  erlerneu,  ohne  dio 
Universität  zu  verlassen.  Alsbald  wurde  wenigstens  von  Seiten  üiazeluer 
Lehrer  an  techuiscben  Hochät-hulen  lebhaiter  VVideispruch  erhoben.  Herr  Felix 
Klein  hat  in  der  uns  Torliegenden  Broschtlre  die  Antwort  auf  diesen  Wider« 
sprach  erteilt,  wie  es  lein  Bechti  wir  machten  fast  sagen  seine  Pflicht  war; 
denn  nur  durch  seinen  in  alle  in  Betracht  kommenden  Sdlichten  tief  ein- 
greifenden Einflufs  ist  der  Göttinger  Versuch  möglich  geworden.  Was  aus 
diesem  Vorsuche  schliefslich  wird,  das  ist  eine  ganz  andere  I'Vage,  und  wir 
wagen  es  nicht,  den  Schleier  der  Zukunft  lüften  zu  wollen.  Wird  es  mög- 
lich sein,  für  längere  Dauer  Privatmittel  wie  seither  flüssig  zu  luachen? 
Wird  der  Staat  mit  Bücksiebt  auf  enaelte  Erfulgu  vor  den  Bib  tretMi? 
Wird  er  es  kOnnen,  wenn  etwa  in  dem  kleinen  Grofsherzogtnm  Baden  die 
beiden  vorhandenen  Universitäten  auf  ähnliche  Erweiterung  ihrer  Anstalten, 
ihrer  Lehrkräfte  Ans^iinuh  erheben,  während  zugleich  die  technische  Hoch- 
schule in  Karlsruhe  mit  Recht  verlangt,  in  den  ihr  nötigen  Zuwendungen 
nicht  verkür/t  /.u  werden?  Wird  einzig  Göttingen  ausersehen  bleiben,  die 
glücklich  zur  Geltung  gebrachte  Doppelrolle  weiter  zu  spielen?  Das  sind 
Einzel&agen,  in  welche  die  oben  gestellte  Frage,  deren  Beantwortung  wir 
▼erweigerten,  zarftllt,  und  welche  sich  leicht  ▼ennehren  Uelsen. 

Heidelbeig.  Oamtob. 


P.  Sauerbeck.  Lehrbuch  der  Stereometrie  uebst  i^ahlrolohen 
Übungen  und  einem  Abeohnitt  über  Krystaliographie.  Stuttgart 
1900.   A.    Bergstr&ber.    291  S.   M.  6. 

Die  Stereometrie  gehört  zu  den  schwierigeren  üntemchtsgegenst&nden 
am  Gymnasinm.   Die  vorliegende  Arbeit  ist  ein  ansgeeeichneter  Wegweiser, 

um  die  mannigfachen  Schwierigkeiten  zu  überwinden.  Sie  tritt  den  be* 
kannten  Lehrbftcbem  Ton  Hauck,  Martus  und  Sohwering  ebenbürtig  an 
die  Seite. 

Der  Verf.  geht  von  dem  Gesichtspunkt  aus,  „das  vieitacü  in  neuester 
Zeit  zu  Gunsten  der  algebraischen  Rechnung  zurückgedrängte  geometrische 
Honoent  wieder  mehr  vaat  Geltang  sa  bringen;  denn  die  Hauptaofgabe  der 
Stereometrie  ist  nnd  bleibt  die  Pflege  rftnmlicber  AnBchauung*^ 

Das  Lehrbuch  omfasst  7  Absdhinitte,  In  den  drei  ersten  (S.  1 — 59) 
werden  die  allgemeinen  und  besonderen  Lagen  Verhältnisse  von  Punkt,  Gerade 
und  Ebene  besprochen.  Hier  wird  u.  a.  das  Dualitätsprinzip  (der  Verf. 
spricht  vom  „Gesetz"  der  Dualität;  dieser  Ausdruck  ist  wohJ  nicht  ganz 
korrekt,  da  sich  das  Dualitütäprinzip  doch  nicht  beweisen  lälst)  erörtert  und 
anf  zahlreiche  Beispiele  angewendet,  femer  der  Desarguessche  Satz  herange- 
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zogen,  der  überhaupt  für  eine  Einfüfn-ung  in  die  Ranmanschauung  besonders 
geeignet  ist,  und  im  Anschlufs  an  Monges  Geometrie  (loücriptive  wird  eine 
Einleitung  in  die  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  gegeben.  Wie  in 
allen  Teilen  der  Arbeit,  so  findet  sich  anch  hier  «ine  Fülle  von  Beispieloi 
und  Aufgaben. 

Der  vierte  Aiwduiitt  (8.  59-^4)  handelt  von  den  nntflilidi  im- 

kommenden  Vielflächnem,  den  Krystallen.  Gegenstand  des  fünften  Ab* 
schnitte  sind  die  Beziehungen  der  Kuj,^el  zu  ihrem  Zeuti-alstrahlenbündel  wo- 
bei u.  a.  das  Dreikant  und  die  (ieonietrie  auf  der  Kugel  nntrrsucht  werden. 
Der  sechste  Abschnitt  beschlLl'tigt  sich  mit  den  TTmdrehuugsliächen.  Hier 
werden  u.  a.  die  Schmtie  des  Kreiscyliuders  und  Kieiskegels  eingehend  l>^ 
traehtet  und  fcmer  die  bekanntesten  Abbildungen  der  Kugel  dargelegt 
Der  letzte  Abschnitt  enthftlt  Bwediniingen  Ton  OberflSchen  und  Baiuii- 
inhaltcn  von  Körpern,  insbesondere  auch  Aufgaben  ftber  Maxima  und  Uimm. 
Hervorzuheben  sind  hier  das  delische  Problem,  wo  die  von  Archjtas  und 
Menachmus  herrührenden  Lösungen  eines  besonderen  Falles  und  die  alige 
meine  Lösung  mittels  der  Wende-  und  Neil  sehen  Parabel  eingeheDÖl  he- 
sprochen  werden,  femer  das  Cavalierische  Prinzip  (der  Verf.  iüprieht  vom 
„Satz**  des  Cavalieri,  obwohl  sich  derselbe  bekanntlich  nicht  beweisen  Iftfirtj 
und  die  8impson8<}hen  Körper,  welche  die  Eigeoadhaft  haben,  daft  ndi 
der  Inhalt  einer  sur  Grundfläche  parallelen  Schnittfläche  durch  eine  giam 
rati<»iale  Funktion  von  böehatena  drittem  Grade  des  Abetandee  dantellen  Übt 

Berlin.  S.  Jahukb. 


TL  BrUekner.    Vieleoktt  und  VielflaAbo.    Theorie  und  Qeidiicht«. 
Leipzig  1900.   B.  0.  Teubner.    227  8. 

Seitdem  durch  Ohr.  Wiener  in  seiner  UassiBehen  Schrift  „tW  Vitt 
ecke  und  Vielflaehe'*  die  Theorie  der  regelmälsigen  Polygone  und  Pofyedcr 
höherer  Art  zum  Absehlufs  gebracht  worden  ist,  bat  die  Lehre  von  dea 

durch  Gerado  und  Ebenen  begrenzten  Gebilden  bedeutende  Fortschritte  auf- 
zuweisen. Kmerseits  handelt  es  si(;h  dabei  um  das  noch  heute  ungelöste 
Problem,  sämtliche  von  einer  bestimmten  Anzahl  Flächen  begrenzten  Viel- 
flaehe  va  bestimmen,  ein  Problem,  das  Herr  V.  Bberkardt  tu  einen  ror- 
Iftufigen  Abschlttis  gebracht  hat 

Andererseits  haben  die  Untersuchungen  besondere  Vielecke  und  Viel- 
flache zum  Gegenstand,  die  als  gleicheckige,  gleichkantige,  gleiehflidsg« 
n.  8.  w.  bezeichnet  werden. 

Auf  Gnind  der  Originalarbeiten  stellt  d>'r  Verf.  die  Theorie  der  ^n^- 
ecke  und  Vielllache  und  die  Hauptzüge  ihrer  geächiehtlichen  Entwickeluag 
im  Zusammenhang  dar,  wobei  er  Wert  darauf  legt,  mit  möglicbstir  Ab* 
sehaulichkeit  in  die  wichtigsten  Probleme  eins uf  Ahr en  und  Ltkckeo 
kennen  su  lassen,  die  ihrer  Ausffthrung  noch  harren. 

Der  Stoff  ist  in  sechs  Abschnitte  gegliedert:   A.  Allgemeine  Theori« 
der  Vielet  ko.    B.  Besondere  Yieleoke.    C.  Allgemeine  Theorie  der  Vi^^lflafli* 
D.  Theorie  der  Kulerscheu  Vicltiaehe.    E.  Die  besonderen  Kulerschen 
dache.    F.  Die  besonderen  Vielflarbt-  böhr-nr  Art. 

Jeder  dieser  Abschnitt<'  euthült  längere  hisioriache  Bemerkungen  WS 
hohem  Interesse.   AuTserdem  sind  neben  den  sahlreidien  Figuren  iai  Test 
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7  lithognpbierte  nnd  5  Lulitdniek->Doppelt«felii  beigegeben,  um  eine  mOg- 
lidut  ansgedphnte  Veranscbanlichung  zu  erstreben.    Diese  Reproduktionen 

sind  nach  Modellen  ausgeführt.,  welche  der  Verf.  hergestellt  hat. 

Das  horhinf  F  i  r ;  ;;uif  Werk  verdient  weiteste  Verbreitung  und  SoUte 
in  der  Bihiiotiiek  kemer  iiökeren  Lehranstalt  fehlen. 

Berlin.  £.  Jabukr. 


F.  Enriques.  Questioni  riguardanti  la  geometaria  elementare  trattate 
da  U.  Amaldi,  E.  Baroni,  Ij.  Bonola,  B.  Calö,  Q.  Caatelnuovo, 
A.  Conti,  E.  Daniele.  F.  Enriques,  A.  Giacomini,  A.  Guarducci» 
G.  Vitaii,  raccoite  e  coordmate  da  ^.  Enriques.  Bologua  idOO, 
K.  ZanielteUi.    583  8. 

Es  i£t  eine  Sammlung  von  Artikeln,  in  denen  die  Qnutdlagen  und 
Fnndamentalprobleme  der  elementaren  Geometrie  besprochen  werden. 

Der  erste  Artikel,  dessen  Verfasser  der  Hennsgeber  ist,  bandelt  von 

der  wissenschaftlichen  und  didaktischen  Bedeutung  der  Fragen,  die  auf  die 
Prinzipien  der  Geometrie  Bezug  haheu.  Im  besonderen  bilden  den  Gegen- 
stand von  Artikel  2 — G:  die  verschiedenen  Definitionen  der  (Jeraden  und 
der  Ebene,  die  Verwendung  der  Kongruenz  und  der  Bewegung  sowie  der 
Stetigkeit  in  der  elementareu  Geometrie,  die  Theorie  der  Äquivalenz  und 
der  Paxallelentiieorie  sowie  die  nichteoklidiscbe  Geometrie. 

Die  flbiigen  Artikol  7 — 14  besdhftfUgen  sieh  mit  bestimmten  IVoblemBn 
der  Elementargeometrie,  nämlich  mit  den  Terachiedenen  Methoden,  die 
bei  der  Lösung  geometrischer  Aufgaben  ziu*  Anwendung  kommen,  mit  der 
Lösung  geometrischer  Aufgaben  sei  es  allein  mit  Hülfe  des  Zirkels,  sei  es 
mit  Hülfe  von  Zirkel  und  Lineal,  mit  der  algebraischen  Auflösbarkeit  der 
Gleichungen  mittelst  Quadratwurzeln,  mit  der  Konstrukuuu  des  regulären 
Zehne^  mit  der  WtlifelTerdoppelung  und  Winkeldrriteilmig  imd  endlich 
mit  der  QnadratDr  des  Kreises. 

Ref.  möchte  diese  Gelegenheit  benutzen,  um  auf  ein  interessantes  Ge- 
biet der  elementaren  Geometrie  hinzuweisen,  das  noch  wenig  verbreitet  sein 
dürfte,  da»s  aber,  vielleicht  mehr  als  mancher  der  obigen  Artikel,  verdiente 
durch  Aufnahme  in  eme  solche  Sammlung  weiteren  Kreisen  bekannt  zu 
werden,  ich  meine  die  von  £.  Lemoine  begründete  „Geometrographie'^ 

Berlin.  £.  Jahnkb. 


Lag^raTitro  1 1  77:?  ^  und  Caachy  (1819).  Partielle  Differentialglelcliungen 
erster  Ordnung,  herausgegeben  von  Gerh.  Kowalewski.  Leipzig 
1900,  Engelmann.    54  8.    (Ostwald's  Klassiker  Nr.  113.) 

Zahlreiche  Schriftsteller  haben  sieh  in  zahlreichen  Abhandlimgen  mit 
den  partiellen  Differentialgleichunguu  erster  Ordnung  beschäftigt,  bevor  die 
Aufgabe  als  geltet  betraäitet  wecden  duifte.  Dmth  Herrn  Kowalewski 
sind  xwel  dieser  Arbeiten  in  deutscher  ÜbetsetiEmig  hetansgegehen,  eine  von 
Lagrange  und  eine  von  Cauchj.  Jene  leistete  die  ZurückfEU^mng  auf 
lineare  partielle  Differentialgleichungen,  wenn  auch  zunlicbst  ohne  diese 
let/trrrn  zu  integrieren.  Diese  ging  von  dem  Falle  zweier  im:ib!:nTi;/!«'cn 
VertLudfcsrlichen  aus  und  suchte  bei  der  in  diesem  Falle  leichten  geometri- 
Arehir  4iu  MMtbeiuAtik  und  Jtbji^  HL  Seilte.  IL  14 
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schall  Detttang  emd  doreli  dne  gegebene  Kurve  hindnrcligehende  Lii^nl' 
fläche  zu  gewinnen.  Henr  Kowalewski  zeigt  in  seinen  Zusätzen,  wie  die 
Methode  Lagrangos  von  Monge,  die  CAUchys  Ton  Lie  zur  Klailieit  ud 
Anschaolichkeit  gebracht  wurde. 

Heidelberg.    IL  Cahtob. 

U.  Foiiicar^.  Cindmatique  et  mdcanismes,  potentiel  et  möcaniqoe 
des  fluides.  Cours  professe  a  la  Sorbonne.  Bedige  par  A.  Gnillei 
Paris  1900.   Otaeri  et  Hand.   385  8. 

Das  Wevk  ist  ans  Torlesungen  herrcn^gungua ,  die  der  berShmte 
Yerfasser  an  der  Sorbonne  gehalten  bat  Es  besteht  aus  svei  Teilen,  dem 
erster  Ton  der  Kinematik  handelt  und  die  Theorie  der  wichttgstoi  Hechir 
nismen  bringt,  während  der  sweite  das  Potential  und  die  HydiodTnanik 

zum  Gegenstande  hat. 

Der  erste  Teil  ist  der  ungleich  interessantere,  er  enthült  eine  durehiiua 
eigenartige  Daxstellung  der  Kinematik.  Die  geometrischen  Methoden  treten 
kn  allgemrinen  binter  dan  analjtiseben  xurttok;  und  um  be&dai  Biditungen  ge- 
redit  SU  werden,  kommt  Tielfkdi  die  Vektorentbeorie  rar  Anwendung.  Diese  ver* 
leibt  gerade  dem  einleitenden  Kapitel  eine  bemerkenswerte  Klarheit  and  Eleganz. 

Unter  den  Übergangsmechanismen  werden  mit  besonderer  Ausführlich- 
keit die  Zahnrilder  behandelt  und  im  Anschlols  das  schranbenf?^nnige  Ge- 
triebe von  ilooke  und  White,  das  konische  Getriebe  uud  das  i-ardani^ehe 
Gelenk,  welche  sämtlich  die  Kreisbewegung  wieder  in  eine  Kreisbewegung 
umsetzen,  sodann  die  Pleuelstange,  der  Excenter  und  der  Stephensonadi» 
Schieber,  welche  ihrerseits  die  Kreisbewegung  in  eine  bin-  und  bergehende 
geradlinige  umwandeln,  und  endlidi  das  Wattsdie  Psrallelogmnun,  welches 
eine  hin-  und  hergebende  Kreisbewegung  in  eine  bin-  und  hergebende  gvsd- 
iinige  Bewegung  umsetzt. 

Im  ersten  Kapitel  des  /weiten  Teiles  wird  der  Begriff  des  Knt>flu<N'> 
eingeführt  und  in  seiner  Bedeutung  dargelegt;  das  zweite  Kapitel  bringt 
dam  Green  sehe  Theorem  nebst  Anwendungen,  das  dritte  enthält  die  As- 
siehung  des  EUipsoids.  Der  Verf.  bedient  sieb  hier  der  elliptisdien  Koor 
dinaten,  ffthrt  die  korrespondierenden  Punkte  ein  und  gelangt  snnidist 
rar  Anziehimg  einer  unendlich  dünnen  Ellipsoid-Sdiale  auf  einen  PunK 
ITm  die  Anziehung  eines  EUipsoids  auf  einen  iuftoen  Punkt  sa  findesi 
leitet  der  Verf.  das  Ivo ry sehe  Theorem  ah. 

Das  vierte  und  i'ünfte  Kapitel  beiiandeln  die  Hydrostatik  und  Hvdro- 
djuamik,  insbesondere  die  Gleichgewichtsbedingungen  schwimmeuaer  Körper 
und  die  Helmboltssehen  Wirbel. 

Berlin.    B.  JAimn. 

Bemerkong.  —  Die  in  Bd.  I  dieser  Zeitschrift  8.  866  gedruckte  Besprechonf 
der  „Elemente  der  Stereometrie"  von  0.  Holzmüller  ist  ohne  Vorwis«» 
des  Eeferenten  verötfentUcht.  Haohdem  Herr  G.  Uoizmüüer  sein  genanntes  Werk 
ans  der  Senoiilong  Schubert  heraoigeaommeii  and  eelbeMadig  pfablinert  hatte» 
wurde  die  erwilhnto  Rcsprechtm^-  s<  "t-"nK  des  Referenten  zurückgezogen  Der  Ab- 
druck geschah  nur  inl'olge  einea  durch  den  BedakUonswechael  der  Zeitocimn 
begiilndeten  TerMhens. 

Bnueaebweig.    Vnea. 
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L  Aufgaben  und  Lehnätie.  Lteongm 

A.  AnfgalMB  und  Lehrsltce. 

26«  Lonqu'ime  courbe  A  Mt  Bnsceptible  d'etre  decrite  par  points 
Jetermines  avec  la  reelif      le  compas  et  qii'on  veut  placer  un  point  de 
OD   peut  le  faire  dun  nombre  infini  de  inanieres  suivant  les  donees  que 
i'oD  choisit  poor  detenxiiner  la  courbe  et  suivaat  les  tpeoremes  (^ue  Ton 
apUqae  poor  m  Make  k  position  da  poini. 

Le  oo^fieient  de  simplieitj  du  sinibdle  g^omjtrografiqiie  du  tnu4  le 
plus  simple  qae  Ton  txouYe  poor  un  point  de  A  en  partant  de  ccrtames 
donees  qni  determinent  la  courbe,  sera  dit  la  HmpUeUd  ponctu^  d$  A 
eorespondant  ä  ces  d<mt'fs. 

Le  gTOupe  de  di  n/f  s  (]ui  conduira  pour  placer  un  point  de  ^  a  la 
süupliciie  poactuele  la  piuü  petite,  sera  dit  le  groupe  geQmcirografique  ponc- 
hul  de  A  ^  U  eoAfioieiit  de  aimplidt^  de  oe  triöi  le  plus  simple,  eei» 
dit:  la  iki^XicUi  ponduäe  abacime.  de  A. 

Pour  fixer  les  idees  suposons  qu'il  s'agisse  d'^todier  k  oe  poi&t  de  vue 
le  place  d'nn  point  de  la  courbe  A  qui  serait  une  Klipse.  A  peut  etre 
definie  en  grandeur  et  en  direction  1**  par  l  uxe  focal  et  les  foyers; 
2**  par  5  pointe;  3®  par  un  axe  et  un  point;  4"  par  un  foyer  et  3  points  etc.  etc. 
Ii  ä  agit  d'etudier  la  simplicitr  jjonctHHe  de  icUpsc  cortsponäufU  d  ciioqut 
eas  de  dimiee^  de  trouver  Ic  groupc  gCumärografique  poneM  de  V^Upee  et 
la  mmjpUeUe  potushtäe  äbBohie  de  cHe  eomhe,  On  cherchera,  duu  toiu  ces 
cas,  la  simplicit^  de  la  determination  de  n  points. 

Le  charap  d'etude  est  teoriquement  illimite.  raeme  pour  une  seule 
courbe;  mais  il  e.st  clair  qup  l'interet  se  concentre  sur  les  cas  les  plus  usuels 
de  donees  et  sur  les  courbes  les  plus  conues.  De  oombreuses  questions 
peuvent  se  grefer  sur  c^le-ci;  par  exenqtle:  itn  point  de  l'eiipse  est  evidem- 
üMot  pliis  simple  i  plaoer  ti  les  don^  sont  l'axe  focal  et  les  foyets  qne 
■i  lea  d<m^  sont  5  points;  slors  qnel  nomibre  n  de  points  fitnt-fl  avoir  a 
plaoer  poor  qnfü  soit  plus  simple  en  partant  des  cinq  points  don^,  de 
det^rminer  les  axes  les  foyers  et  d'apliquer  ensuite  la  construction  ponc- 
tijel»*  qui  se  raporte  au  cas  oü  Taxe  et  les  foyers  sont  les  donees,  que 
ti  apiiquer  au  tiace  de  chacun  des  n  points  dones  la  construction  poncto^e 
qui  corespond  ao  oas  ok  les  doniies  S(Wt  5  points?  etc. 

On  Atodiera  les  courbes  pzincipales,  orales  de  Deseartes,  lima^cms 
de  PAseal,  eistoldes  droits  et  obltqne,  strofcsdes  etc.  etc. 

Ii* 
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En  constraisant  une  coiwbo  A,  non  plus  par  scs  points,  raais  par  ses 
tangeutes,  il  y  a  l'etude  anaiogue  a  faire,  en  prenant  les  menies  detinitions 
que  precedemment,  mais  en  j  changeant,  chaque  fois  qu'ils  s'j  trouveot, 
les  mots  de  simplicite  ponctuHe  en  ceua  de  simplicite  tangentiHe. 

Paris,  22  mai  1901.  E.  Lkmoink. 


27.  B  7  a  des  probUmes  cä^fam  dont  quelquee-mu  sont  ^tudtfi 
depvifl  des  si^es  par  les  g^m^tres  et  ont  re^n  de  tr^  nombrenses  solntioas; 

je  citerai  par  exemple:  Mener,  par  un  point  A  de  la  bissectrice  d'un 
done,  une  droite  siir  laquelo  les  cotes  de  l'angle  intercepteut  une  longueur 
donee;  le  probleme  rlit  de  la  Sertion  de  raison;  le  problenie  de  Malfatti; 
le  probleme  d'Apullonius  de  coustruire  les  8  eercles  tangents  a  troiS 
cercleä  doues^  la  deteriniuatiou  du  point  k  tel  quü  la  äome  deä  cai-es  de 
ses  distanoes  a  n  droites  don^  seit  minima  etc.  IL  serait  tiris  mtAreasut 
de  oonsacrer  a  diacDiL  de  ces  problknes  ime  mooognfiA  ok  les  solnlioitt 
diferentes  seraient  ezpos^,  oit  serait  4tabli  leur  simbole  g^om^trografique, 
deeidant,  par  consequent,  qucle  est  cele  des  solttüoiis  qoi  oondnit  a  la 
Solution  geometrograüqne  da  problenie. 

Paris,  22  mai  1901.    E.  Lsmoike. 


28.  In  der  Ebene  seien  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende,  sich  in 
0  lineidend©  Geraden  a  und  b  und  ein  Punkt  P  gegeben.  Wird  über 
OF  als  Durchmesser  ein  Kreis  gezeichnet  und  durch  P  eine  Gerade  so 
gelegt,  dafs,  weim  Ä  imd  B  ihre  Sdmit^imkte  mit  a  laä  Q  ihm 
sweiten  Sohnittpiinkt  mit  dem  Eieise  beseichnen,  AP  QB  wird,  m  hit 
die  Strecke  AB  Minimumseigemi^aß  gegenüber  den  Btrecken,  die  auf 
anderen,  durch  P  legbaren  Geraden  von  a  und  h  begrenzt  werden.  Mao 
beweise  den  Rat/  auf  kinematischem  Wege  nnd  suche  eine  KonstmktioD 
der  Minimumbtrecke  AB  aodi  für  den  Fall,  da£s  a  nichl  senkrecht  %a 
b  sieht. 

Königsberg  i  Pr.    £.  MüLLEa 

29*  In  der  Ebene  seien  6  keiner  Kurve  2.  0.  angehörende  Ponkie 
geben.   Wird  dnrch  je  6  von  ihnen  die  dvrdi  sie  bestimmte  Kurve  2.  0« 
gelegt,  so  schneiden  je  5  dieser  Kiu-A-en  auf  allen  durch  ihren  gemeimamia 
Punkt  gehenden  Geraden  projektive  Panktgmppen  aus. 

Königsberg  i.  Pr.    £.  HOuxb. 


30.  Ein  beweglicher  materieller  Punkt,  der  von  einem  festen  Zentnuo 
nach  dem  Newton  sehen  Gesetze  angezogen  wird,  bat  beim  Beginne  der 
Bewegung  den  Abstand  1  m  von  dem  festen  Tunkte  und  die  Geschwindig- 
keit 5  cm,  deren  liichtung  mit  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  im 
Winkel  60^  einschliefst.  Die  Umlaufszeit  beträgt  eiue  Minute.  Die  Be> 
wegung  zu  nntersuchen,  insbesondere  die  Lage  und  die  Dimensionen  dar 
Bahnkurve  zu  bestimmen.  Welches  ist  das  Besnltat,  wenn  die  Aaatbnf 
der  Entfernung  proportional  ist?  Welches  aber,  wenn  die  Anziehung  nin- 
gekehrt  proportional  dem  Kubus  der  Bntfemung  ist  und  nicht  die  UmUaft* 
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leit  gegeben  ist,  sondern  die  Ansieliiingakoiistuite  denselben  Wert  hat,  wie 
in  dar  ersten  Trage? 

Berlin.    E.  Iiahpb. 

31.  Eine  venneinfliche  Lösung  der  Trisektion  oines  beliebigen  Winkels 
geht  folgendermafson  vor.  Über  einer  beliebigen  Geraden  DD,  als  Durch- 
messer wird  ein  Halbkreis  gezeichnet;  man  teile  sowohl  DD,  als  auch  den 
Halbkreis  in  drei  gleiche  Teile.  Ist  B  der  Teilpunkt  von  DD,  nächst  D 
und  A  der  des  Halbkreises  nächst  D,  so  beschreibe  man  durch  A  und  B 
denjenigen  Kreis,  dessen  Zentmm  auf  DD,  liegt  Kim  wird  h^auptet^  daXs 
dieser  nene  Kreis  jeden  anderen  Kreisbogen,  der  dnroh  D  nnd  geht,  in 
einem  solchen  Punkte  T  schneidet,  dals  Bogen  DT  gleich  ^DTD^  ist 
Welche  Annfthemng  giebt  diese  Konstruktion? 

Berlin.    E.  Lampi. 

SS.  Bind  ahe  und  a'5V  swei  Perspektive,  einem  Kegelschnitte  K  ein- 
geschriebene Dreiecke  und  ist  m  ein  beliebiger  Punkt  Ton  K,  dann  liegen 
die  drei  Punkte  (ma',  5c),  {mb\  ca),  (tue',  ab)  mit  dem  Perspektivitäts- 

zentmm  der  beiden  Droipr-ko  in  einer  Oeraden  jtt.  Ist  m'  der  zweite 
Schnittpunkt  von  ms  und  dann  Hegen  in  derselben  Geraden  (i  die  drei 
Punkte  fm'a,  b'c'),  {m'h,  r'a'),  (m'r,  a'b').  Umgekehrt  liegen  auf  einer 
anderen  durch  s  gehenden  Geraden  ^'  die  sechs  Punkte  (w'o',  6c),  {in'b\  Ca), 
(fn'c',  afe),  (ma,  d'c'),  (m6,  c'a'),  {mc,  a'b').  —  Die  Ponktepaare  (w,  m') 
und  die  Strahlenpaare  (ft,  bilden  derart  swei  projektive  involntorisohe 
Gebilde.  —  Dnaler  Sats. 

P^.    E]>.  Jahisoh. 

33.  2  Ebenen  schneiden  sich  unter  dem  Winkel  ^;  in  2  Punkten  der 
Schnittlinie  Ä  und  B  zieht  man  2  'urnde:  AK  in  der  einen,  BT  in  dor 
anderen  Ebpnf\  welche  mit  der  Schnittimie  bez.  die  Winkfd  95  und  rj»  bilden j 
man  soll  den  kürzesten  Abstand  dieser  windschiefen  Geraden  durch  den  Ab- 
stand AB  und  die  Winkel  ausdrücken,  auch  die  Punkte  bestinunen,  in 
welchen  die  kflrseste  Gerade  jene  windschiefen  Geraden  trifft  Die  Aufgabe 
aoU  ohne  analytische  Geomelrie  gelöst  werden. 

Königsberg  L  Pr,    W,  FuBUfAHV. 

34«  Le  folium  qui  a  pour  4quatiou  en  coordonnees  rectangolaires 

a  nn  p^rimVtre  Univalent  a  celni  d'nne  elUpse  de  demi-azes  de  longneor 
a  et  2a. 

Constaatinople.    B.  N.  Babisibh. 

35.  Soient:  M  an  point  d'nne  ellipse  dont  le  centre  est  0  et  Tun 

de«?  foyer«  «^«f  F;  P  vi  P'  les  proi<»ctions  Ap  M  snr  les  axes  de  Tellipse; 
Q  et  Q  les  projections  de  M  sor  la  tangente  et  sor  la  normale  en  JI. 
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On  pwnd  sur  0  JT  dM  longa««»  OJl— VOP-OP',  OS  -  YOQ  •  0Q\ 

et  on  prend  mir  FM  des  longueors  OT  ^^YÖP  -  OP^,  OU  '^YOQOQ'. 

Etadier  et  constniire  les  coorbes  lieux  des  quatre  points  i?,  5,  7,  U 
et  calcnler  Irar  tan, 

ConstuitiiMple.    E.  N.  Babudbl 

S6*  Eäns  IdBie,  wdebe  von  dem  Pol  {G)  der  Sehne  (00t)  ^ 
Kegebchnitto  »nsgeht,  wird  von  den  Strablenpaaren,  die  Ton  den  Eid- 

pnärten  der  Sehne  zu  den  Punkten  Ä  des  Kegelschnitts  gehen,  involatorisch 
in  den  Punkten  P  und  P|  geschnitten.   Ist  die  besagte  Linie  parallel 
Asymptote  des  Kegelschnitts,  so  liegen  die  Durchschnittspuntt«  /'  und  ^^ 
auf  beiden  Seiten  des  Punktes  (üf),  in  welchem  die  Linie  GH  die  Hyperbel 
schneidet,  in  gleichen  Abständen  von  M. 

Sind  die  Punkte  0  und  0^  einer  zu  konstruierenden  Hyperbel  usd 
die  Tangenten  in  diesen  Punkten  (also  auch  G)  gegeben,  so  kann  mm 
eineD  helielngeii  BtmU,  der  Ton  G-  wem  naeli  der  Sebne  00,  gebt^  i.  B.  ^If, 
ein  Biebtoag  einer  Asymptote  annehmen;  von  der  Mitte  M  der  Strecke  GH 
trägt  man  gleiche  Strecken  auf  GB  ab  (MP  und  Ifl*,),  nnd  die  StnU« 
OP  und  ^iPii  sowie  anch  OP^  und  P  «^fhneiden  sich  d;inn  in  Punlrt«n 
der  Hyperbel.  Die  zweite  Asymptote  ist  paralld  der  Linie  (rifj,  weu 
OH  =  0,  Fl  ist. 

Wenn  TT  in  der  Mitte  von  OOj  liegt,  so  wird  die  Kurve  eine  ParaW, 
und  man  erhält  eine  einfache  Konstruktion  einer  i'arabel,  von  der  ein« 
Sehne  naä  die  Tugentan  in  den  ffindpnnkten  gegeben  nud. 

Berlin.  H.  Bssmii. 


B»  LSemgen. 

Äumig  aus  einem  Brief  an  Herrn  A.  Kneser, 

Zn  12  (Bd.  I,  8. 868).   Die  M&ttdpuaktstranafonnation  d«r  Flite 

2.  Ordnung  oder  ihrer  Schnitte  mit  Ebenen  liefert  in  ihrer  Ansdefamuig  tnf 

«  Verltnderliehe  (unabhängig  oder  durch  fu  lineare  Relationen  verknSpft'^ 
die  beidPH  Lemmata  T  iir.d  III  niif  S.  'i2'2  und  TTicinfr  Arbeit  in  Band  91 
des.TouniHls  für  reuiü  und  anm^wandle  Mathfinatik  1  )iH'^elli»'n  geben,  >"MfCf'-<SM?C 
angewandt,  die  Keduktiou  der  i|uadratiächen  Fonuen  iu  eine  Summe  TOB 
Qaadrattn  in  einfacher  und  durohaiGhtiger  Form,  eo  lange  Ttrsdiiedene  dnbii 
auftretende  Hanptnnterdetenninanten  nidit  Tenobwindea.  FOr  defiaite  Fcrmea 
ist  dies  stets  der  Fall;  die  mdgiTtige  Erledigung  der  Frage  ist  jedoch  »Ä 
einigen  Schwierigkeiten  Terkat^ft,  besonders  im  FaUe  linearer  Bedingaagi' 
gleichungen. 

Nehmen  wir  a.  B.  den  einfachsten  Fall  eines  Kegelschnittes: 

und  einer  Geraden 

ttj«i4-  M,x,+  u,a^«-  0, 
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•0  wird  bei 

das  Schnittpimktepaar  imaginär  werden.  Während  nun  bei  unabhängigen 
Teriadflrlioheii  mein  Theorem  8.  227  1.  o.  alle  hier  aolbreteiideo  Fra^ 
•rledigt,  ist  diM  Im  lineaniL  Badingimgvn  aekon  im  «Infaffhrten  FkUa  « « 8 
mi  m^l  nicht  ohne  weitwet  dar  Fiüi   Ist  m, 0,  nieht  aber  th  odar 

«I,  10  mnl^  für  ünaginira  Sahmttirankta  ^ —  ^  0  win;  dagegen  kDnn«D 
BF  ^  dF 


]>er  VoUstiDdigkut  haibar  will  idi  dn  Fall  dar  nwahhingigen  Y«r- 
IndtriidiaD  klar  wisdar  mit  avladigan« 

A.  1$  8« 

eine  definite  quadratische  Form,  welche  für  alle  Werte  der  nxa  Zahlen- 
werte mit  gleichem  Vorzeichen  annehme  (£  it  ^aijUi^  ■  •  •  Opp)  ^  0  nicht 
anigaickloflsen).   Alsdann  gilt  das  Tkaocam: 

Wann  /^(cj,      -  -  0  vnd  dia     nidit  vaiMknrindHV  so 

ist  glaidiiaitig  r W  -  05   f'W-O;   •  •  f'M^O. 

Setems:  Sei  etwa  fic^  ^  0,  so  se^e  man  in  der  Identität 

die  Variabein      ,  y.,  •  •  sämtlich  gleich  0,  aüldann  wird  die  redite 

Seite  der  letzten  Gleichung  sich  reduzieren  auf 

vV"  yp^f'i^p)  +  ^/-V' 

also  bei  genügend  kleinem  |  {  ihr  Vorzeichen  wechseln  kOnnaa;  gegm  die 
Voraassetsmng.    Hieraus  folgt  sofort  der  weitere  Satz: 

Wenn   för   eine   definite   Form   /"(x, ,  j*,,  ■  •  ■,  r^)   die  Determinante 
2r  -  ^  "n  "jj  •••  nicht   verschwindet,   so   ist   auch  keine  der  Deter- 

minanten a^j,      i  •  •        (i  ^ii*^*  ■        -  1.  p  - 1^  gleich  0. 

BeiC'is:  Sei  t^iwa  Z     ^^\i"n"n)  ^      ^"^  giebt  es  Werte  Cj,  Cj,  Cj,  die 
nicht  aüi-  vergeh  winden  und  die  Gleichungen 

befriedigen.  Mnltiplisiert  man  diese  Oleidrangan  mit  mid  swnmiart  Uber 
k  Ton  1  bis  8,  so  folgt  /'(q,  c^,  c,,  0,  0,  •••)a'0,  sIm  nach  dem  obigen 
Theoreme  /'(x,,  "  *t  a;^)  nicht  definit.  Der  Beweis  seigt,  dab  auch  keine 
der  Determinanten  a^„,  ^  ±  (a^a^  «^,*),  ±  («••ö^.^  o^y)  (ttßf»" 
iigand  eine  Permutation  der  Zahlen  1  bis  p)  versckwinden  kann. 

B.  Bestehen  zwischen  den  n  Veränderlichen  T^.  •  •  ,       einer  quadra- 
tischen Form  ff     £a^^x^x^         itS,..,*)  di$  v  Belatlooen  r,»  0,  ic^^  0, 
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*  +  ^m^m  ' ' '}  80  beweist  man  Bunlcbit 


•  •  • 

«1« 

•  <1 

<»M  • 

• 

0 

0  • 

•  0 

0 

0  • 

0 

/, 

0 

0  . 

■.  0 

4^0  ist, 


nnd  wenn  '  *  *«  ^n)        ^1^^  Werte  der  x^,  welche  die  Relationea 

0,  rr  0,  ^^=0,  •••  befriedigen,  nur  Zablonwerte  mit  demselbso 
Vorzeichen  annehmen  soll,  so  ist  {Z{:t  i\  tr^  •  ••/»  )  4=  0  vorausgesetzt)  auch 
keine  der  Determinanten  —  (—  1)"      i  «  j'^'i  * '  • 

gleich  KvlL 

Sm  etwa  -ä^=0  (m««— i,  t,..., .-),  so  giebi  es  Werte  Cj,  •  •  , 
c^;  •  •  *,  ei,+ri  welche  nicht  alle  ▼emhwinden  und  die  Gleichiugie 

befriedigen: 

 |-fll«^m+  +  f-',C,+  ,  —0, 


(1) 


H  1-  «m«c„+  r„c„+iH-  1-  /«c,+r  -  0, 


/jC|H  1-  '«c. 


-0. 


Duin  können  Ci»  *  •  nicht  alle  verschwinden,  da  alsdann  mit  ROek- 
sieht  auf  die  v  ersten  Oleichungen  und  die  üngleidihdt  SdL  (v^tCi  •  •  •  ^)  ^  0 
auch  c„^iy  *  • slmtlich  Tccschwinden  mflbten.  Multiplisiert  man  das 
System  (I)  mit      c^,  •  ■  *,      so  folgt 

(n)  9>(ci,  •    ,  c,,;  0,  0,  .  .)  =  0; 

(  ^      ->  —  0,  wobei  die  «if  •  >  *,  6«,  nicht  alle  0  sind^. 

Diese  Gleichungen  (II)  sind  jedoch  mit  Bficksicht  auf  ^4"  0  nicht  möglidli, 
da  folgender  Fundamentalsatz  gilt: 

Wenn  <p(T^,  •  •,  x„)  für  alle  Wert«!  der  r^,  welche  die  RelatirinfTi 
»j^a»  0,  •  •  t^  —  0{Z  :t  ( ' ,  •  •  •  O  4=  0  )  befriedigen,  nur  Zahlenwerto  mit 
demselben  Vorzeichen  annehmen  soll,  und  wenn  Werte  Cj,  •  •  (mindestiens 
ein  Wert  von  0  verschieden)  die  Belationen 

c^,  •  •  *,  cj  —  0;    »«— 0,       i^  — 0 

befriedigen,  so  lassen  sich  stets  endliche  Werte  c^+i^  •  •  r«^r  finden,  so 
dab  die  Gleichungen  (I)  ftür  w»»  stattfinden. 
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Bewtii:  Sefat  um 
so  irird  (p{t^^  • '  •,  :rj  oder  lllr  hdiebige  Cn^i^  •  •  s  c^^p  die  Fnnetioii 

sMs  dasMlbe  Voneiehen  haben,  wenn  der  Avedniek 

(^0  <p'(ci)yi+  — I-        +  2r„+,?;yH  h  2c+,/y+  g>(yit-  •  '»yj 

(t;,  =  0,  . . ^  -  0) 

daMelbe  Vorzeichen  beibehUi 

Da  27  db  (e^K)^  *  **  ^)     0,  so  kann  man  die  Werte  fn  *  *    y«-  eindeutig 

durch  .Vv-f  1,  •  •  v„  ausgedrückt  denken,  so  rlafs  (p(yi,  •  •  in  Wirklichkeit 
nur  von  den  unb€schr(^tiktm  Veränderlichen  ^r+i»  y»^  +  2,  '•'»^11  abhängt. 
Überdies  lassen  sich  die  völlig  willkürlichen  c^^i^  •  •  c^^t  so  bestimmen, 
daft  die  Koeffizienten  von  ^i,  -  -  -|  y»  in  dem  linearen  Teile  des  Ansdniekes 
(m)  simtiieh  venchwinden,  dafli  also  die  v  ersten  Oleiehmigen  des  Systems  I 
ftr  n  =  m  bestehen.  Anf  Grund  desselben  BSsonncments  wie  in  Nr.  A  (da 
nunmehr  Jft-^'U'  "1  Um  un anhängig  sind^  müssen  alsdann  auch  die  n  —  9 
letzten  Oleiehnngen  in  (III)  (für  m  «)  stattfinden;  es  wire  aber  alsdann 
gegen  die  Voraussetzimg       =  0. 

Der  Beweis  zeigt,  dals  man  für  die  Zahlenreihe 
anofa  die  Kette 

setoen  kann,  wenn  a,  •  •  ^  irgend  eine  Pennutafion  der  ZaUen  «,  11  —  1, 
•  •  M  —  V  bedeutet.  Natllrlich  liefert  jede  andere  nidit  Tendiwindende 
Determinante  Z  ±  {u^v^  ■  •  Q  vten  Orades  gleichfalls  eine  Kette  von  Reihen 

(17  L  c.    Letztes  Theorem.) 

Pannstadt,  den  31.  Angnst  1901.  8.  QuaoBLnNon. 


Zm  SO  (Bd.  I,  S.  371).    EnU  lAmmg,      Jf  s«  ein  Pukt  des  Um- 
kreises des  Dreiecks  ÄBC,  und  es  verhalte  5;ich  Sehne  MÄ  :  3TB  ^  m:n. 

Von  M  aus  seien  auf  7?0  und  CA  die  Lote  MI)  und  MF  gefällt.  Dann 
ist,  weil  AM!^C  nn  Hehnenviereck  ist,  <^EAM=T)BM\  mithin  sind 
die  heiden  rechtwinkligen  Dreiecke  EAM  und  DBM  ähnlich,  und  man  hat 
MA  :  ME  -  MB  :  MD  oder 

MA  '  MD  -  MB  '  ME. 

J>a  nun  iOr  Punkt  M 

MÄ^X,   MB'^Y,  MD^%,  ME^9, 

•o  gsofigt  Punkt  Jf  der  Bedu^piog  X% »  Fy;  folglich  geh&rt  der  dem 
I>r0ieek  ABC  nmbesohriebene  Knie  mm  gesachten  Oti  des  Punktes  Jf. 
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Konstruiert  man  nun  den  durch  M  gehenden,  der  Strecke  AB  xu- 
gehörigen  Apollonischen  Kreis  K,  imd  trifft  die  Gerade  CM  den  Kreis  K 
zum  sweiten  Male  in  Jfj^,  so  verhält  sich,  weil       auf  dem  Kreise  K 

also  für  Punkt  ITj 

X:  r— Hl:«. 

Sind  femer  M^D^  und  MiE^  die  von  auf  BC  und  geflUteo 
Lote,  80  verlillt  sich,  weil       atÜT  der  Geraden  OJf  liegt, 

MiE^ :  ir|2)i  »  ME :  MD  »  Jlf^  :        »  m :  n; 

also  gilt  ftr  Funkt  Jf|  aiteh 

gBiffwmntm, 

Punkt  Jfj  genügt  daher  ebenfalls  der  Bedingung  Xx  ^  Yjf.  AuHwr- 
dem  ergiebt  sich  aus  den  vorigen  Proportionen  die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke 
J^Jlfi  und  P^BM^^  also  auch  die  OleieUieit  der  Winkel  E^AM^ 
und  D^BM^.  Die  genannten  Dreiecke  sind  aber  gegenwendig  fthnlidi; 
daher  kann  man  die  Geraden  AM^  und  BM^  ala  entsprochen  de  Strahlen 
zweier  kongruenten  und  gerrenlSnfirr'^n  projekti viachen  Strahlonbüsclu^l  ni\i 
den  Büschelpunkten  A  und  7?  betrachten,  woraus  sich  erpiebt,  dafs  Punkt 

auf  einer  durch  A^  J?,  C  gehenden  gleichseitigen  Hyperbel  liegt,  deren 
Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  0  von  AB  zusammenfällt,  imd  deren 
Asymptoten  den  Halbiaungstinien  d^  von  den  eDteprechenden  Strahlen  AC 
und  BC  gebildeten  Winkel  parallel  sind. 

Der  zwPTt'  Schnittpunkt  des  Ereisea  K  mit  dem  Umkreis  von  ABC 
sei  TJfj,  und  CM^  treffe  den  Kreis  K  zum  zweiten  Male  in  Dann 
bilden  die  Geraden  CB,  CA^  OM^^  CM^  einen  harmonischen  Büschel,  und 
di^er  genügen  auch  die  Punkte  3f|  und  der  Bedingung  Xx  Yy.  Sie 
gehören  also  dem  gesuchten  Orte  an,  vnd  awar  liegt  ÜT,  auf  der  voriun  be- 
stimmten gleichseitigen  HyperVd. 

Der  vollständige  Ort  ftlr  Jf  besteht  demnaoh  ans  dieser  Hyperbel  und 
dem  dem  Dreieck  ABC  umbeschriebenen  Kreise.  Zu  beachten  ist  dabei 
jedoch,  dafs  für  diejenij?en  Punkte  der  Hyperbel  und  des  Kreises,  die  aufser- 
halb  des  Winfcelraumes  BCA  und  seines  Scheitelwinkelranmes  liepen.  die 
Bedingimg  Äx  —  Yy  nur  erfüllt  ist,  wenn  man  von  x  und  y  die  absolutes 
Werte  nimmt 

l^onmt  man  statt  des  Punktes  O  den  sweiten  Endpunkt  C  des  von  C 

ausgehenden  Umkreisdurchmessers,  so  bleiben  in  Bezug  auf  Dreieck  ABdf 
fttr  die  Punkte'^f,  Jtfj,  Afj,  Jlfg  die  Strecken  X  und  Y  unverSndert:  tbpr?<Jo 
bleibt,  wie  man  leicht  findet,  das  Verb?11fnis  der  Strecken  x  -and  n  dajsselbe. 
Daraus  folgt,  dafs  der  Ort  des  Punktes  ^f  in  Be/n^r  auf  DrHieek  ABC 
derselbe  ist  wie  in  Bezug  auf  Dreieck  ABC\  ferner  ergiebt  sich  noch,  dab 
die  Punkte  C,  Jlf,  und  C\  üfj,  üfj,  auf  je  einer  Geraden  liegen. 
Prenslan.  Stsobcaioi. 
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Z«  20  (Bd.  I,  B.  371).  ZweUt  Lösmtg.  —  Bmmi  im  iriangle  Äj^Ä^Ä^, 
«I,  Im  coordon^  nonnales  d'mi  poinft  Jf,  r^,  fj,     les  ooordon^ 

tnpclälres  de  ce  poiiit,  c'est^odlre  lei  distuMsea  ^Jf,  J«Jf.  — 

Traaw  le  lien  des  points  tels  quo  x^r^  ^a^r^. 

Bpsrhrpibt  man  über  als  Durchmesser  den  Kreis,  so  geht  derselbe 
durch  die  Fufspunkte  der  Lote  or^  und  auf  die  Seiten  Ä^A^  und  ^^^A^ 
Mithin  ist  r,  sin  =  m^,  wo  die  Verbindungslinie  jener  Fufspunkte 
ist,  also  Tj*  sin'  =  »»j*  ~  ^Cj'  4-  aci*  +  2a:^jCj  cos  vlj.  Ebenso  folgt 
r^^tia^  Af'^m^*  ^  +  2  XiJCi  cos  A^.   Alto  irt  die  Oleiehimg  des 

gemehtm  Oiice  ^  ~  dmIi  Qnadriening  dieser  BelAtion  und  fiiii- 
setnmg  von  r^*  und  r«': 

^ij- (V  +  V  +  2a;,a^ cos  A^)  -  -jj^^ji  («i» -f-  V  +  2a:iai cos^) 

oder  geordnet 

a^**!*  (sin*  Af  —  sin*  .4,)  4-  x^^z^^  sin' 
—  fr^*V  sin*    +  2«!*«^  jE^  oos  iA^  sin'    —  8«|       sin'  J|  coe  ^  —  0. 

Die  linke  Seite  zerf&llt  in  zwei  Faktoren;  die  gesuchte  Gleichung  lautet 
demnach: 

Der  erste  Factor  bedeutet,  gleich  Null  gesetzt,  den  Umkreis  des  Dreiecks. 
Den  zweiten  Faktor  bringen  wir  auf  die  Form: 

(9)  f (:^,  2^,  X,)  =  2XfXg toAAt  —  3%jBi  sin  il,—  2S|dE^  nn      •  ^) 

imd  suchen  zunächst  den  Mittelpunkt  der  Kurve  /*—  0,  den  wir  als  den 
Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  die  Hälften  der  partiellen  nach  x^  (i  1 ,  2 ,  3)  ge- 
BQBunensii  IMfferentislqiiotienten  von  f  mit  /)(a^,  x^y  so  ist  die  Polare 
des  Fbnktee  x^'ix^i«^ 

Wird  diese  Gerede  identisch  mit  der  tMendlteft  /'mtm  {Geraden: 

Xj  sin  jIj  +  j-,  sin -4,  +  jc,  sin «  0, 
80  mfissen  die  Koeffisienten  beider  Gleichungen  proportional  sein,  d*  h. 

Lösen  wir  diese  3  Gleichungen  nach  o:/,  so  ergiebt  sich 
(3)  üs^ix^ix^ '»tanA^iuaA^iO* 

Jkr  mttdptmkt  der  Kurve  (2)  fäUi  in  die  Mitte  der  Seite  A^A^. 

Die  Asymptoten  von  (2)  beschreiben  wir  als  die  vom  Mittelpunkt  an 
die  Kvrre^gebsnden  Tangenten.   Naeh  einer  bekaantsn  Formel  kiitet  die 
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Gleidnmg  dw  Tangentenpaares,  waUhfis  von  einem  Punkte  x^ix^i»^  u 
die  Korn  «weiter  Ordnung  /'(«i)^,^)  gelegt  ist: 

Seteen  wir  fOr  xl  die  Werte  ans  (3)  ein,  eo  erhalten  wir  mit  BerOdt' 
achtigang  tod  (2): 

nn' +  jE^' sin' il,  +  V 
—  2a^a^  sin  ^  sin     9  +  2d;}X^8inil|>in^9  —  2«^«^sinuliiin     *  0, 

^*ii,~iin*^  ' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleiohimg  zerfSUt  in  die  !)eidea  Faktoren: 


[.    M  •    A    t        .    j  Bin     +  sin  ^,  1 

«,  sm     -  «i  im     +  ^  ««  ^  ^i^^'J , 

[.  '    Ä    t        '    A   8in-4,  —  sin 


Wir  sehen,  dais  die  beiden  Geraden  reell  sind,  femer,  dafs  sie  auf  einander 
senkrecht  stehen.    £s  ergiebt  sich  daraus: 

IKs  JKtim  ist  eipie  4iem  DreM  tmideMftrisftefie  ^leieftMüii^e  ^jgwrM. 
Dieselbe  geht  anoh  durch  die  Gegeneoke  Ton  in  dem  FaraUelogranni, 
das  und  A%A^  "dx  anstofseaden  Seiten  bat. 

Nehmen  wir.  r«5  üblich  ist,  an,  dafs  die  r,,  welche  auf  derselben 

Seite  der  (ieraden  .r .  —  ()  liegen  wie  das  Dreieck,  positiv  sind,  sehen  wir 
ferner  die  r,-  stets  als  positiv  an,  so  erhellt,  dafs  die  Bedingung  r,  Tj  =  i^r, 
nur  erfüllt  sein  kann,  falls  der  Punkt  M  innerhalb  des  Winkels  A,^A^\ 
oder  seines  Scheitelwinkels  liegt  Punkte  dagegen,  welche  in  den  ftbrigee 
Feldern  rioh  befinden ,  kennen  nur  die  Bedingung  «^fj «  —  erftUoL 
Streng  genommen  ist  also  der  gesuchte  Ort  nur  ein  Teil  der  eihalteaea 
Hjperbel  und  ein  Teil  des  ümkreises. 

ylf?wt^rfr?/«/7m.  a)  TrH frt  man  in  den  Punkten  und  an 
und  an  A^A^  gleiche  Winkel  an,  so  schneiden  sich  die  Schenkel  dieser 
Winkel  auf  dem  Umkreise,  falls  der  eine  Winkel  nach  anfsen,  der  andere 
nach  dem  Lmeren  des  Dreiecks  angetragen  wurde,  dagegen  auf  der  unter 
suchten  Hjperbel,  fikUs  beide  Winkel  nach  innen  oder  nach  aufsen  aagefangea 
werden. 

b)  Dir  rlj-ei  gleich '^pitifjen,  durch  den  Höhenschnitt  gebenden  ümhrpprV't-ln, 
welche  durch  die  Bedingungen  r.^x^  =  rjic,,  rjjr^—  »'s^Ts.  »'s*",  =  r^x^  deüniert 
werden,  sind  übrigens  die  bekannten,  von  Herrn  Lemoine  als  r,.r,,rf 
beaeicfaneten  Kegelschnitte.  (Vgl  auch  E.  Jahnke:  „Über  ärtifach  per- 
tpOUvt  JDreieaBe  m  äer  IMedtageomäri^*.  BerL  Ftogr.  Ost  1900.  Theo* 
rem  XXI,  S.  25.) 

K.  OWOJDXDTSXI. 
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Einige  Kigensdiaftm  dc^  VicrscUs  in  Bezug  auf  einen  Ke^cIscIinUt. 

Zu  2-1  c  (Bd.  I,  S.  372).  Herr  W.  Fr.  Meyer  zitiert  auf  S  S72  fies 
I.  Bandes  dieser  Reihe  des  Archivs  u.  a.  einen  Satz'),  welcher  den  von  uns 
auf  S.  176  desselben  Bandes  über  den  „Lotpunkt"  veröffentlichten  als  Spezial- 
fkll  umfällst  Indem  wir  nun  in  demselben  Sinne  vorgehen,  wie  bei  der 
AvfttflUung  und  der  eonten  Verallgemwnerung ')  de«  Lotpunktea,  d.  h.  jetzt 
nach  einem  noch  allgemeineren  Punkte  faraditen,  welcher  n.  a.  auch  den 
▼on  Herrn  Meyer  mitgeteilten  umfafst,  so  gelangen  wir  zu  einer  Beihe 
von  Sätzen,  welche  denen  über  den  Lotpunkt  analog  sind,  und  einige  inter- 
essante Eigenschaften  des  Vierseits  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  liefern. 

1,  Entstehung  des  Punktes.  Seien  die  Ecken  eines  Dreiecks 
tfj^  0  ('*«i>  >.  8)  die  Fundamentalponlcte  eines  trimetrischen  Systems ,  eine 
Gerade  &  habe  die  rechtwinkligen  Koordinaten  (m/  :  :  %'),  und  es  sei  der 
Eegelaebnitt  gegeben: 

(1)  K      a^j^U^^ -\-  «jjUj'-f-  0»«,-+  ^«88«J«8+  ^i»8i«»Mi+  2ai,WiMj-=0. 

Setsen  wir  der  Kflrse  wegen: 

«rt  <  +  »it  %'  +  «ia  < -  /i        (' -    »• »«  ^»  -  • Ä^f 

so  können  wir  den  Pol  von  G  und  diejenigen  der  Dreiecksseiten  so 
schreiben: 

Die  mit  G  in  Bezug  auf  K  konjugierten  Geraden,  welalie  durch  die 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks  gehen  (d.  h.  die  Varbindungpgeraden  dieser 
Ecken  mit  dem  Pol  P  von  ö),  sind: 

F,  =  (0:-/*,:^,),    F,  =  (/j:O:-/0,    F,  =  (- s  f,  :  0). 

Die  Gleichimgen  der  Sehnittpimkte  dieser  Geraden  mit  G  sind  fimier: 

•%+(«iYi  +  «iVs)  ««s        -</•  «s-o, 

IKe  Oieidrang  Tf  S^  +  =  0  stdlt  nrnuM  einen  Punkt  auf  der 
VerbiBdungsgeraden  yon  5|  0  mit  der  Ef^e  «| »  0  dar.  Man  findet  aber 
durch  Einsetzung  der  Werte  aus  den  S^^  6',,  in  2|,  dafs  die  Verbindimgs- 
gerade  zweier  Punkte,  etwa  2\T^^  stets  die  Seite  i<|«»0  in  dem  Schnitt- 
punkte  TTiit  G  trifiFL    Wir  sehen  also; 

Die  Gleichung 

=     -I- Jlw,  =  0  (.-1,8,«) 

stellt  die  Ecken  eines  Dreiecks  dar,  welches  zusammen  mit  dem  Fimda- 
mentaldreieck  den  Pol  vou  G  (den  Punkt  P)  xum  PerspektiTitfttBzentmm 
und  G  zur  Perspektivitfttsachse  hat. 


1)  l>er  batz  üteht  in  Theorem  VI  dieser  Notiz. 
%)  {%)  1, 178,  Theorem  TL 
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Die  drei  durch      gezogenen,  in  Bezug  auf  K  mit  den  enteprechendn 
Seiten  des  FundftmeutaldreieGkB  kfnüngiertea  Geraden  (4.  1l  die  V«rfaiiidiiiigai 
sind  dann 

[    «ii«i/»"«uVi  ]s[-öiiVt-«iB(Vi  +  «i/i+*)l: 

Da  weitarhm  «ine  Vflrweohselung  ausgMoUiMMii  ist,  wlinibaD  vir,  vi* 
jetrt  eben,  statt  w/  nur  «f|. 

Bilden  wir  ane  den  Elanuneransdrücken  eine  Detenninante  und  addiem 
die  vertikal  unter  einander  stehenden  Glieder,  so  ergiebt  sich  zufol|,'e  d*»r 
Bedeutung  der  /*  stet^  der  Wert  NuU,  Mitbin,  ist  auch,  die  so  gebildete 
Detenninante  Null.    Es  folgt  daraus: 

Tlieun  ni  I.  Jfat  em  Dreieck  mit  einem  (jigehcnm  Dreieck  eim  (feg^xnf 
Gerade  zur  I^ersjjdUivUätsadise  und  den  Pol  ditscr  Geraden  in  Bejsttg  auf  mm 
gegebenen  Kegelschnitt  zum  FerspekiivUäiszentrum,  so  schneiden  sicfc  dit  4ni 
Ytrbmdungsgeraäm  der  JSchm  dieses  Drekdts  mit  den  Btlem  der  entipredknim 
SeUen  des  getf^benen  Xh-eiedes  m  emem  Pmdde. 

üm  q^ltere  Sitse  kOner  ftssen  m  kOnnen,  wollen  wir  diesen  Ponkt 
^'JMd  emes  Drtieüa  m  Betug  auf  eme  Oerade  und  emen  KegMmIt 

nttuien.  ^) 

Denken  wir  uns  die  als  senkrechte  Pnnktkoofdinaten,  so  liat  di« 
ganse  Bechnnng  den  folgenden  dualen  Sinn: 

Theorem  II.  Hat  ein  Dreieck  vuf  einem  gegebene  Dreieck  einen  w- 
gebenen  Punkt  sum  J^f  rsppliixntätszentrum  und  die  Pohirf  rfiesrs  PfniHfS  be- 
züglich eines  gegebenen  Kiytbdinittes  zur  Peri>pikittttiiimdi.se,  iitgoi  die  drtt 
Schnittpunkte  der  SeUen  dieses  Dreiecks  mü  den  Polaren  da"  ent^et^etia^ 
Seken  des  gegebenen  Dreiedts  tu  einer  Geraden.  (iMe  Gende  heiße  IrQeieik) 

i>a  zwei  Perspektive  Dreiecke  stets  eine  Achse  haben,  so  können  beide 
Tlieorenie  so  gefafot  werden: 

Theorem  III.  Hai  ein  Dreieck  mit  änem  gegebenen  Dreieck  eine  Qtnit 
mar  Per^^Miniätsa^se  und  den  M  dieser  Geraden  hegUgUeh  eines  Ktfdr 
soMtes  wmn  JPer^^diiMUÜssenirumi  so  ist  es  an  dem  FBOaräreieek  iet  #^ 
ffdmen  Dreiedts  audi  perspdM». 

2.  Spesialfille.  Wird  in  Theorem  Ll^O  gedacht,  oder  geonMteiidb: 

filllt  das  veränderliche  Dreieek  mit  der  Geraden  G  zusammen,  so  dafs  sein« 
Ecken  dennoch  auf  den  VerbLndungsgeraden  der  Ecken  des  gegebenen  Dreiecb 
mit  dem  Pol  von  G  (P)  verbleiben,  so  et^giebt  sich  das  von  Hon  Me;«r 

zitierte 


1)  Da  X  variabel,  so  iat  auch  der  XrPnnkt  oneudüch  nelUentig. 
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ThMrem  IV.   G^ebm  m  emer  Ehme  em  Dreietie  mit  äm  Edtm  ^ 
üf,  femer  em  KkttsmkegdakniU  X  wtd  eme  Gerade 
Man  lege  durdi       die  Gerade,  die  hezüglkA  K  zu  g  konjugiert  tat  md 

durcJi  drrm  Schniff  mit  (j  uinlemm  die  Gerade,  die  hezüglirh  K  zu  9^  hm' 
jift4ßiert  ist,  dann  schneiden  sich  dte  drd  Idzteren  in  emem  Funkte. 
Aus  Theorem,  ü  wird  für  1  =  0  das  zu  IV.  duale 

Theorem  V.  Gegehm  in  der  Ebene  ist  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  und 
df-ri  Kckm  Ä^.  ferner  ein  (Ordfmngs)-Kegehc)indt  K  und  ein  Punkt  p.  Man 
sucJte  auf  a^  den  Patikt,  der  beiüglicJi  K  su  p  kimjugiert  ist,  und  auf  der 
Verbindung  des  ISmkies  mit  p  udederwn  den  Funkt,  der  zu  konjugiert  ist, 
dann  Hegen  die  drei  leteteren  in  emer  Oeraden. 

Fäi   ^"      0  geht  das  verlindorliclie  Dreieck  in  das  gegebene  über.  Au» 

Tbr'orom  1  wird  daou  der  bekannte  öatz:  „Zirri  in  liezug  auf  einen  Kegel- 
sditutt  kot^ugicrte  Dreiecke  sind  perspektiv".  TLeorem  11  geht  iu  das  duale  über. 

Denken  wir  uns  den  Kegelschnitt  als  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt 
im  EndUchen  und  eixiem  unbegrenzt  wachsenden  Badius,  so  gehen  die  ei> 
^ri&hnten  Theoreme  m  JLotpnnkt"- Theoreme  üher:  Theorem  I  geht  flher  in 
Theorem  VI  unMrer  Notiz  in  (3)  1,  175  u.  f.,  Theorem  IV  in  Theorem  I. 
Die  dualen  Theoreme  ergeben  keine  nützlichen  Besoltate. 

3.  Der  ^L-Punkt-Kegelschnitt^\  Wenn  das  gegebene  Dreieck, 
die  Gorado  und  der  Kegelschnitt  feststehen,  X  dagegen  verändert  wird,  so 
verändert  sich  auch  dass  Perspektive  Dreieck,  aber  so,  dafs  es  6r  als  Per- 
spektivitäts&chse  und  P  als  P-Zentrum  mit  dem  gegebenen  Dreieck  beibehält. 
Wir  wollen  nun  den  Ort  des  Xr-Ponktes  untersuchen,  fidls  diese  YeiSnderung 
Torgenomnien  wird. 

Die  Koordinaten  der  drei  den  X- Punkt  erzeugenden  Geraden  sind  in 
Nr.  I  notiert  Multiplizieren  wir  diese  Koordinaten  mit  und  addieren 
horizontal,       ergeben  nich  die  Gleichungen  dieser  Geraden  in  Fl&chen- 

koordinaten  des  Punktes. 

Die  £liminatiüu  von  k  aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  ergiel)t 

Dies  ist  der  Ort  der  Z<- Punkte  eines  Dreiecks  0  in  Bezug  auf  eine 
Gerade  ^u^x^     0  und  einen  Kegelschnitt  K  =  ^^ik^i  *     »  0  in  trime- 

tri  schon  Koordinatm  des  Punktes  Xif^  weldie  mit  d«i  senkrechten  x{  durdi 
die  Belation  ,     ,  , 

tJCf 

▼erbundea  sind.    (Flächenkoordinaten  des  Punktes.) 

Die  Torstehende  Gleichung  wird  befriedigt,  fidls  man  die  Koordinaten 
des  Poles  P  fOr  x^^  also  :  :  ^  —  :  /t :  /"t  sefait;  es  entsteht  nSmlieh 
die  Idenütftt 
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Dasselbe  findet  man,  falls  man  die  in  OL  (2)  durch  Koordinaten  der 
PoIp  P  f'=i,  2,  8)  ersetzt,  z.  B.  :  r.,  :  =  a^^  :  o^j  :  o^.  Auch  in 
diesen  l  allen  verschwindet  (t1,  (2)  identisch.  Dals  schliefslich  auf  dem 
Orte  {2)  auch  das  Perspüktivitatäzentrum  des  gegebenen  Dreiecks  und  seinem 
Polardniecks  liegt,  ergiebt  rioli  ans  der  Thatndie,  dab  dieser  Punkt 
£-Ponkfc  (mt  1/^  *  0)  ist  UVir  haben  somit 

Theorem  VL   Der  Ort  der  X-AmMe  tmee  Jheiedu  m  Beeng  auf  eme 

Gerade  und  einen  Kegelschnitt  ist  der  Kegdsdmitt  durch  die  BoHe  der  Smtm 
und  den  R>1  der  Geraden  m  Bezug  auf  den  KegelscJmiU  moie  dvetk  dat 
Pmpektiintätseenirum  des  Dreiecks  und  »einea  FolardreiedBS*^) 

4.  Der  X-Punkt-Kegelschnitt  eines  Yierseitfl  in  Bezug  auf 

einen  Kegelschnitt.  Ein  Vierseit  kann  auf  4-fache  Art  so  gedacht  werden, 
dafs  es  in  ein  Dreieck  und  eine  Gerade  zerfällt.  Wenn  nun  ein  Kegelschnitt 
gegeben  ist,  so  gebort  zu  jedem  der  4  Dreiecke  in  Bezug  auf  die  ubng 
bleibende  Gerade  und  den  Kegelschnitt  auch  ein  X>-Pankt-Kegelschnitt  Wir 
fragen  nach  der  Lage  der  4  2r>Piin]c(>Kegelschnitte  zu  euunder. 

Fassen  wir  etwa  die  Geraden  Xj  =>  0,  0  und  G^O  wo.  einem 
Dreieck  zoMmmen,  so  wird  der  fragliche  X-Punkt-Ort  bez.  x^  =  0  und  den 
gegebenen  Kegelschnitt  (zufolge  Tbeoroin  VI)  durch  die  4  Polo  und  das 
Perspektivitätszentrum  des  Dreiecks  und  seines  l^olardreiecks  gehen. 

Dieses  PerspektiritätszentTum  hat  aber,  wie  eine  kurze  Rechnung  zeigt, 
die  Koordinaten 

Setnn  wir  diese  Werte  in  (2)  ein,  so  erhalten  wir  die  Identitilt') 

Da  dieses  Perspektivitätszentrum  auch  auf  dem  Orte  (2)  liegt,  so  ist 
dar  neue  ürPunkt-Ort  identisch  mit  dem  alten  (2);  denn  ein  Kegelschnitt 
ist  durch  5  Pnnkte  eindenti^  bestimmt  Dasselbe  lUrt  sich  audi  flir  die 
übrigen  Dreiecke  des  Yiuseiftes  nigen.   Wir  haben  also 

Theorem  VII,  IHe  4  Dreiedee  emee  voOsfändigen  ViereeUe  Mhm  mr 
einen  IfPimkt-SegdedmiU  in  Beeng  auf  einen  gegebenen  KegeieehnUL 

Dieser  merkwfirdige  Kegebohnitt  ist  somit  ein  4-fadter  Ort  von  Ir 
Punkten.  Als  SpetiaUUl  dieses  Saties  eneheint  dann  das  folgende  Theonoi: 

Thewem  VIII.  Du-  l  r->h-  der  Seiten  einee  VierscUs  in  Bezug  aef 
einen  Kegelschnitt,  die  4  FerspekiiviUitszentra  der  4  Dreiecke  und  ihm 
Polardrdrcke,  sotrie  die  4  von  Herrn  Meger  aufgesteUten  Funkte  Uegen 

einefn  KeydscJmiiL 

Berlin,  den  12.  August  1901.  K.  CwoiD&irsit. 


1)  Natürlich  liegt  auf  diesem  Orte  auch  der  von  Herrn  Mejer  aolgestellk 
Punkt;  denn  er  iit  auch  L-PmAt  und  swar  mit  I  w  0. 

2)  In  den  \r!inern  der  Ol.  (2)  int  ea  praktischer,  statt     =^  a,,  u,    +  aijWj/i^ 
"it^'iA        gleichen  Wert  in  der  Fotm  äC^*^ a^u^f^^i^  a^^u^f^  —  a^gU^f^  lu  »etieü. 
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2.  Freisftoligaben. 

IiIhMMlIaehA  maä  ykjeUulSiehe  Preisfrsfen  d«r  nnttldi  Mloi«wiklteh«i 

CtosellMluift» 

1.  Für  das  Jahr  1901.  —  Die  TktoHe  der  quadratischm  DiffermM- 

formen  in  einem  wesentlichen  Punkte  zxi  rervcUkömumen. 

Die  Theorie  der  quadratischen  DifferentialformeD,  welche  von  Riemann 
angebahnt  und  namentHch  von  Oliristoffel  und  Lipschitz  weitergeführt 
worden  ist,  hat  durch  neuere  t  i.to)  Buchungen  in  der  Geomotrie,  der  Dynamik 
und  der  Theorie  der  Transt'ormationsgruppen  eine  erhebliche  Bedeutung  ge- 
wonnen, nnd  jeder  Fortsebritt  in  jener  llkeorie  wlirde  auch  hier  eben  6^ 
wmn  bedeuten.  Indem  die  GeeeUschalt  wflnseht,  dab  die  Theorie  der  qua- 
dratischen Differentialformen  in  einem  wesentlichen  Punkte  vervollständigt 
werde,  lenkt  ne  die  Aufinerksamkeit  der  Bewerber  besonders  auf  die  durch 
Lies  Forschungen  angeregte  Frage  nach  der  Natur  und  den  Eigenschaften, 
der  Formen,  welche  kontinuierliche  Gruppen  von  Transformationen  gestatten. 
Für  den  Spezialfall  w  =  3  hat  neuerdings  Bianchi^)  wertvolle  Beitrüge 
geliefert;  es  ist  zu  hoffen,  dafs  die  Darstellung  der  Kriterien  für  die  Zu- 
gehörigkeit einer  gegebenen  Form  m  einem  beBtimmteii  Tjpna  in  inyananter 
Fonn  gelingen,  und  dala  das  Studium  der  in  den  betreffenden  Rinmen 
hemebenden  Geometrien  lieh  als  lohnend  erweisen  werde.  Preis  1000  MariL 

S.  Fflr  dae  Jahr  1902.  —  Dab  die  Ton  0.  Neumann  seit  1870 

angewandte  Methode  des  arithmetischen  Mittels  einen  sehr  hohen  Orad  von 
Allgemeinheit  besitze ,  dafür  sprechen  sowohl  die  mannigfaltigen  Arbeiten 
Neumanns  (Abb.  der  K.  Oes.  der  Wiss.  XITT,  S.  707),  wie  auch  die 
tiefgehenden  Betrachtungen  Poincares  (Acta  math.  XX,  p.  59).  Gleich- 
zeitig aber^  geht  aus  der  Gesamtheit  dieser  Untersuchungen  hervor,  dafs 
noch  manche  schwierige  Punkte  der  weiteren  Aufklarung  bedürftig  sind.  Es 
erscheint  daher  wichtig,  wenigstens  die  erforderlichen  y<nrazbeiten  ni  nnter- 
nehmen,  am  von  den  eigentlichen  Grnndsflgen  dieses  Gebietes  eine  yWg 
klare  Vorstellnng  zu  gewinnen,  und  namentlich  die  genannte  Poincar^sche 
Abhandlung  in  ihrer  ganzen  Tragweite  zu  verwerten,  vielleicht  deren  Re- 
sultate weiter  zu  verallgemeinern.  Vor  allem  aber  entsteht  die  Aufgabe, 
den  Poiücare.schen  Darlegungen  eine  grüfsere  Einfachbeit  und  Durcb sichtig- 
keit, und  womöglich  auch  einen  höheren  Grad  von  Strenge  zu  verleihen. 

Ohne  unter  den  hier  angedeuteten  Biditungen  eine  vor  der  andern  be- 
tonden  hevoraugen  sn  wollen,  spridit  die  GeeeUschaft  den  Wunsch  ans, 

dafs  die  in  der  Abhandlung  von  Poincar^  JDa  mSthode  de  Neumann  ei 

le  problhne  de  Diriehlet^*  1896,  enIhaXienen  Untersuchungen  nach  irgend 
weicher  Seilte  hin  «esa^Zicft  wrwilämmmti  werden  inö^Un.  Fkeis  1000  Mark. 

3.  Fttr  das  Jahr  1908.  —  Die  wichtige  Entdeckung  der  lichtelektrisohen 

Strome  durch  Edmond  Becquerel  ist  durch  neuere  Untersuchungen  unserem 

Ver'^tSudni.s  zwar  näher  gerückt,  aber  die  experimentellen  Ergebnisse  wider- 
sprechen sich  zum  Teil  derart,  dafs  selbst  über  die  A fihiingigkeit  der  elektro- 
motorischen Kräfte  von  der  Lichtstärke  nichts  genügend  iSichcres  feststeht 


1)  Memorie  della  Societü  italiana  delle  Scienae,  Ser.  m»  T.  XI,  1897. 
Archiv  der  MktheiiMtik  und  fliyiik.   Iii.  Beib«.  IL  16 
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Tenniflt^to  IfitteilaiigMi. 


Es  ist  dabei  zn  bpi-f1(^lf«!r]itigen,  dafs  die  verschiedeneu  Farben  bisweilen 
entfTpffpnirosetzt»?  VS  irkuugeu  hervorbringen  und  dafs  bei  den  von  Becqnerel 
beuui^icu  dünnen  Schichten  zugleich  au  verschiedenen  Stellen  elekln>- 
motoriscibe  Erftfte  Auftreten  kSnnen.  Die  Abhängigkeit  dieser  eM:tro> 
motonBchen  Kräfte  yon  der  Farbe  und  die  Bedingangen,  unter  d«ien  du 
lichtelektrischon  Ströme  ttberlunipt  mOglich  sind,  ihr  Zusammenhang  mit  dir 
Photographie  und  mit  den  neuerdings  von  Hertz  und  Hallwachs  ge- 
fundenen lichtelektnschen  Wirkungen  bieten  fär  experimentelle  Untersuobungw 
ein  weites  Feld. 

Die  Gesellschaft  stellt  daher  die  Auigabe: 

Es  sollen  eingehetuie  und  einwandfreie  experimentelle  UfUersuckuHgen 
angesMU  mrden^  «Ite  etnef»  wesmßidtm  Beitrag  zur  FetttUihmg  der  Gestüt 
der  HaiddOriSi^  Sr&me  Uefem.   Prms  1000  Mark. 


Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  Ltn  besonderen  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Bprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer  Spradie  n 
yerfiusen,  mftssen  einseitig  gesebriebra  und  paginiert,  femer  mit  einem  Motto 
versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschlage  begleitet  sein,  welcher  auf 
der  AuTsenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendie  'i'^n  Namen  und 
Wohnort  des  Yertassere  angiebt.  Jede  Bewerbungsschntt  muis  auf  dem 
Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  enthalten,  an  welche  die  Arbeit  för 
den  Fall,  dafs  sie  nicht  preiswürdig  befunden  wird,  zurückzusenden  ist  Dia 
Zeit  der  Einsendnng  endet  mit  dem  BO.  KoT«nber  des  angegebenen  Jahns, 
und  die  Zusendung  ist  an  den  der&  SekretBr  der  Gesellscliaft  (für  das 
Jahr  1901  Geheimer  Hofrat  Professor  Dr.  Justus  Hermann  Lipsins, 
Leipzig,  Weststrafse  89,  Erdgeschofs)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfang 
der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  Män 
oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht  Die  gekrönten  Be- 
werbungsschriftni  werden  Xägtntom  der  Gesäbehaft. 


Prix  Breesa. 

L'Acaderaie  rappelle  qu'a  partir  du  l^'  Jauvier  18'.>9  il  est  ouvert  an 
Concours,  auquel  seront  admis  les  Savants  et  les  ImefUturs  de  iouies  kt 
naiUms. 

Ce  concours  aura  ponr  but  de  vjoompMtser  le  Savant  ou  TbiventMr, 

u  quelque  nation  qu'il  appartienne,  lequcl,  durant  la  periode  quadrienaile 

de  1897—1900,  „au  jugement  de  l'Academie  des  Sciences  de  Turin,  aura 
fait  la  decouverto  la  plus  eclatante  et  la  plus  utile,  ou  qui  nvar&  pnxlüit 
l'ouvrage  le  plus  celelne  en  fait  de  sciences  phjsiques  et  oxperimentales, 
histoire  naturelle,  matheuiatiques  pures  et  appUquees,  chimic,  phjsiologie 
«t  Pathologie,  sans  exdure  la  g^ologie,  lliistoire,  la  geographie  et  la 
stique**. 

de  Concours  sera  dos  le  31  D^cemhre  1902. 

La  somme  fix^e  pour  ce  prix,  la  taxe  de  l'impositiott  mobiltire  dAiiute, 
sera  de  9600  (neuf  mille  six  cente)  £rano8. 
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Qai  a  rintentioii  d»  ae  pr^nter  a  ce  Gonooim  clevra  le  d^darw,  daas 
le  terme  ci-dessns  indiqu^  par  iine  lettre  adreBi^  au  Pr^rident  de  l'Aca- 
dÄnie,  et  tranamettre  Tonvrage  par  leqnel  il  coneomt.   Cet  ouTraga  darva 

5tre  imprimp;  on  ne  tiendra  aucun  eompte  des  manuscrits.  Les  oiirragfs 
qui  n'obtiendroüt  pas  le  prix  äont  U  s'agit,  ne  seront  p&s  rendos  aax  con- 
currents. 

Anonn  dea  Membres  assod^  aalionaiix,  rjaidaiita  oa  non  r^dante,  da 
l'Acad^mie  de  Toriii  ne  pomra  oMenir  ee  priz. 

L'AeaäMe  dornte  ü  prix  ä  cdui  des  sammlB  q»*^  m  juge  U  fius 
ii0ne,  bim       ne  se  9oit  pae  pr^seni^  au  Gmamn* 


Fkvtafkagan  dar  Pariear  Akadenla  dar  WlMeaMhaflra« 

1.  Grand  prix  des  sciaiices  mathimatiquai  (ponr  190S).  — 
Perfaefcioiuier,  en  im  poiai  important,  Tapplioalioii  de  la  tbforie  dei  gronpea 
eonünns  a  l'^tnde  dea  iSqnations  anx  d^rirto  partiaUee. 

lies  Memoires  manuscrits  destines  an  concoors  seront  re^us  an  Secre- 

tariat  de  rinsrtitnt  jiisqn'au  promier  octobrf  1902;  iJs  seront  accompagnes 
d'un  pli  carhetf^  rfiilermant  If  noni  et  radre>,sr  de  l'antenr.  Ce  pli  ne  sera 
ouvert  que  si  le  Memoire  auquel  il  appartient  est  couronne. 

2.  Prix  Bordin  (pour  1902).  —  Developper  ei  pedectiüüiitr  la 
theoiie  des  surfaces  applicables  sur  1©  paraboloKde  de  revolution.  —  Le  prix 
eet  de  Ireis  Müb  firaacs. 

EiasMiditiig  wie  imtar  1. 

3.  Prix  Damoiseau  (pour  1902).  —  Gompleter  la  theorie  de  8a> 
tonia  donn^  par  Le  Verrier,  en  faisaai  eonnaltre  les  fornnlas  reetifieatiTe« 
^bbasant  l'aooord  antra  lea  observationa  et  la  tibeoria  —  Le  prix  aera  de 
qninze  cenls  francs. 

Les  Memoires  seront  refos  an  Seor^tariat  de  Tlnetitat  jnaqn'au 
1«  jtün  1903. 


KSaiglieli  Preafaieeke  Akadeade  der  Wiaaeaaehaften. 

Preis  der  Steinerschen  Stiftung  (fflr  1905).  —  „Es  soll  irgend 
ein  bedeutendes,  auf  die  Lehre  von  den  krummen  Fladien  sich  beziehendes, 

bis  jetzt  noch  nirht  gelöstes  Problem  müplichst  mit  Bfnieksi^-Iitigttnp  der 
von  J.  Steiner  aufgestellten  Methoden  und  Prinzipien  volifiomltg  gelöst 
werden. 

Efe  wird  gefordert,  dala  rar  Beslitigang  der  Richtigkeit  und  Voll- 
atlndigkait  der  LOansg  ausreichende  aaaljtiadie  Erlknlenuigen  den  geo- 
metrischen Untersuchungen  beigegeben  werden. 

Ohne  die  Wahl  des  Themas  einschränken  zu  wollen,  wünscht  die 
Akademie  bei  dieser  Gelegenheit  die  Aufmerksamkeit  der  <Jeometer  rtnf  die 
spesdeliea  Aufgaben  zu  richten,  auf  weiche  J.  Steiner  in  der  allgemeinen 
Anmerkung  am  ScMnaee  aeiner  zw^ten  Abhandlung  über  Maj^imum  und 
liinimiim  bd  den  FSgnren  in  der  Ebene,  auf  der  Engelflldia  nnd  im  Bamne 
überfaanpt  hingawieaen  bat** 
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Freit  4000  Mark;  Accessit  2000  Mark.  Die  Bewerbimgsschriften,  mit 
oin^m  J^pruchwort  >if7>'irhnet  und  von  einem  den  Namen  'l'"^  Verfassers  ent- 
haltenden versiegelten  Briefumschlag,  der  das  gleiche  Spruchwort  trägt,  be- 
gleitet, sind  bis  zum  31.  Dezember  1904  im  Bureau  der  Akademie, 
Berlin  N.W.  7,  UniveiBiitliitnbe  8,  etnsnliefem.  Die  Yerkflndigung  dai 
Uiieüs  vdolff^  in  der  Leibnis^SiUiuig  des  Jalires  190^. 


8.  Anfingen  und  Antworten. 

Zu  1  (Bd.  I,  ö.  208).  Über  das  Cylindroid  (Plückersche  Conoid) 
sind  mir  folgende  Stdlen  bekannt: 

Sangro  Atti  B.  Acc  KapoH  1  (1819)  83;  97.  —  FUnti  Atti  R 
Aee.  NapoU  i  (1889)  t  Ball  Bep.  Br.  An.  41  (1871)  8.  ^  Ball 
Trans.  B.  Ir.  Ac.  25  (1873)  157.  —  Ball  PhiL  Trans.  164  (1874)  15. 

—  Ball  The  theory  of  BCrews  Dublin  1876.  —  Ball  Math  Ann.  9 
(1876)  541.  —  Gamhey  Nonv.  Ann.  de  Math.  (2)  15  (1876)  503.  — 
Göbel  Die  wichtipsten  Probleme  der  neueren  Statik.    Diss.  Zürich  1877. 

—  Na.sh  and  Morel  Educ.  Times  30  (1878)  96.  —  Lewis  Mess.  of 
Math.  (2)  9  (1880)  1.  —  GSbel  ZdtMhr.  f.  Math.  u.  Phjs.  2b  (1880) 
381.  —  Ball  Bep.  Br.  Ass.  51  (1881)  547.  —  Fiedler  Die  danteDend« 
Geometrie  in  organischer  Verbindung  mit  der  Geometrie  der  Lage  II, 
Leipzig  (1885).  —  Peschka  Darstellende  und  projektiTiache  Geometrie, 
Wien  1884.  —  De  la  Gournerie  Traife  de  geometrie  descriptive,  Paris 
1885.  —  Picquet  BuU  Soc.  Math.  14  (1886)  68.  —  Ball  Trans.  R  Ir 
Ac.  29  (1887)  1.  —  Roberts  and  Sircom  Educ.  Tüuts  46  (1887)  32. 

—  Wiener  Lebrbndi  der  darstellenden  Geometrw  II,  Leipzig  1887.  — 
Mannheim  Gomptes  Bendns  106  (1888)  ISO.  —  Ün  Aboan^  Konv.  Aas. 
de  Math.  (3)  7  (1888)  295.  —  Ball  Trans.  B.  Ir.  Ac.  29  (1889)  247. 

—  Lindemann- Gl ebsch  Vorlesungen  über  Gpometrie  II,  Leipzig  1891, 
p.  62:  :^54.  —  Jarolimek  Casopis  20  (1892)  1  —  Demoulin  BaU. 
Soc.  Math.  20  (1892)  43  -  Michel  Ass.  franv-  22  (1HH3)  U  184.  - 
Demoulin  Bull.  Soc.  Math.  21  (1893)  8.  —  Mannheim  Ass.  fr.  23 
(1894)  n  207.  —  Mannheim  C.  B.  119  (1894)  894  —  Appell  Bern 
de  Math.  sp4c.  5  (1895)  139.  —  Boubaudi  Revne  de  Math.  spiSe.  5  (1895) 
181  _  T  uruta  Mess  of  Math.  (2)  24  (1895)  20.  —  Ball  Educ  Tinws 
67  (1897)  60.  —  .lani.sch  Wiener  MonnNh  S  (1897)  27P.  —  fardi- 
nual  .Tahresb.  Deut.s.  h.  Math.  Ver.  7  (1899)  61.  —  Ball  The  theor/  of 
screws  London  lUOO. 

Stuttgart.    £.  Wölffiko. 

Vorstehende  Angaben  werden  durch  die  folgenden  Notizen  ergänzt: 

W.  B.  Hamilton.  i^Hrst  Supplement  to  an  e&saj  on  the  theofj  of 
sjstams  of  raya.  Tnu».  Boy.  Ir.  Ae.  16  (1830)  4—62.  (Tod  K  Si  Ball 
da  die  erste  Arbeit  aageeehen,  wo  das  Cylindroid  anibritfc;  veigL  Tbioiy 
of  serews  p.  510,  1900.  Siehe  aber  oben  S  uu^^ro,  1819).  —  J.  Plücker 
On  a  new  geometry  of  spaoe.   Lond.  Phil  Trans.  156  (1865)  766.  — 
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J.  Plflek«r.  Neue  Geometrie  des  Baumes  gegrflndei  anf  die  Belnushtiug 
dar  geraden  Lude  als  Raumelemeni   8.  96—99  (1868).  —  B.  St.  Ball. 

Descr^itiiOB  of  a  model  of  a  conoTdal  cubic  surface  called  the  „cjUndroid" 
which  is  presented  in  the  theory  of  the  geometrical  freedom  of  a  irigid 
hoiU.  Philos.  Mag.  (1)  42  (1871)  181.  —  A.  Cayley  gab  der  F  »che 
nach  einer  Angabe  von  Ball  1871  den  Namen  „Cylindroid**  und  teilte  eine 
Konatntklion  mit.  (Theory  of  acrews,  p.  20.)  —  Sir  Howard  Orubb 
verfertigte  das  bei  Ball  abgeHldete  Modell  (Und.  p.  Ul).  —  G.  Batta- 
glini.  Sülle  Serie  di  sistemi  di  f<Hne.  Nap(di  Bend.  8  (1869).  Gioni.  di 
Mai  10  (1872).  —  F.  Linde  mann.  Über  unendlich  kleine  Bewegungen 
nnf\  Ober  Kraftsysterae  bei  allgemeiner  projektivischer  Mafsbestimmnng. 
Math.  Ann.  7  (1873)  5fi  — 143.  —  W.  Fiedler.  Oeometne  and  Geo- 
mechanik. Vierteljahrsschnft  Zürich  21  (1876)  186  -228.  —  T.  Rittors- 
baofl.  Die  kmematiadie  Kette,  ihre  Beweglichkeit  und  Zwangläufigkeit. 
CiTiliag.  S2  (1877).  —  W.  E.  GHfford.  Elemente  of  dynanic:  an  intro- 
dnelion  to  the  study  of  motion  and  rest  in  .solid  and  fluid  bodies.  Vol.  I. 
LfOndon  1878.  Auch  andere  Schriften  Cliffords  dürften  in  Betracht 
kommen.  —  W  Scbpll.  Theorie  der  B^wp^rung  nnd  drr  Kräfte.  Bd.  II. 
Kap.  X.  Virtueller  Coefficient  xmd  Cylindroid.  Reziprukale  Axfnisysterae. 
S.  211—236  (1880).  —  D.  Padelletti.  Su  un  calcolo  nella  teoria  delle 
dioaiai  aaalogo  da  qnello  dei  qnatenionl  Bend.  Aoe.  Kapoli  81  (1888) 
III — 119.  —  H.  Goz.  On  the  applieatioD  of  qnatemiona  and  Graaimann's 
AfUdebnungslehre  to  different  Idnds  of  uniform  space.  Cambr.  Philos. 
Trans.  13  (1882)  69  —  143.  —  R.  S.  Heath.  On  the  dynamic«  of  a 
rigid    bndy    in    elliptic    Space.     Phil.    Trans.   1884.    ü,    281--324.  — 

A.  Buchheim.  A  meinoir  on  biquatemions.  Amirrican  J.  of  Math.  7 
(1885)  293—326.  —  G.  M.  Minchin.  A  treatise  on  statics  with  ap- 
pUeaiions  to  physice.  Vol.  II.  Third  edition.  Oxford  (1886).  — 
H.  Oraveliva.  Theoretische  Mechanik  starrer  Systeme.  Auf  Grund  der 
Methoden  und- Arbeiten  und  mit  einem  Vorworte  von  Sir  Boberi  S.  Ball, 
Berlin  (1!^P9\  --  N.  Sant<>fbewsky.  Theorie  der  Schrauben  und  ihre 
Anwendungen  in  der  Mechanik.  Odessa  Ges.  üenkscbr  0  (Russisch,  1889) 
I— XX,  1  —  131.  —  E.  Budde.  Allgemeine  Mechanilc  (ier  Punkte  und 
starrer  Systeme.  Bd.  IL  S.  598  ff.  Berlin  (1891).  —  A.  Mannheim. 
Prindpea  et  d^loppementa  de  g^m^trie  dn^matiqne.  8econde  partie, 
p.  258 — 369.  Points,  droites  et  plans  partienlierB.  Goncftde  de  Plfteker. 
tode  speciale  du  conoYde  de  PlÜcker.  Paris  (1894).  —  C.  J.  Joly  The 
theory  of  linear  vector  functions.  Trans.  R.  S.  Dublin  30(1894)  597  —  647. 
—  G.  Koenigs.  Le^'ons  de  cinematique.  Note  IX.  Sur  ]p  cylindrofde, 
p  458  —  463  (1897).  —  C.  J.  Joly.  Bishop  Law's  prize  examination  in 
the  üniversity  of  Dublin,  Michaelmas,  1898.  —  P,  Appell.  Propriete 
oaiaetjristiqve  du  e7l>ndr<ffde.  BnU.  8oc.  Matb.  IV.  88  (1900)  261—365.  — 

B.  Bricard.  Bor  ane  propriA^  dn  «^lindrcSde.  BnU.  Soc.  Math.  Yr.  39 
(1901)  18—31.  —  A.  Demoulin.  Sur  le  cylindroHde  et  sur  la  thMe 
des  faisceaux  de  complexes  liniairea.  BnlL  Soc.  Math.  Fr.  29  (1901)  39—50. 

Berlin.  £.  Lampb. 
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yermiüchte  Mitteilungen. 


4.  Spreolifiaal  ffir  die  Eiuqrklopädie  der  Mathematisolien  WisMDfloh&fk«!. 

ünter  dieser  Rubrik  nimmt  die  Redaktion  ihr  aus  dem  Leserkreise  zugehende 
Verbesserun^vorscbläge  und  ErgSnztmgen  fauch  in  litterarischer  Hinsicht"'  m  den 
erschienenen  Heften  der  Encyklopädie  aui'.  Die  Redaktion  hofil  vielfach  geäoJjseitea 
Wünschen  sn  entsprechen,  wenn  derartige  Yerbewerongen  an  dieeer  Stelle  einSB 

Sammelpunkt  finden. 

Es  wird  gebeten,  dieabezüfjliche  Einsendunp""  an  das  RedaTctionsmitglied 
Prof.  Dr.  W.  F.  Mejer  in  Königsberg  i.  Pr.,  Mitteltragheim  51,  richten  zu  w^ea. 


Zu  lAl:  Grundlagen  der  Arithmetik. 

L  S.  26,  Anm.  26).  Die  genaueren  Litteratumacliweise  sind:  H.  Gerlach, 
Zeitechr.  f.  matb.  nat.  Unterr.  13  (1Hsl>),  S.  423;  F.  Wöpcke.  Joum.  f. 
Math.  42  riHSl),  S.  83;  Em.  Schnitze,  Ardi.  f.  Math.  (2)  3  (1886), 
S.  302;  G.  Eisenstein,  Joum.  £  Math.  28  (1844),  S  49. 

Königsberg  i  Fr.  W.  Fr.  Meteb. 


Zu  I A  2:  Kombinatorik. 

I.  8. 29,  Nr.  2,  Z.  9.    Hinter  n!  ist  einnuchalten:  („^-Fakultill^,  a  die 

Verallgemeinerung  in  Nr.  13,  S.  35). 
I,  S.  30,  Nr.  3.    Am  Schlüsse  ist  der  Satz  hinzuzufügen:  Jede  Pennutation 
läfst  sich  durch  eine  Reihenfolge  Yon  Transpositionen  erzeugen,  s.  1A6, 
Nr.  7. 

I.  S.  34,  Anm.  36).    Am  Schlüsse  ist  bei  J.  de  Vries  die  Seitenzahl  222 

hinzuzufügen* 
I.  8.  85,  Z.  1.   M  ist  durch  q  m  ersetzen. 

Ebenda  Z.  2  hinter  „arithmetisdies  Dreieck**  ist  einsnechalten:  (Pascsl* 

sches  Dreieck). 

I.  S.  41,  Anm.  89)  Schlufs.  Es  ist  noch  die  kürzlich  erschienene  Arbeit  w 
zitieren:  E.  J  Nanson,  Joum.  f.  Math.  122  (lÖOnV  S.  179. 

LS.  44,  Nr.  31.  Bezüglich  der  Kettenbruch-Determinanten  s.  auch  I  3, 
Nr.  46,  S.  123. 

1.  8.  46,  Nr.  35.  Von  Pascal  s  „Determinanten**  ist  kOnlieh  eine  deutad» 
Ausgabe  von  H.  Leitsmann  erschienen,  Leipsdg  1900. 

Den  Monographien  ist  noch  das  historische  Werk  hinzuzufügen:  Th.  Muir, 
The  theory  of  determinants  in  the  historical  Order  of  its  derelopnmt 
Part  I.    London  1890. 

Königsberg  i  Fr.    W.  Fr.  Mjbysb. 

Zu  1A3:  Irrationalzahlen  und  Konyergens 
unendlicher  Frosesse. 

LS.  48.   Lehrbücher.    Die  „Analyse  algebrique**  Ton  Gauohy  ist  kttnlicli 

als  Band  (2)  3  seiner  „Oeuvres"  neu  herausgegeben. 
LS.  52,  Z.  2.    Statt  „17.  Jahrhunderts"  ist  „18.  Jahrhunderts"  zu 
L  S.  58,  Anm.  42,  Schlufs.    Statt  „T  A  2,  Xr.  3'^  ist  „1  A  4,  Nr.  3"  zu  lesen- 
1.  S.  68,  Nr.  14.   Zur  Lehre  vom  „eigentlich  Unendlichen'*  vgl.  1A6,  Nr.  4. 
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L  S.  73,  Anm.  128.  Das  „Resume  des  leyons  .  .  tod  Cauelij  ist  kOn- 
lich  in  Band  (2)  4  seiner  „Oeuvres*^  neu  herauigegeben. 

I.  S.  74,  Nr.  18.    Über  die  Fonnen  ^,  ^  •  •  in  der  Funktionenlehre  8. 

HAI,  Nr.  13. 

LS.  74,  Anm.  129).  Bei  „WulP  ist  die  Jahre.szahl  1897  nachzutragen. 
I.  S.  78,  Anm.  151  j.    Die  angefahrte  Ungleichung  ist  su  e»eUen  durch: 

I.  S  89,  Anm.  194).   Den  Ermakoffschen  Beweis  verteidigt  D.  M.  Sintzow, 

Moskau  Math.  Samml  20  (1899),  S.  616. 
1,  S.  98.   Über  die  Anordnung  einer  Duppelreihe  in  eine  einfache  und  ihre 

Anwendung  auf  die  Mengerdebre  vgl  I  A  5,  Nr.  2,  Anm.  10). 
1.  8. 108,  Fornml  (47).    Es  ist  B%9—i  dureh      m  ersetzen,  sowie  f*^—* 

durch  /^ä'-«. 

L  S  103,  Anm.  369).    Die  graianeren  Zitate  sind:  I  £,  Nr.  11,  DAS, 

Nr.  12,  18. 

1.  S.  103,  Anm.  272).  IJher  die  Btirlingsche  Formel  in  engerpm  Sirinu 
vgl.  I  E,  Nr.  12,  über  die  Ötirlingsche  Formel  in  weiterem  äinne  (iS.  104) 
vgl.  n  A  3,  Nr.  18,  Anm.  272). 

m 

L8.  104,  Z.  3.  4.    Über  das  Auftreten  des  Integrals  ftr^dx  in  der 

0 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  s.  I  D  1,  Nr.  10,  12—14;  I  D  2,  Nr.  4; 

ID  4a,  Nr.  2;  I  D  4b,  Nr.  3. 
LS.  106,  Anm,  281).    Das  genauere  Zitat  i.st:  II  A  1.  Nr.  16,  17. 
1.  S.  IIU,  Anm.  29G).     Statt  „J.  de  iiaiii.  4,  12"  tsi  zu  setzen:  „J.  de 

Math.  (5)  2^.  Die  umfassende  Preisarbeit  von  Borel  Aber  die  Snmmier- 

barkeit  divergenter  Reihen  ist  inzwischen  in  Ann.  Ec  Norm.  (8)  16  (1899), 

S.  9  erschienen.  Vgl.  noch  Borel,  Le^ons  snr  les  siries  divergentes,  Paris 

1901,  sowie  II  B  1  Nr.  13. 
I.  S  118,  Anm.  330)    Das  zitierte  Werk  von  Ch.  Kramp  ist  in  Straisbuig 

und  Leipzig  1798  erschienen. 
L  S.  119,  Anm.  339),  Z.  1.   Innerhalb  der  lUatumer  hat  das  doppelte  Vor- 

isifllisn  SU  stehen. 

L  8. 123.  Zweiter  Absatz,  Z.  8.  8tatt  „[b^,  \  .  ,  ,  b^Y  setas  man 
„K,^[h.,h,  ... 

I.  S.  122,  Anm.  352).    Die  Abhandlung  von  Möbius  ersehien  uisprfinglidi 

in  J  f.  Math.  6  (1830),  S.  215. 
1.  S  12 1.  Anm.  368).    Vgl.  noch  die  autogr.  Vorlesung  von  Klein  Aber 
Zahleutheone  I,  Qött  1896. 

L  S.  134,  Z.  2.    Statt^(—  1)"^  ist  zu  setzen:  ^(-  ly-^c^ 

1  1 

L  S.  186,  Anm.  415),  Z.  8.   Statt  ^  ^  [^»$  ^  * 

L  S.  137.    Hinter  Formel  (lOU)  int  ß  ^  l  statt  |3  =  0  zu  lesen. 
I.  S.  140,  Z.  5  V.  u.    Statt  (104)  ist  (102)  zu  lesen. 
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L  8.  141,  Nr.  58    ttlier  unendliche  Determinanten  vgl   noch  I  A  2,  Nr  33; 

über  die  Auflösung  eines  begrenzten  Systems  linearer  Gleichungea  mit 

HOlfe  von  Determinanten  IB  Ib,  Nr.  12. 
I.  8.  143.    In  Formel  (122)  ist  D»'"  durch  D«,,  zu  ersetieiL 
I.  8.  145.    In  VoimAl  (126)  ist  bei  der  xweitea  Summ»  der  Suimittioni* 

index  v  hinzusofllgen. 
LB.  146.  NaGhtrftge,Z.3.  Die  Jahienahl  bei  Sehimpf  ist  1895  (nidit  1845). 
Ki^iigsbefg  L  PSr.    W.  Fb.  Ifsm. 

L  S.  120,  Z.  6  V.  o.  soll      statt  steheiL 

KämffAmg  l  2t.    £.  MfiLLB. 


Zn  IBS:  Invariante ntbeorie. 

L  8.  881.   Monographien.   Naehtrige:  Von  W.  Fr.  Me jer,  Bericht  fäm 
die  Fortschritte  der  proj.  Invariatitenilieorie,  ist  imcwisehen  eine  pohüsdie 

Ausgebe  von  8.  Dickste  in  (Warschau  1899)  erschienen.  H.  Andoyer 
hat  inzwischen  das  ausführlichere  Werk  verötfeutlicht:  Le^ons  Sur  la 
Theorie  des  I'nrmes  I,  Paris  1900.  (Binäre  und  teruäre  Formen),  Das 
neueste  Werk  über  Invariautentheorie  ist:  A.  Capelli,  Lezioni  suik 
Teorica  delle  Forme  algebriche,  iitogr.,  Napoli  1U02.  (Allgemeiiie 
Theorie,  mit  einem  Anhange  Aber  binlre  Formen). 

Königsberg  l  Pt.:    W.  Fa.  Man. 


L  S.  402,  Anm.  435.    In  der  vorletzten  Zeile  ist  hinter  „eingeheod**  d&c 
Name  „G.  Eohn**  einzoschalten. 

Königsberg  i  Pr.    E.  Müllek. 


Zu  iE:  \^  1  f  f 'j  r  e ii  /, t; ü r c c h ü u n g. 

I.  S  930.    Forroel  (49)  und  ^ä3>.    Das  Güed  mit  dem  Faktor  An^i  iit 

zu  streichen,  da  Ai]t—i—0. 

Königsberg  i.  Fr.  W.  Fr.  MüYita. 
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über  den  Satz  lom  Minimum  der  Deformaüonsarbeit. 


Von  J.  Wbingabtbn  in  Charlottenburg. 

In  dem  durch  originale  Betraehtangau  harromgendaii  Werke  dea 
italieniaehen  Ingenienn  Gastigliano  tiber  das  Gleichgewieht  ehuriaecher 
Systeme  (Gastigliano^  Theorie  des  Gleichgewichts  elastischer  Systeme; 

Qberset/.t^)  von  E.  Ilauti'e,  Wien  1886)  ist  zuerst  ein  Lehrsatz  aus- 
gesprochen worden,  den  der  Autor  tlen  Satz  vou  der  kleinsten  Arbeit 
nennt;  und  in  folgender  Fassung  angieht: 

Die  elastischen  Kräfte,  welche  nach  der  Deformation  des  Körpers 
oder  Systems  zwischen  den  Molekülpaaren  auftreten,  sind  jene,  welche 
die  Delorraationsarheit  zu  einem  Minimum  machen,  insotern  man  jene 
Bedingungsgleichungen  berücksichtigt,  welche  ausdrücken,  daJs  zwischen 
diesen  Kräften  um  jedes  Molekül  Gleichgewicht  besteht  (1.  c.  pag.  46). 

Auf  Seite  47  desselben  Werkes  erscheint  dieser  Satz  in  der  all- 
gemeineren Weise  ausgedrückt: 

dals,  welches  auch  die  unbekannteiL  Grofsen  sind,  in  deren  Funk- 
tionen man  die  Defomiationsarbeit  eines  Systems  ausgedrückt  hat,  die 
Werte,  welche  dieselben  nach  der  Deformation  haben,  derartige  sind, 
dafs  sie  unter  Beräcksiditigung  der  zwischen  ihnen  stattfindenden  Be- 
dingnngsgleichiuigen  diese  Arbeit  zu  einem  Minimum  machen. 

Der  Inhalt  dieser  Sätze,  die  den  Anschein  erwecken,  ein  JPrtKfip 
der  Elastizitfttslehre  festzastellen,  ist  einem  piSzisen  YemtSndnifl  nicht 
ohne  weiteres  zugSnglielL  Es  sei  uxm  daher  gestattet,  diesen  Inhalt 
klar  za  legen,  um  so  mehr,  als  die  hetreffisnden  Sitse  eine  aasgedelmte 
Anwendung  in  der  technischen  Hechanik  hei  der  Behandlung  der 
sogenannten  StQtzaui^ben  gefimden  hahen.  Hierbei  wird  sich  heraus- 
stellen, dab  der  Castiglianosche  Satz  nicht  ein  Frimip  ausspricht, 
sondern  eine  an  beschränkende  YoraussetBongen  gebundene  Vorschrift. 

Wenn  an  einem  ursprBnglieh  neutralen,  homogenen  ehstisehen 
Körper,  gl<^;cligtiug,  ob  das  Material  desselben  isotrop  oder  anisotrop 

1)  Nach  dem  finuasOdichen  Otiginal:  Thtorie  de  T^quilibre  des  syst^et 
Aastiqnes  et  aes  applicattons.  Turin  1879.  F.  Negro. 

AxohiT  d*r  MMfbmaUk  nad  ngritk.  IXLBalbe.  IL  1« 


Digitized  by  G«.jv.' 


234 


J.  Wkihuahikn: 


TorauBgesdst  wird,  anlMTe  KxSfte  ins  Gleichgewicht  getreten  sind,  lo 
ist  das  £]]itreton  diesefl  Gleichgewiehte  stets  mit  einer  YersehielNnig 
der  materiellen  Elanente  des  Eoipers,  einer  Deformation,  Terbnniiaiy 
die  als  Terschwindend  Uein  ToxansgesetEt  wird.  Ans  dem  einsig  und 
allein  ftbr  eine  statische  Aufgabe  g^ebenm  System  der  Qkiehgewieht 
haltenden  Kräfte,  ladt  sich  ein  Schluß  anf  ^e  Zeitdauer  nnd  auf  <Ue 
Vorgänge  der  Deformation  nicht  ziehen.  Die»  System  gieht  nur  die 
Endwvrte  der  während  der  Deformationszeit  veränderlichen  aufseren 
Kräfte  an,  die  schließlich  den  sechs  Gleichgewichtsbediugiingen,  die 
für  die  Kräfte  an  einem  starren  Körper  bestehen,  genügen  uiüsseii. 
Auch  die  Verrückungen,  welche  die  Körperpunkte  am  Schlüsse  der 
Deforniationszeit  erlangt  haben,  sind  nicht  vollständig  durch  das  ge- 
ge}>ene  Kräftesjstem  bestinimbar,  sondern  nur  bis  auf  eine  willkürhch 
Ideibende  unendlich  kleine  Drehung  und  Fortschreitung  des  betrachtetoi 
elastischen  Korpers. 

Nichts  deetoweniger  läfst  sich  aus  dem  Umstände,  dafs  am  Aiifanii 
der  Deformationszeit  iiuhe  bestand^  am  Ende  der  Deformatiouiieit 
Ruhe  und  Kräftegleichgewicht  an  allen  Koiperelementen  eingetretea  ii^ 
ein  entscheidender  Schlufs  ziehen. 

Es  muls,  da  nach  Ablauf  der  Deformationsbewegnng  die  lebendige 
Kraft  aller  Elemente  des  Körpers  keine  Änderung  erlitten  hat,  s^ondera 
wie  am  An&nge  der  Null  gleich  ist,  die  Snmme  aller  Arbeiten  der 
ai^p^i&nden  äufserm  Kräfte,  die  wählend  dieser  Bewegung  anftnAoi, 
mit  ,dfir  Sunme  aller  Arheiten  der  mnere»  entstandenen,  anf  die  Ele- 
mente wirkenden  elastischen  Drucke  oder  Spannungen  von  gleiehsr 
GrOIse  sein. 

Die  erstare  Arheitssnmme  lafst  sich  wegen  der  Unkenntnis  der 
wShrend  der  Deformationsbewegnng  wirksam  gewesenen  Erifte^  die  is 
mannigfaltigster  Weise  der  Zeit  tmd  der  GtSISm  nach  Tetindert  ?onni* 
gesefast  werden  können,  tncht  direkt  berechnen.  Ffir  die  sweik  dies« 
Summen,  die  innere  Arbeit,  ergiebt  die  Theorie  einm  bestimmtes 
Wert,  der  nur  durch  das  gegebene^  im  Gleichgewicht  befindliche  System 
der  EmlkriM^e  bedingt  wird,  dagegen  nidU  bedingt  wird  durch  die 
Ausgangslage  der  Deformation. 

Hiernach  ist  die  Ar})eit  der  äufsereu  Kräfte  während  der  Deforma- 
tionen eines  elastischen  Körpers,  die  zu  einem  und  demselben  Systm 
der  jEWkräfte  führen,  stets  eine  nnd  dif  ><'1I)0,  welches  auch  die  Zeit- 
dauer der  Deformation  und  die  Veränderungsweiae  der  äulseren  iuülw 
während  dieser  Dauer  gewesen  sei. 

Diese  Arbeit  wird  die  zu  dem  betretfenden,  dag  Gleiehgefficit 
haltenden,  Kräftesjstem  gehörige  Del'oimationsarbeit  genannt 
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Nach  diesen  Yorbereitoiigeü  werden  wir  ans  der  allgemeinen  Theorie 

der  Elastizität  fester  Körper,  aufser  dem  Satze,  dafs  die  Deformations- 
arbeit stets  durch  eine  wesentlich  pomtive  Gröfse  dargestellt  wird,  noch 
die  Kemitiiis  zweier  anderer  Sätze  voruussetzeu,  die,  falls  es  sich  um 
Betrachtungen  von  Körpern  von  vorv\'ip^pnd  einer  Dimension  wie  Stäbe, 
Balken  handelt,  leicht  auch  dureh  b*'kaante  Betrachtungen  der  Navier- 
scbeu  und  äiiuiicher  Theorien  ai)geluitet  werch'u. 

Der  erste  dieser  Sütze  ist  der  folgende:  Bezeichnet  man  durch 
(X,  Y,  Z)  die  anfein  rechtwinklij^es  Acdisensystem  bezogenen  Komponenten 
der  Kräfte  eines  im  Gleichgewicht  befindliehen  Kraftesjstems  in  irgend 
einem  Pnnkt  des  angegriffenen  £ör])ers,  durch  {u,  r,  w)  die  Komponenten 
der  Yerschiebung,  welche  dieser  Punkt  nach  eingetretener  Deformation 
erlitten  hat,  so  wird  die  zu  diesem  Kräftesystem  gehörige  DeformationB- 
arbeii  D  durch  die  Formel: 

(I)  i>-.-}^(Xi*+ Tv  +  ^ii;) 

gegeben,  in  welcher  sieh  das  Summeuzeichen  auf  alle  angegriffenen 
Punkte  (Körperelemente)  des  elastischen  Körpers  bezieht 

Der  zweite  wird  gewonnen  durch  die  Betrachtung  eines  zweiten 
Kräftesystems,  dessen  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräfte  in  jedem 
Punkte  des  namUchen  Körpers  die  Komponenten  Y',  Z')  hesitaeo, 
und  mit  den  Yerschiebungskomponenten  v\  uT)  rerbunden  sind. 
Die  allgemeinen  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  des  KörperB  unter 
dem  Einfluis  je  eines  dieser  Kräftesysteme  ergeben  die  allgemein  gütige 
Gleichung: 

(II)  2  {X'u  +  Tv  +  Z'w)         (^**'  +      +  ^^') » 

in  denen  die  Summen  wiederum  (Iber  alle  durch  die  betreffonden  Kräfte 
angegriffenen  Punkte  auszudehnen  sind.  Betrachtet  man  nunmehr  das 
aus  dem  gkichgeitigm  Angri£f  beider  Kräftesysteme  hervorgehende 
dritte,  welches,  an  dem  vorgelegten  Körper  angebracht,  gleichfalls 
Gleichgewicht  hervorruft,  und  bezeichnet  durch  (X",  Y"fZ")  die  in 
einem  beliebigen  Korperpunkt  jetzt  angebrachten  Kraftkomponenten, 
dnreh  (ti",  ^  uT)  die  dem  Gleichgewicht  entsprechenden  Yerschiebungs- 
komponentm  dieses  Punktes,  so  finden  die  Beziehungen  statt: 

r^^r-i-r, 

die  letzteren  genuUs  dem  Prinzip  der  Superposition. 

16* 


J.  WüLMaASTBIf: 


Die  zur  HerbeiflQlinmg  des  OleichgewicbfB  durch  das  Sjstem  der 
Komponenten  (X",  T\  Z")  aufgewendete  DefonnationBarbeit  D"  ergiebt 
sich  nach  (I)  ans  der  Gleiehnng: 

B"  =  \^  ( T'v"  +  Z"¥r) 

oder  nach  Benutzung  der  vorstehenden  Gleichungen  aufi  der  folgenden: 

D--  \^{Xn  +  Yv  +  Zw)  +  j2(XV+  Fi^'H-  Ä'wO 

welche  mit  Bficksicht  aof  die  Gleichung  (U)  in  die  i:*  orm 
(III)  D'-D  +  Z^'+C 

gesetzt  werden  kann,  wenn  D  und  D'  die  den  beiden  zuerst  gewählten 
Kräftesystemen  einzeln  /mj-pluiritren  Defomiationsarbeiten  bezeiclmeii, 
während  C  durch  die  beiden  gleiciiwertigou  Formen: 

c  "^ixu'  +  Yv' + Zw")  +     + rw) 

gegeben  wird. 

ToiL  den  aufgestellten  allgemeinen  Formeln  wollen  wir  eine  An- 
wendimg aof  zwei  bestimmte  Kräftesysteme  machen,  die  zunächst  einidn 
und  nachher  gemeinschaftlich  den  betrachteten  elastischfln  Köiper  an- 
greifen. Zn  dem  Ende  werden  wir  in  dem  Ediper  zwei  Grappen  tab 
Angriffspunkten  formal  unteiacbeiden.  Die  erste  Gruppe  sdl  ah  die 
Gruppe  der  BäasUmgspunkte,  die  zweite  als  die  Gruppe  der  SiStt- 
punkte  bezeichnet  werden. 

Als  das  erste  &ifbesjBtem  mit  den  Komponenten  {X^  Y,  Z)  waUa 
wir  das  in  folgender  Weise  charakterisierte: 

In  jedem  Bdastimgspunkie  seien  drei  gegebene  onreranderÜdie 
Komponenten  X,  Z  angebracht,  deren  Resultante  wir  die  Belastung 
dieses  ruiiktes  nennen;  in  jedem  Stützpunkte  drei  Konsumenten,  welche 
mUkiirh'ch  gewählt  werden  können,  bis  aul'  die  Bedingung,  dafs  ihre 
Gesamtheit  den  Belastuugsknilteu  das  Gleiehgewicht  halt.  Wir  wenleii 
die  Resultanten  dieser  Komponenten  in  soleliem  Punkte  die  dortige  Stuti 
kraft  nennen.  Wenn  diu  Aiiznlil  der  Stüt/kräfte  oder  ihrer  Kompo- 
nenten eine  derarti<^e  ist,  dal's  die  Werte  derselben  durch  die  sechs  Be- 
dingnngsglpichuiigeii  des  (»leicligewicbts  zwischen  den  Belastung^-  und 
Stüt/kräften  allein  nicht  bestimmt  werden  können  (welchen  Fall  wir 
für  die  Folge  als  eintretend  voraussetzen) ,  so  existiert  eine  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Stützkraften  für  die  gegebenen  Stützpunk-te.  welche 
den  bekannten  und  gegebenen  Belastungskräften  das  Gleichgewicht 
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lulten  kSniMii.  Die  Bdastong  des  Körpers  kann  abdann  in  onlMgienzt 
Tielen  Weisen  Ton  den  Stilfaspnnkten  ans  äb^estuM  werden.  Aber  jeder 
dieser  AbetOtamigen  oder  dem  ihr  entsprechenden  Gleichgewicht  ist 
eine  gewisse  Deformationsarbeit  sngehorig,  welche  im  allgemeinen  fdr 
zwei  Ton  einander  Terschiedene  Abstfitsongen  von  Terschiedener  Qi6lse 
sein  wird.  Wir  wollen  non  diejenige  eine  besondere  Abstfltsnng  ins  Auge 
ftssen,  nach  deren  Eintritt  jeder  einaselne  der  Stfitspnnkte  eine  geyehene 
VerBchiebmig  erlitten  hat^  deren  Komponenten  di6  getjebenen  Werte  a,  ß,  y 
haben  mögen.  Es  erscheint  onnötig,  Sür  die  Terschiedenen  StatsptinlEte 
diese  YerachiebTingskomponenten  a,  ß,  y  durch  Aooente  oder  Indioes  7on 
einander  zn  unterscheiden.  Das  besondere  System  von  Belastongs-  und 
StützlorSflen,  welches  bei  dem  Eintritt  dieser  Abstfitznng  erscheinty  möge 
ab  das  erste  System  der  Komponenten  (X,  Y,  Z)  aufgefai'st  werden. 
Für  (las  zweite  der  Kräftesysteme  wählen  wir  das  folgende: 
In  jetiem  Stützpunlte  dos  Kcirpors  seien  drei  wiWciirJfrh  gewählte 
Krafkkomponent^u  (X',  Y\  Z')  angebracht,  jedorli  mit  der  Beeckränkung 
der  Willkür,  dafs  diese  sämtlichen  Kompouenteu  an  dem  starr  gedachten 
Korper  sich  das  Gleichgewicht  halten.  An  jt-dem  Ld.sfpioilf  sollen  die 
Komponenten  X\  1',  Z'  der  an  ihm  angebrachten  Kraft  jede  einzeln 
gleich  Null  sein. 

Die  Zusammensetzung  der  beiden  definierten  Kräftesysteme  führt 
zu  einem  dritten  mit  den  Komponenten  (X",  Y",  Z"),  in  welchem  dieje 
Komponraten  fOr  jeden  Lasipunkt  mit  den  Komponenten  der  gegebenen 
Belastong  übereinstunmen,  ftlr  jeden  Stützpunkt  aber  willkürlich  bleiben, 
bis  anf  die  Bedingung,  dafs  das  gesamte  Kräftesystem  den  sechs  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  eines  starren  Korpers  genüge. 

Dieses  System  {X'\  T%  Z")  stellt  daher  das  allgemeinste  Kräfte- 
system dar,  welches  imstande  ist,  den  Bedingungen  der  ÄbsüUgmig 
der  gegebenen  Lasten  f&r  den  betrachteten  Körper  zn  genügen,  und 
nm&lst  sSmtiüche  möglichen  Abstfltzungsweisen. 

Berechnen  wir  die  zu  diesem  System  gehörige  Deformationsarbeit 
nach  Formel  (Ol): 

indem  wir  C  durch  die  Gleichung 

C=2(X'm+  Y'v-\-  Z'w) 

bestimmt  i^hlen.  Die  Elemente  der  die  Grölse  C  darstdlenden  Snmme 
sind  Nnll  fQr  jeden  Lastpuiikt,  da  X',  Y*,Z*  für  jeden  solchen  ver- 
scbwinden,  und  die  Snmmation  erstreckt  sich  daher  nnr  fiber  die  Stütz- 
punkte.  Die  Komponenten  der  Verschiebnng  u,  v,  %o  jedes  Stützpunkts 
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unter  dem  ELDflnfs  des  ersteu  der  beiden  Kräftesy steine  fallen  nach 
der  Yoniusset'/unL'  niit  den  (/cgelmun  Werten  a,  y  zusanimen.  Es 
ergiebt  sich  daher  die  gesachte  Ueformationsarbeii  durch  die  UleichoDg 

Wenn  man  in  dieser  ni  ichimg  die  Werte  von  X',  Y\  Z'  durch 
die  ihnen  gleichen  Werte:  X"—  X,  Y"  —  Y,  Z"  —  Z  ersetzt,  and  die 
doppelt  accentoierten  Gröfsen  auf  die  linke  Seite  überführt,  so  ei^ 
giebt  flieh: 

in  welcher  Gleichung  der  Accent  des  Snnunenzeichens  andeatei^  dafs  die 
Snmmation  sich  nnr  Uber  die  Sttttzpnnkte  erstreckt.  Bemerkt  nun 
noch,  dafs  die  GfrGüie  D'  ab  Wert  einer  Deformationsarbeit  stets  eine 
posUhe  isi^  so  gelangt  man  zn  dem  einfaeh^  Resultat: 

(IV)    D"  -^(X"a  +  T'ß  -f        >  D X«  +      +  Zy). 

Es  fällt  daher  der  Wert  der  jiui  der  Unken  Seite  dieser  UngleichiJT<g 
stehenden  Griifst'  für  ir<ii}iil  einen  der  Abstützungasysteme  ijrüßrr  ans 
als  für  dasjenige,  mit  welelieni  die  gegebenen  Verschiebnngskoniponeuten 
«r,  Y  verbunden  sind.  Diese  Oröfse  nimmt  daher  für  das  letztere 
ihren  kleinstmöglichen  Wert  an  unter  der  dauernden  Voraussetzung, 
dafs  sämtliche  Kräfte  (X,  F,  Z)  und  auch  (X",  Y'\  Z")  den  sechs 
Qleichgewichtsbedingungen  des  starren  Kdrpers  genflgen. 

Um  das  Torstehende  Resultat  bequemer  aussprechen  zn  kömioiy 
wollen  wir  uns  der  nachfolgenden  Aasdjracksweise  bedienen. 

£is  sei  6  der  gef/rhme  Wert  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung, 
c(,  ß.  y  seien  die  Werte  ihrer  Komponenten«  ferner  P  der  Wert  einer  Kraft, 
Xf  Y,  Z  die  Werte  ihrer  Komponenten,  B  schliefslich  der  Winkel 
zwischen  der  Richtung  der  Kraft  und  der  Kichtung  der  Verschiebong. 
Alsdann  möge  die  Grofse 

X«  +  Z/JH-  Zf  -  Pcos^tf 

die  elastische  Arbeit  der  Ivmit  P  in  Beziehung  auf  die  Versehiebung 
genannt  werden,  zum  Unterschiede  von  der  mecJianischm  Arbeit,  die 
hier  nicht  in  l^'rage  kommt. 

Nach  Einführung  dieser  Sprachweise  können  wir  den  6atz  auf- 
stellen: 

Für  diejenige  Alistütznng  eines  })elast('teu  elastischen  Körper», 
weleher  die  Stützpunkte  dei^selben   (frf/chvne  Vergeh iebtm gen  erleid^'", 
fallt  der  Wert  der  zagehörigen  Deformationsarbeit  vernundert  um  dit 
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elastischen  Arbeiten  der  Stützkrafte  in  Beziehong  anf  die  gegebenen 
Yerschiebun^n  stets  kleiner  aus,  als  der  entsprechende  Wert  dieser 
Differenz  für  irgend  eine  andere  Abst&tzimg  ans  den  nämlidhen  Stüfas- 
pnukten. 

In  dem  besonderen  Falle,  dafs  die  gegebenen  Yerschiebmigen  a,  ß,  y 
ISr  alle  Stfitspnnkte  gleich  Nnll  werden,  oder  in  dem  Falle,  dab  diese 
Yerschiebüngen  gegen  die  betreSfonde  Sttttzkraft  senkreeht  gerichtet 
sein  sollen,  der  bei  der  Bew^liefakeit  der  Stützpunkte  anf  reibnngs- 
loeen  Flächen  oder  Linien  eintritt,  verwandelt  sich  dieser  Satz  in  den 
folgenden: 

Für  diejenige  Abstützung  eines  belasteten  elastischen  Körpers,  welche 
jnit  vinvr  Unbeweglirlikeit  der  Stützpunkte  verbimden  ist,  oder  bei  welcher 
die  Stiitzpunkte  uui  aul  reibungslosen  Widerlagern  gleiten  können,  ist 
die  zugehörige  DefoniiatiouHar))eit  kleiner  als  bei  jeder  anderen  Ali- 
stützunc  desselben  Körpers  aus  den  nämlichen  Stützpunkten  mit  zu  den 
Widerlagern  Heakrechten  Stützriebtungen. 

Dieser  Satz  entspricht  dem  ^^fttz('  von  Castigl iaiio.  Man  bemerkt 
aber,  dais  durch  ihn  nicht  ein  Prinzip,  welches  die  Deformationsarbeit 
beherrscht,  ausgedrückt  wird.  Er  ist  an  die  Beschränkung  des  Yer- 
Schwindens  der  Summe  der  elastischen  Arbeiten  der  Stützkralte  in 
fiezieliimg  anf  die  Verschieb ungen  der  Stützpunkte  gebunden. 

Was  die  gegebene  Herleitung  betrifft,  so  erscheint  dieselbe  frei 
YOtt  den  Schwierigkeiten,  welche  der  Beweis  der  Existenz  eines  Mini- 
mums  herbeiführt,  wie  andi  Ton  demjenigen  Schwierigkeiten,  welche  die 
Diskussion  des  Yoizeichens  Ton  Gliedern  höherer  Ordnung  herbeiführen 
würde,  wenn  man  den  Beweis  durch  den  Nachweis  des  Yerschwindens 
des  Differentials  oder  der  ersten  Variation  des  Wertes  der  Defozmations- 
arbeit  führen  mfilste.  Für  das  Torliegende  Problem^  das  nur  anf  ganze 
Fonktionen  zweiten  Grades  beliebig  vieler  nnabMngigen  Yeriinderlichen 
führt,  sind  derartige  Betrachtungen  nnndtig. 

Berlin,  den  3.  Oktober  1901. 
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Über  die  Konvergenz  der  trigonometrieclien  Keiiien. 

Von  Paul  Ötäckel  in  Kiel. 

1.  Dirichlet  hat  im  Jahre  1829  gezeigt,  dafk  jed«  raelle  Fimktion 

f{x)  der  reellen  Veranderlichen  x  sich  für  das  InterTall  a;  =»  (0  . , .  2x) 
durch  eine  trigonometrische  Reihe: 

■|6o  +  &i  C08X  -f  ^  cos  2a;  -f    cos  3a?  +  •  •  •  H-    C08 »a;  +  •  •  • 
+  a^mnX'^'  (iffun2x  +    sin 3^9  H —  •  +  a^tmHX'\-  *  * » 

darstellen  läTst,  sobald  das  IntarTBll  a;  —  (0 . . .  29r)  in  eine  endliehe 

Anzahl  von  Teilintervallen  (0  . . .  arj,  . . .  x^),  (j-j  . . .  Tg),  . . 
{Xt-i  ..,27t)  zerlegt  werden  kann,  in  deren  jedem  f{x)  stetig  ist  und 
entweder  niemals  abnimmt  oder  niemals  zunimmt;  dabei  brauchen  die 
Grenzen  der  Werte  von  f(x),  die  man  erhält,  indem  man  sich  von  links 
oder  von  rechts  den  Pirnkti  n  r^,  x^,  .  .  Xt—i  nähert,  oder  f(Xj  —  0) 
und  f{Xi  +  0),  . . f(x,^i  —  0)  und  /  +  Ü)  nicht  übereinzustimmen, 
und  es  braucht  auch  nicht  f(0)  ^  f(-^  —  0)  zu  sein^). 

Im  Folgenden  soll  auf  Grund  eines  von  mir  an  anderer  Stelle 
dargelegten  Verfahrt  u.s°)  die  Konvergenz  der  trigonometrischen  Kt^ihe 
für  f{x)  unter  Voraussetzungen  bewiesen  werden,  die  teils  enger  teils 
weiter  als  die  Dirichletschen  sind.  Es  soll  nämlich  das  Intervall 
Ä  —  (0  . .  .  2;r)  wieder  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilinterrallen 
(0  .  .  .  .Tj),  f.Tj  .  .  .  jO.  (x^  .  .  .  Tg),  .  .  (x,-t  .  .  .  2;t)  zerlegt  werden 
köimen,  sodals  fix)  in  jedem  TeiliutervaLl  stetig  ist,  aufserdem  soll 
aber  ttir  jeden  Punkt  eines  solchen  Intervalles  der  Quotient 

für  h^O  einen  bestimmten  endliehen  Grenzwert  haben;  dabei  daif  der 
Gronzprosels  für  positive  nnd  der  ftr  negative  Werte  von  A  Te^ 

1)  Sur  la  eonvergence  des  sertes  trigonowetriques.  Journal  ftlr  HillieiiMiik,  4 
(1829).   167-169  ^  Werke  Bd  T.   Ut-rlin  1S8Ö    117  132 

2)  Über  (hift  JJirichUtsclw  Integral,  Ucrithte  der  math.  ^hy»,  KIamö  der 
Königl.  Säch».  Ges.  d.  W.  Jahrgang  1901.  147—161. 
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scbiedene  Resultate  ergeb«!!,  sodals  für  die  Knrre  ym^f^gc)  i^Eeken'^ 
zulässig  sind.  Es  wird  also  eineraeita  eine  gewisee  Vomuneteiuig  über 
das  Yerbalteii  des  Quotienten 

h 

gemaehi^  die  bei  Dirichlett  Beweis  nicht  eiforderUch  ist^  andererseits 
aber  wird  ingelaasen,  dafs  f{x)  nnendlieh  Tiele  MaTima  nnd  Hinima 
besitBl^  was  dort  ansgescUossen  ist  Dab  fibrigens  eine  Fanktion  f{x) 
der  hä/sst  betraohtetea  Art^  andi  wenn  ibre  Ableitung  flbeiall  bestimmte 
endliehe  Werte  hat,  nnendlieh  Tiele  Mazima  nnd  Ifinima  besitzen  kann, 
das  folgt  BUS  Untersncbungen,  die  Herr  Kopeke  angestellt  hat'). 

Dafs  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  allein  niolit  genügt,  um  die 
Ent  Wickel  barkeit  von  /(.r)  in  eine  trigonometrische  Reihe  zu  sichern, 
hat  i'iiul  Dubois-ilcy mond*)  gezeigt;  es  iiiuis  also  zur  Stetigkeit 
noch  eine  weitere  Beschiünkung  hinzutreten.  Auf  die  neueren  Arbeiten 
über  diesen  Gegenstiuid  einzugehen,  erscheiut  jedoch  nicht  erforderlich, 
da  es  äsich  au  dieser  Stelle  lediglich  darum  handeln  wird,  ebenso,  wie  es 
Dirichlet  gethan  hat,  unter  ansschliefslicher  Benutzung  elemeniarer 
Hill sm Ittel  den  Nachweis  der  Kouveigeuz  zu  führen. 

3.  Um  zu  beweisen,  dais  die  Reihe 

+  «j  sin    4"  ffj  sin  2x  -f  ...  -{-  a,,  sin  ujr     .  .  . , 
wenn  man  ihre  Jloefüzienten  durch  die  Gleichungen: 


bestimmt,  immer  konTexgiot  nnd  fttr  alle  Werte  des  InterraUs 

;f  =  (0 . . .  2«)  der  Funktion  f(x)  gleich  ist,  bilde  man  die  Summe 
S^{jc)  ihrer  2»  +  1  ersten  Glieder.  Man  findet  dafOr  sofort  den 
Aosdnick 

^« W  - i  r nrH)  Li  +  cos  (I  -  j-)  +  cos 2(S  -  a:)  +  . . .  +  cos n(|  -  x)] , 


1)  Über  ritte  (tun haus  differentürharr ,  .Kfetige  Function  mit  OsciUationen  in 
TntfTvnU    M;i(h  Ann.  84  (1889),  161    171:  35  fl889),  104—100    Tfrgl.  auch 

Scboenfliea,  Math.  Ann.  54  (1900).  663  und  Brodön,  Vet.  Ak.  ÜlV.  Stockholm 

1900.  423  und  743. 

S)  ümkniuiimugm  HOm  dk  Oonoergau  md  Divergent  der  Fouriertthm 

Diwttdbmigrfomdm.  Abbandlnngen  der  Akademie  sd  Mtachen,  S.  AbteUoog.  IS 

(1877).  1— los. 
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der  mit  Hilfe  der  bekaonteu  tSummationsformel: 

cos^  +  0082«-  H-  - . .  +  cos««-  -  -  1-  +        +  a)f 

'         2  «in  4^ 

m 


r  8m(2n+l)^ 


2 
0 

übergeführt  wird,  und  hat  alsdann  zu  zeifreii,  dafs  der  Unterschit^i 
zwischeu  f{x)  imd  diesem  Intp^ral,  wenn  n  beständig  wächst,  kleiner 
wird  als  jede  gegebene  noch  »o  kleine  Gröüse.   Durch  die  Substitution 

S  * 

vird  8^  übezgefährt  in 

Ebdii  man  dalier  zeigen,  dafii  für  0  <  ü  <  stets 

ist,  wo  -F(w)  eine  Funktion  bedeutet,  die  in  dem  Intervall  m  =  (0  •  •  •  .t) 
den  der  Funktion      auferlegten  Bedingungen  genügt^  so  folgt  sofoii^  dais 

K«'S.W=J(/'(^  +  0)  +  A*-0)) 

wird,  sobald  %  ein  Punkt  im  Innern  des  InterralleB  (0 . . .  2s)  ifll^ 
und  ein&oke  Überlegongen  zeigen,  dafs  sich  fOr  die  Grenzen  des  IntemUci 

lim^.(0)  =  limÄ,(2«)  =  0)  +  A^^Jt  -  0)) 

ergiebt» 

3.  Der  folgende  Beweis  bemht  auf  dem  fbndamentalen  Theoreme^ 
dafs  jede  reelle  Funktion  9(2;)  der  reellen  Veränderlichen  die  fÖr  jeden 
Punkt  des  Intervalles  »  (a . . .  5)  9kiUj  ist,  in  diesem  Intervall  ^IMnmäßis 
sMig  ist'),  einem  Theoreme^  dessen  Sinn  son&dist  daigelegt  werden  sdL 


1)  Heiae«  Journal  f.  Halb.  74  (1878),  188  und  ü.  Dini,  Foadamettli  p« 
U  teori»  ddle  fnnnoiii  di  Yariabili  xeali.  (Piea  1878«  deutadifl  Auifsbe  Ldpag 

1892)  §  41,  wo  sich  ein  auf  Q.  Cantor  znrflckgehender  Bewdi  fiadot.  Tcqi 
auch  Encyklctfädie  der  Ma&t,  WiunudiafieH,  Bd.  IL  18. 
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Die  Funktion  f{x)  hmÜit  fOr  eineii  '^waki  X'^x^  steHff,  wenn  man 
bei  gegebenem  beliebig  kleinem  c  nm  ein  Intervall  x^(xQ—d . . .  d) 
al^enzen  kann,  sodafs  die  Schwankung  von  f(x)  in  diesem  Interrall, 

d.  h.  der  Unterschied  des  grofsten  und  des  kleinsten  Wertes,  den  f{jr) 
darin  luiiiimmt,  kleiner  als  £  ist.  Das  Wesen  der  glekhmäfsigen 
Stetigkeit  wird  dann  ausgedrückt  durch  den  Lehrsatz: 

,j8t  f(.r)  für  alle  Punkte  r^,  eines  Intervalles  j:  =  (a  .  .  .  h)  stetig, 
so  läfst  sich  das  Intervall  immer  in  eine  endliche  Anzahl  r  von  gleichen 
Teilen  zerlegen,  sodafs  die  Schwankung  von  f(x)  in  jedem  Teilinterrall 
kleiner  ab  eine  gegebene  beliebig  kleine  Grölke  e  iaf 

Zum  Beweise  teile  man  das  Litenrall  (a . . .  5)  in  n  gleiche  Teile 
nnd  bilde  fOr  jedes  Teilinterrall  die  Schwankung  von  f(x).  Sind  alle 
Schwankungen  kleiner  als  £,  so  ist  der  Satz  bewiesen.  Es  ist  also  nur 
zu  zeigen,  dab  nicht  fOr  jeden  Wert  Ton  n  ein  oder  mehrere  Tdl- 
interralle  vorhanden  sein  können,  für  die  die  Schwankimg  gröfser  als 
€  ist.  Gäbe  es  jedoch  für  unbegrenzt  viele  Werte  von  n  mindestens 
ein  solches  Teilintervall,  so  bildeten  deren  Aufjingsp unkte  eine  dem 
Intervall  (a . .  .h)  angehörige  unendliche  Punktraenge,  die  mindestens 
einen  Häufungspunkt  x^  besiifse,  d.  h.  es  gäbe  einen  Punkt  x^,  sodafs 
jedes  noch  so  kleine  ilm  enthaltende  Intervall  (x^  ^  d  •  ■  ■  ./  j  -f  d)  un- 
endlich viele  Punkte  der  Menge  enthielte,  es  lägen  also  auch  in  seinem 
Innern  unendlich  viele  Teilintervalle,  für  die  die  Schwankung  gröiser  als 
f  ist.  l^aun  aber  wäre  die  Schwankung  für  dns  Intervall  (t^-~  d  ■  ■  ■  rr,  -f  ^) 
erst  recht  grofser  als  b,  und  das  widersj)richt  der  Vorauasetzung,  dais 
f(x)  auch  für  den  Punkt      stetig  sein  solL 

4.  Ist  die  Funktion  ^(w)  in  dem  Interrall  «  —  >  >  •  stetig^ 
so  gelten,  wenn  r  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  hedentetj  für  die  r 
Intervalle; 

(ff+A^-'-J+CA+l)*-"),  (j  +  (r-l)*-7^...») 
die  Darstellungen 

WO  $^  eine  posiÜTe  Eonstante  bezeichnet,  deren  Bedentang  sogleidi 
angegeben  werden  wird,  und  wo  die  Funktionen  ^^(tf)  den  Ungleichheiten 
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genfigen.  Alwiann  ist,  wenn  fQr  u  zwei  Werte  iij,  «,  gewählt  werdo^ 
die  dem  InterraUe  Jl-y  ^)  •  •  •  (i/  +     +  1)  ^  ~  ^)  augcliören, 

sodafs  für  die  Hälfte  der  grölsten  Schwaiikung  unter  den  Schwaakongoi 
in  den  r  Interrallen  geiv^t  werden  dar£ 

Hieraus  folgt  die  Gleichung: 

r—  I 


r—  1 


r 


+     •  /sin (2»  +       •  ^i(i»)<i«. 


In  der  zweiten  Snmme  itly  da  der  Integrand,  abgesehen  vom  V<n^ 
zeicheUi  niemals  gzölser  als  1  ist,  jedes  der  r  Integrale  Heiiier  ab 

das  Integrationainterrall,  also  kleiuer  als  * ^;  folglich  ist  der  abao- 

lute  Betrag  der  zweiten  Summe  kleiner  als  h  —  y.  Bedeutet  femer  3/ 
das  Maximum  des  absoluten  Betrages  Ton  9(11)  in  dem  Intervall  (^...Aj^ 
so  ist  der  absolute  Betrag  fler  ersten  Summe  kleiner  als 

r—\  ^ 


M         j  J im  (2m  H-  l)udu  | 


rz=l 


also  a  fortiori  kleiner  ab 

r— 1 


2r 


Demnach  besteht  fttr  jeden  Wert  Ton  r  die  Ungleichheit: 

sin  {2h  -\r  l)u  •  fp{u)du  |  <  +  *r(^»  -^)- 


über  die  KaKnxgmA  der  tarigonometnacheii  Reihen.  24Ö 

Nunmehr  soll,  bei  gegebenem  Wert  vou  2n  +  1,  für  r  diejenige 

positive  g.iuze  Zahl  w  gewählt  werden,  die  der  Zahl  +  1  anniitU;llDar 
vorhergeht,  bodaü  also 

l/2f»Tl-l^«r<y2n+l 

wild.   AlBdaDn  ist 

sin  {2n  +  l)u  •  ip(ü)du  |  <  ^^^==  +  ^)» 

und  diese  Formel  gilt  für  jeden  Wert  von  ti.  Lafst  man  jetzt  n  Aber 
alle  GreDzen  wachsen,  so  n&hert  sich  der  Anadradc 

-7  +  f.  •  (A  —  g) 

der  Grenze  Null,  d^on  es  ist  nach  dem  in  Nr.  3  bewiesenen  Theorem 

lim  £^^0. 

N  =00 

Mithin  besteht  die  Gleichung: 

A 

(L)  lim  /sin  (2n  +  l)u  •  ^{u)du  »  0 . 

5«  Es  ist  nützlich,  die  rorhergehende  üntersachnng  geometrisch  za 
deuten. 

Die  voL  der  Gleichung 

V  =  sin(2n  +  1)m 

gehörige  Kurve  besteht  aus  Wellen  der  Lange  ^n-j- 1>  denen  Berg 
und  Thal  auf  entgegengesetaten  Seiten  der  n-Aehse  liegen  und  immer 

.  .  2  . 

gleich  grofs,  nämlich  gleich  :7— r"?  >  ™d  Thal  liefern  daher 

bei  der  Integration  zusamiiieu  immer  den  Beitr^  Null  zur  Area,  und 
es  kann  höchstens  eine,  positiv  oder  negativ  zu  nehmende,  i*'iäche  vom 

Inhalte  — -  übrig  bleiben.   Aus  diesem  Grunde  ist 


J sin(2ii  +  l)udu  j  <  ^ 


r 


Was  aber  das  Integral 

h 

sin  (2ii  +  1)»  *  9(u)du 

9 
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betrifft,  80  wird  durclk  die  Einteilung  des  Intervallee  . . .  A)  in  eine 
gro&e  Anzahl  r  kleiner  Teilintervalle  erreicht,  daCs  die  Fnnidion  f{u) 
in  jedem  ron  ihnen  hSchatens  um  den  Betrag  schwanktf  also  nahoo 
konstant  ist;  der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  9(11)  darin  als  kon- 
stant ansieht^  ist  mithin  kleiner  als  {h — g),  kann  also  durch  VergrSisenmg 
von  r  beliebig  klein  gemacht  werden.  Sieht  man  daher  tp{n)  für  jedes 
Tmlinterrall  als  konstant  an,  so  erhiBlt  man  ein  Integral  der  snent 
betrachteten  Form.  Indem  man  jetzt  r  so  wählt,  dafs  es  zwar  absolot 
sehr  grol's,  aber  doch  klein  gegen  2»  +  1  ist,  bewirkt  man,  dafs  auf 
jedes  der  Tt-iliiitorvulle,  so  klein  sie  auch  sind,  dennoch  sehr  viele 
Wellen  fallen,  bei  denen  Berg  und  Thal  sich  gegenseitig  vernichtende 
Beiträge  zum  Inten^al  liefern.  So  kommt  es,  dafs  jedes  TeiliDtcrvill 
nur  einen  so  kleinen  l^eitrag  zum  Intejrral  liefert,  dafs  auch  die  Summt 
von  r  solchen  Beiträgen  noch  eine  sehr  kleine  Gröise,  nämlich  kleiner 

als  ist  Auf  diese  Weise  gewinnt  man  eine  klare  Eimidii 

in  den  Prozefs,  der  zur  Folge  hat^  dafs  der  Wert  des  Integrals 

'> 

sin (2m  +  1)u  •  fp{u)du 
9 

für  wachsende  Werte  von  w  immer  kleiner  und  kleiner  wird. 

6.  Wemi  die  Fünktion         in  dem  Interrall  n  »  ($r . . .  A) 
ist;  so  gilt  dasselbe  Ton  der  Funktion 

'      Mii  n  ' 

solange  sinu  von  Noll  verschieden  ist.   Mithin  gilt  die  Qleichmig 

lim  /V(u)^^^-^tL>rfi*-0, 
9 

wenn  entweder  0  <  ^  <  /<  <  ;r  oder  —  t  <  ^/  <  A  <  0  ist. 
Im  Besonderen  sei  i' (u)  ^  1.    Daun  ist 

9 

folglich  wird 

0  0 

wo  das  2^icheu  ±  gilt^  jenachdem  h  dem  Innern  des  Interralles 
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(0...«)  oder  (—«.,.0)  angehört  Nun  ist  aber  nach  einer  schon 
benntaien  Fonnel: 

5üS^±i>  =  1  +  2(cob2u  +  co8  4u  +  •  • .  +  coB2«tt), 

also 

—  « 

Bodalfl  sich  schlielalich  die  wichtige  Gleichung: 

Hm  ^«^'^±J)-rf«=±-- 

ergiebt. 

7.  iNach  diesen  Vorbereituugeu  soll  das  Integral 


unteTBUoht  werden,  wo  h  wieder  dem  Innern  des  Inierralles  (0 . . .  ;r) 
oder  Oj  angehört   Da  sin»  fttr  «  —  0  Terschwindet,  wird  im 

allgemeinen  die  Stetigkeit  von 

tinu 

an  dieser  Stelle  zerstört,  sodafs  die  Formel  (L)  nicht  mehr  unmittelbar 
angewandt  werden  kann.  Deshalb  muls  man  dafür  sorgen,  dals  dun 
Integral  in  ein  Hilehes  umgeformt  wird,  hp\  «l^m  der  Zähler  ver- 
schwindet, und  duH  geschieht,  uiiiem  duH  betrachttst©  Integral  ersetzt 
wird  durch  den  damit  identischen  Ausdruck: 

das  Vorzeichen  i  gilt,  jenachdem  //  positiv  oder  negaliv  iat.  Geht 
mau  jetzt  zur  Grenze  iür  n  —  oo  über,  so  liefert  der  erste  Term 
nach  Nr.  0  den  Beitrag 

±i.F(±0), 

wahrend  der  zweite  nach  der  Gluiciiuug  ^L^  den  Beitrag  NuU  ergiebt, 
sobald 

F(u)  —  F(±  0)  ^  Fju)  —  F(±  0)  ^ 

•in «  «  sin « 
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in  dem  Interrall  n  {0  . .  .h)  stetig  ist  Pa  der  zweite  Faktor  duw 
Eigenschaft  bereits  besitst^  mufs 

Fju)  -  F(±  0) 
u 

selbst  £0r  M  =^  0  stetig  sein,  d.  h.  die  Funktion  F{u)  muls  eine  be- 
Btinimte  endliche  Ableitung  JP'(±  0)  besitsEon.  Ist  diese  VorauMdmiig 
erfüllt^  so  gilt  die  Gieichnng: 

^D)  />(«)5=<lM^d«-±|F(±0). 

0 

8.  Nach  Nr.  2  war  für  o; (0 . . .  2ac): 

51/  \       1    r^/a     I     V  sin  f-i  H  -f  1)«  j     .    1  ,     \  sin  '-'»)  4- , 

i 

Damit  man  sm*  Ermittlung  Ton 

Um  S^{x) 

die  Gleichung  (D)  anwenden  kann,  mufs  die  Funktion  f{'2u  -f  j)  ftr 
Ii  SB  0  eine  bestimmte  endliche  Ableitung  besitzen,  d.  h.  es  mufs 

fix  ±  0) 

etfie»  hestinmtm  enälkkm  Wert  häbetk  Ist  aber  diese  Bedingung  ftr 
alle  Punkte  des  Interralles  x  «  (0 . . .  2«)  eifOllt^  so  gilt  fBr  jeden  tos 
ihnen  die  Gleichung 

^  ^ni^)  -  +  Ö)  +  fix  -  0)), 

sodafs  die  Fouriersche  EeUie  die  Funllion  f(a^  au  aUni  Stdim  dum 
Intervallen  darsU-IU,  an  dmen  diese  steiig  lsI^  au  den  Uustetigkeitsstellen 
aber  das  unthinetisclie  Mittel  der  beiden  Funkti auswerte  liefert,  die 
sich  durch  Annäherung  von  links  und  rechts  ergeben. 

Kiel,  im  JuU  1901. 


• 
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Periode  des  Dezlmalbniclies  Kr  ijp,  wo  p  eioe  Prisusahl 


Ton  H.  Hbrtzsb  in  BerUn. 

Der  Jahresbericht  des  K.  Prinz  Heinrich s-Gymnaarains  in  Berlin  1895 
enthält  eino  AbliauUloiig  „periodische  Dezimalbrüche"  von  Herrn  Bork, 
1X1  welcher  eine  von  Herrn  Kefsler  in  Wiesbaden  beic ehncte  Tabelle 
der  Penodeuzaiilen  aller  Dezimalbrüche  =»  IJp,  wo  p  eiue  i'rimzahly 
fUr  j)  von  1  bis  100  0(X)  mitgeteilt  ist. 

Im  folgenden  wird  eine  Fortgetzun«:?  dicspr  Tabelle,  für  p  VOn 
lOOU^HJ  bis  112500  in  ilorselben  Aiinrdriuiin;  «refii  hen. 

~.  ~ 

Es  sei  })  eine  Primzahl,  r  die  Periodenzahl  für  l  /),  q  f»in  Divisor 
von  p  1,  80  dafs  q  •  e  =  p  —  1  ist,  so  ergiebt  die  Tabelle  tür  jedes  p 
den  entsprechenden  Wert  von  q.  Nicht  aufgenommen  sind  in  der 
Tabelle  diejenigen  p,  für  welche  entweder  q  =  \  oder  g  2  ist;  diese 
siud  mit  Hilfe  der  unten  angegebenen  Sätze  I  und  H  zn  ermitteln. 


p 

9 

P 

p 

3 

p 

9 

P 

9 

100109 

29 

051 

47 

013 

4 

769 

6 

903 

3 

129 

4 

081 

4 

061 

9 

793 

3 

981 

15 

153 

3 

107 

6 

077 

4 

829 

3 

991 

10 

169 

4 

117 

4 

103 

187 

S41 

4 

104009 

8 

207 

3 

161 

8 

121 

8 

871 

6 

021 

5 

213 

4 

173 

4 

139 

3 

881 

32 

053 

12 

237 

4 

207 

7 

181 

ü 

929 

4 

089 

6 

271 

10 

281 

96 

191 

10 

931 

15 

119 

6 

279 

6 

287 

3 

199 

6 

967 

3 

233 

3 

291 

15 

293 

4 

229 

3 

103001 

4 

281 

10 

297 

3 

341 

9 

233 

13 

049 

4 

287 

13 

888 

4 

347 

6 

241 

6 

141 

15 

347 

6 

357 

4 

411 

5 

293 

4 

171 

19 

369 

16 

393 

449 

6 

299 

7 

183 

3 

383 

27 

511 

10 

467 

6 

317 

^ 

10 

399 

14 

517 

4 

477 

4 

329 

4 

4 

491 

3 

549 

27 

48y 

8 

397 

12 

357 

6 

527 

9 

613 

4 

561 

4 

409 

8 

471 

6 

551 

34 

621 

65 

627 

14 

433 

3 

483 

18 

561 

4 

649 

4 

641 

44 

481 

24 

511 

10 

593 

3 

L  ULStllM, 

u. 

17 
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p 

3 

3 

q 

1 

9  1 

n 

669 

3 

681 

80 

523 

6 

561 

10 

623 

21 

693 

4 

719 

6 

547 

54 

567 

3 

677 

6 

699 

3 

749 

3 

593 

7 

681 

4 

681 

4 

TAT 

79  < 

12 

643 

/ » 

699 

683 

b 

4. 

6 

U  4  »> 

Q 

70q 

4  KJO 

1  Q 

X<7 

v>*»0 

9>( 

7 

Q17 

8FX  1 

A, 

TS 

IS77 
oll 

A 

79*1 
I20 

a 

7n7 

Ivl 

fi 

ftl 
ox 

9aX 

OA 

a\J 

A7Q 

a 

7Ad 

Q 

717 

114 

1 

V 

V 

.V  ^  1 7 

0 
o 

701 

1  V/X 

ROI 

0\J1 

A 
t 

0 

.'Ol 

7fi1 

4  Ol 

A 
t 

1  1 0 

** 

109  001 

XVa  WX 

a 

OOS» 

77Q 
449 

a 

104  789 

17 

543 

3 

301 

3 

751 

10 

253 

4 

801 

8 

6 

347 

14 

807 

3 

271 

30 

827 

6 

637 

4 

379 

27 

831 

42 

301 

7 

OKI 
öOl 

Q 
O 

g 
O 

401 

20 

841 

lo 

33  4 

0 

fS 
%j 

ii61 

WX 

1.7 

41  ^ 

A 
** 

«4q 

40Q 

9r> 

74. 

\3\J%J 

4.91 

q 

4 

lOß  17S 

6fi9 

a 

9 

MI 

OJJX 

il 

ß 

A 

681 

10 

XV/ 

fS17 

A 

Q1  ^ 

1  1 
X  X 

OaiJ 

9P 

91 1 

«7 

A 

1 

Qßl 

1 0 

ßl  1 

9n1 

A«/X 

5 
v 

791 

1  aX 

10 

Xv 

inX 

q 

XXV  \I09 

74. 

001 

253 

14 

759 

1  18 

553 

3 

061 

5 

653 

4 

277 

12 

801 

80 

571 

3 

083 

6 

751 

10 

323 

14 

867 

18 

637 

4 

161 

4 

773 

4 

o 
O 

44 

649 

12 

221 

11 

13o 

«JUX 

957 

4 

707 

9ß 

9^7 
20  4 

j 

W  •)(  1 

q 

OU  4 

«7VIX 

140 

70Q 

q 
o 

9^1 

1 90 

•>1 
s  1 

Ol» 

12 

Xa 

963 

7ßQ 

991 

A 

Öt/O 

i. 

«t 
i# 

107  077 

19 

7<)1 

10 

XV/ 

0«-H/ 

a 
u 

•7fJ>/ 

14 

X*T 

A 

101 

7q^ 

o 

41 Q 

a 
0 

Q7q 

1 9 

UX  4 

X« 

197 

Xw  • 

oox 

xo 

40X 

Ä4 

007 

ß 

529 

24 

209 

24 

917 

4 

437 

4 

112069 

11 

557 

4 

251 

165 

929 

4 

441 

4 

087 

3 

601 

4 

323 

6 

943 

3 

477 

142 

237 

6 

Olo 

4 

Ö 

479 

6 

241 

8 

441 

IaUX 

94 

4<)1 

1  a 

249 

667 

453 

4 

Q67 

i/U  4 

1 1 

XX 

P»OH 

4 

A 

607 

14 

109 01 A 

XW  VX9 

A 

fi^7 

«KJI 

ZQx 

733 

6 

563 

6 

037 

4 

567 

59 

279 

6 

751 

6 

581 

5 

097 

13 

629 

7 

297 

3 

761 

4 

603 

22 

103 

7 

641 

10 

327 

3 

769 

4 

641 

60 

121 

651 

5 

337 

7 

817 

3 

047 

7 

133 

681 

8 

339 

9 

907 

671 

6 

141 

3 

729 

8 

361 

4 

929 

693 

4 

169 

8 

813 

4 

397 

4 
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261 


1  ^ 

!  ^ 

q 

p 

g 

* 

q 

p 

q 

967 

3 

717 

4 

201 

28 

849 

4 

997 

4 

761 

10 

253 

4 

863 

9 

106031 

46 

778 

4 

267 

6 

881 

44 

087 

3 

837 

4 

357 

12 

899 

3 

121 

4 

843 

14 

387 

6 

917 

6 

123 

6 

857 

3 

441 

12 

921 

4 

1  91 

Qäi 

AML 

4 



IAO  rtn7 

ö 

J.71 

1  A 

A 

261 

23 

011 

5 

481 

14 

111043 

18 

277 

4 

013 

6 

517 

836 

049 

8 

331 

ö 

037 

4 

537 

7 

091 

5 

363 

6 

079 

6 

541 

5 

109 

3 

391 

10 

089 

4 

667 

27 

121 

4 

411 

3 

161 

8 

579 

7 

149 

751 

441 

8 

193 

3 

r,ß3 

3 

217 

21 

453 

36 

223 

741 

3| 

229 

13 

Ffir  obige  Tabelle  waren  die  Weite  q  für  1070  Primzahlen  zu 
berechnen  und  zwar  373  fiJr  ^  =  1;  313  für    -  2  nnd  384  für  q>2. 

Da  einige  der  bekannten  Sätze  für  q  nicht  ganz  richtig  angegeben 
werden,  so  sollen  dieselben  hier  übersichtlich  wiederholt  werden. 

1.  Die  Zahl  q  ist  ungerade  für 
j>  -  40»  +  7,  11,  17,  19,  21,  23,  29,  33  (eine  dieser  Formen), 
n.  Die  Zahl  2  ist  ein  Faktor  von  q  (10  quadratischer  Rest  von  p)  für 

;)  =  40  m  +  1,  3,  9,  13,  27,  31,  37,  39. 

III.  Die  Zahl  4  ist  ein  Faktor  von  q  (10  biqnadratiacher  Rest 
Ton  p)  für 

40m  4- 1,  9,  13,  87; 
p~.a^^b*;   a=l(mod.4),  also  &  =  0(mO4L2), 

wenn  eine  der  i'olgenden  4  Bedingungen  erfüllt  ist: 

(1)  6^0(mod.40),  L-40n+19 

(2)  a  =  0(mod.6)  tmd  ft-4Ei=iO(mod.8)r  '  * 

(3)  6  +  «  ^  0  (mod.  f) )   und  //  -  2  :-:  0  (mod.  8)  \ 

(4)  t-a  =  0(mod.ö)  und  d  +  2  ==  0 (mod.8)r 

lY.  Die  ZaU  8  ist  ein  Faktor  Ton  q  (10  Rest  8ter  Potens 
Ton  j>)  für 

p.40fi+l,  9; 

;>=-c*+2rf';    c=rl  (mod.  4),  also  d~0  (mod.  2), 


40n+13,  37. 


Digitized  by  Google 


252   H.  Ukrtzkb:  Periode  des  Dezimalbruches  für  l/p,  wo  p  eine  Primzahl. 

wenn  eiiie  der  folgendea  2  BedingoBgen  orfliUt  ist: 

(1)  aafter  m  aooh  a  •  c  =  ^"~*\mod.  5), 

(2)  aufser  HI,  noch  6  •  c  •  (c»-  d«)  =  (-  1)^^^"**  ♦^'""*\mod.ö). 
y.  Die  Zahl  3  ist  ein  Faktor  von  q  (10  kubischer  Rest  Ton  p)  fSr 

wenii  entweder  a  oder  ß  =  0  (mod.5). 

Bemerkung  1.  Reuschle  giebt  in  einem  Protrramm  des  K.  Gym- 
nasiums in  Stuttgart,  I  SöG  nicht  ganz  aasreichend  richtig  an,  da£s  für 
III  eine  der  4  Bedmgimgen 

h  oder  a{h±4)  oder  (6  +  a)(6-a)  oder  (6  — a)(6  + 2)=0 (mod.40) 
eri'ülit  sein  müsse. 

Bemerkung  2.  0.  G.  J.  Jacobi  teilt  in  einem  Briefe  an  Reuscble 
TOm  Jahre  184fi  —  im  obigen  Programme  abgedruckt  die  Be- 
dingimgen  unter  IV.  mit^  fügt  aber  hinzu^  lUls  aufserdem  die  Bedingoog 

erfüllt  sein  müsse.  Er  hat  übersehen^  dalk  dieser  Bedingung  imnMr 
genügt  wird. 

Berlin,  den  IL  Februar  1901. 
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Zwei  Briefe  von  C.  G.  J.  Jacobi,  die  in  den  gesammelten 
WerXen  desselben  niclit  abgedruckt  aind. 

Mitgeteilt  yon  E.  Lampe  m  Berlin. 

In  dem  vorangehenden  Anfsatze  ist  von  Herrn  Hertzer  auf 
Jacobi  sehe  Mitteilungen  an  Heuschle  Bezug  genommen.  Da  die- 
selben iu  den  gesammelten  Werken  Jacobis  nicht  enthalten  sind,  so 
hielt  die  Redaktion  es  für  angemessen,  die  betreffenden  Briefe  hier 
von  neuem  abziidmcken.  Dieselben  sind  veröftentlicht  in  dem  „Pro- 
gramm zum  Schlüsse  des  Schuljahres  1855  0(1  am  K<»niglichen  Gymnasium 
zu  Stuttgart,  den  22.  September  185(5".  Dieses  Programm  bringt  auf 
S.  1 — 61  die  „Mathematische  Abhandliiii<^  des  Professors  Reuschle, 
enthaltend:  Nene  zahlentheoretische  Tabellen  samt  einer  dieselben  be- 
treffenden Korrespondenz  mit  dem  verewigten  C.  G.  J.  Jacobi,  Pro- 
fessor an  der  Uniyersitat  und  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin,  geboren  1804  zu  Potsdam,  geetorben  18Ö1  zu  Berlin^. 

Das  uns  zur  Einsicht  fiberlassene  Exemplar  in  Quartformat  ist 
Eigentum  des  Herrn  Hertzer.  Fflr  den  Hinweis  aof  diese  Schrift 
und  die  damit  gegebene  Anregtmg  zum  Abdruck  spredien  wir  ihm  an 
dieser  Stelle  unseren  verbindlichen  Dank  aus. 

Unter  dem  12.  NoTember  1846  hatte  sich  Benschle  an  Jacobi 
mit  einem  ISogeien  Briefe  gewandt,  der  auf  S.  4 — 9  der  Programm- 
abhandtang aoszngBweise  abgedmckt  ist  Zorn  Terst&ndnis  der  Ja- 
eobisehen  Antwort  lassen  wir  folgende  Stelle  dieses  Briefes  (S.  6 
nnter  Nr.  5)  folgen: 

Aniser  dem,  was  die  Theorie  der  qtiadratisdien,  knbischen  nnd 
biquadratischen  Beste  über  die  Hauptexponenten  ron  10  nach  den 
auf  «nander  folgenden  Primzahlen  an  die  Hand  gab,  war  ich  bei 
Berechnung  meiner  Tafel  auf  die  Entwicklung  der  Reste  selbst  an- 
gewiesen, die  übrigens,  da  man  zu  dem  Beliuf  keineswegs  ilue  Anf- 
emauderfolge  zu  keuiu'ii  braiiculj  mit  Hille  von  Tafeln  der  Quadrat- 
uud  Kubikzahleu  ziemlich  rasch  von  statten  geht.  Für  die  weitere 
Fortsetzung  wären  die  Kennzeichen  fUr  die  5teu,  7ten,  Steu  und  9ten 
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Reste  hScliBt  wünselieiiBwert;  denn  die  Prinuahlen  tob  den  Foimen 
IOm  +  1,  14n  4-1,  8n  +  1,  18n  -f  1  maehen  teils  dnicli  üir  faSafigss 
Yorkoinineny  teils  dnrch  die  hohen  Potenzen  von  10,  bis  zu  welchen 

man  rechnen  mnfs,  die  meiste  Mühe.  Daher  sehe  ich  mit  Spannung 
der  Veröffentlichung  Ihrer  Ergebnisse  über  die  5ten  und  Sten  Reste 
entgegen,  worüber  Sie  im  19.  Baude  des  Crellescheu  Journals  einige 
Aüdeutnngeu  gegeben  haben. 

Auf  diesen  Brief  folgte  die 

Antwort  Jaeobis  rom  13.  Bez.  1846. 

Ich  mufs  Sie  schon  um  fJntscbuldigung  bitten,  dal's  ich  es  so 
InTifr^  habe  anstehen  lassen,  auf  Ihren  inlialtreiehen  und  sehr  interessanten 
Brief  zu  antworten.  Ich  habe  aber  seitdem  mich  wenig  mit  ernsthaften 
Dingen  beschäftigen  können  und  insbesondere  Scheu  getragen,  meine 
arithmetischen  Papiere  vorzukrameu,  weil  diese  mich  gar  zu  sehr  in 
Anspruch  nehmen.  Ich  will  nun  aber  meinen  ergebensten  Dank  nicht 
länger  aufschiebe  und  Ihnen  das  Kriterium,  ob  10  Rest  Bier  Poteox 
ist^  sobicken^  welches  Sie^  wie  es  scheint^  wissen  wollen. 

Es  sei  ji aa  ^ cc  +  ^äd,  a  =  e=l (mod.4)y  so  sind  dicss 
Eiiterieii 

d(c*-|-<i»)  =  0(inod.5), 
femer:  L  wenn  h  durdi  8  teilbar  ist, 

6  =  0  (mod.  5),    ac{cc  -  rfrf)  -  (--  Ij^*"^^^""''  (mod.  5)j 

II.  wenn  ^  ^  4  dmch  8  (eilbar  ist^ 

«  =  0  (med.  5),   he(ee  -  rfrf)  =  (-  1  «  (moA  6). 

Um  die  Kriterien  in  Bezug  auf  die  5ten  Potenzen  anzugeben, 
mufs  man  die  p  iu  die  l>eiden  entspreebenden  Faktoren  zerN'i:<  n  können, 
die  in  der  Kreisteilung  vorkommen,  und  von  denen  Legendre  an?- 
führlich  gehandelt  hat.  Oder  noch  besser  ist  es  und  zugbMfh  zu 
anderen  Dingen  gut,  wenn  man  p  in  die  entsprechenden  4  kompb^xen 
Faktoren  zert allen  kann.  Kummer  hat  diese  für  alle  j)  unter  UMJO 
angegeben.  Mau  kann  viele  solche  ZerfäUnngeiL  durch  Probieren  finden, 

indem  man  Tersncht,  wann  ^  ^  *^  eine  Primzahl  wird:  nennt  man  f 

die  Primzahlen,  für  welche  die  Zerfällung  gefunden  ist,  so  kann  man 
auch  sogleich  für  eine  neue  Primzahl  g  die  Zerfällung  linden,  wenn 

j,"*  _J-  „6 

-  auTser  g  nur. Primzahlen  f  enthalt,  wobei  aiso  die  Kummersche 

Arbeit  sehr  su  statten  kommen  wird.  Mit  den  Resten  9ter  Ordnong 
habe  ich  mich  noch  gar  nicht  beschäftigt^  die  Beste  7t«r  Ordnung 
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würden  ebenfalls  die  Zerfallung  in  6  komplexe  Faktoren  oder  in  die  Funkt 
tionen  ^(«)  dar  Kieisteilung  erfordern.  Für  die  Zerfällung  in  4  komplexe 
Faktoieiii  di«  ans  den  Sten  oder  12ten  Wurzeln  besteben,  habe  ich 
einige  aoflgereebnete  TabelleiL  Aber  fOr  5te  Wur/.eLu  wäre  ihre  weitere 
Forteetasung,  als  sie  Ton  Kummer  gegeben  sind,  für  die  Prüfung  der 
allgemeinen  ReoiprositStBgeBetie  interesBini 

^  C.  a  J.  Jacobi. 

Schreiben  Jacob is  an  den  Yer&aser  vom  15.  Not.  1850.^^ 

AIh  ich  jetzt  mitten  unter  dem  Drange  der  Ter><chiedeusteu  Ar- 
beiten an  die  Publikation  Ihrer  TaheUen  gehen  wollte  und  deshalb  den 
Gegenstand  näher  iiua  Auge  fai'ste,  sind  mir  folgende  Gedanken  ge- 
kommen. 

Mir  schien  es  nämlich  zweckmülsig,  lUdb  Sie  seibat  so  hübsche 
und  mühevolle  Arbeiten  mit  einer  Abhandlung  begleitet  in  die  Welt 
senden.  Was  darin  zu  sagen  wäre,  würden  Sie  freilich  selbst  am 
V)esten  zu  sagen  wissen.  Es  wäre  mir  aber  schon  interessant,  wenn 
Sie  auch  nur  das,  was  in  der  Tntro'iurtiit  zu  nieirieni  Ldiion  AriÜt- 
ttfetims  auf  die  Burkardtisrhe  Taiei  bezogen  wird,  jetzt  in  Bezug  auf 
Ihre  Tafel  umarbeiten  wollten.  Dies  whien  mir-  -elbst  so  intere^^saiit, 
dals  ich  einen  Angenhlick  daran  dachte,  die  ganze  Jutroductio  so  um- 
gearbeitet in  Grelle  abdrucken  zu  la^en.  Aber  ich  sah  bald,  dafs  ich 
bei  den  zahllosen  anderen  Arbeiten,  die  mich  bedrängen,  nie  dazukommen 
würde.  Sie  könnten  dann  noch  Ihre  Wahrscheiolichkeiteaatee  and 
Tielleicht  noch  einige  andere  an  der  Tafel  prüfen. 

Sie  hatten  also  zunächst  1)  die  Tafiai  noch  in  einer  anderen  Ord- 
nung EU  schreiben  oder  Tielmehr  in  mehrere  Tabellen  zu  zerlegen, 
wdiche  immer  kleiner  werden,  bis  sie  zuletzt  nur  einzelne  Primzahlen 
enthalten.  Diese  Tabellen  beziehen  sich  auf  die  einzelnem  Werte  von 
n',  IG  dafs  mit  n'  »  1  oder  denjenigen  Primzahlen  angefangen  würde, 
fOr  welche  10  primitive  Wnrxel  ist   £s  frfige  sich  aber,  ob  Sie,  wie 

ich  es  gethan,  die  TabeUen  sondern  wollen,  flir  welche  ^^^r^  gerade 

oder  ungerade  ist,  weil  für  den  letzteren  Fall  für  —  10  sich  das  /<  .uif 
seineu  halben  Wert  reduziert,  oder  ob  Sie  vielleieht  in  einer  uml  der- 
selben Tabelle  durch  ein  beigesetztes  Sternchen  die  Primzahlen  unter- 
scheiden wollen,  für  welche  nngemde  ist  Die  Anordnung  dieser 
TabeUen,  wie  sie  S.  VI  der  iMiroduetio  gegeben  ist,  scheint  mir  ganz 

1)  Nadi  meiner  Zusammeiikanft  mit  flun  «nd  nicht  lange  vor  aeiner  tOdlichea 
Sffkraiikiuig  getehrieben.  (Bemchle.) 
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anmutig  und  übersichtlich,  und  die  Raumversch Wendung  ist  nicht  lo 
grofs,  ob  es  gleich  bei  dem  grolseren  UmfiEUig  Ihrer  Tafel  mehr  ausmacht 
Die  Abzählanffen  wllzde  ich  aber  keinesweos  aoshusen  und  sie  auch 

ZZ         ei.es  ,.r^  cJl^^  '^^  noW') 

Ich  glaube,  dafs  es  auch  2)  von  Interesse  wäre,  wenn  Hie  ans 
Ihrer  Tafel  noch  andere  zögen,  aus  welchen  sich  ergäbe,  von  welchen 
Primzahlen  10  Rest  einer  gegebenen  Aten  Potenz  ist,  auch  mit  den 
zugehörigen  Abzahlungen,  worüber  wir  schon,  glaube  ich^  gesprochen 
haben.  Für  A  —  3, 4,  8  gäben  Sie  dann  das  Verzeichnis  in  einer  gröberen 
Attsdehnnng. 

Dann  aber  wäre  es  wohl  gut,  wemi  Sie  3)  die  Tafel  innerhalb 
der  10000  auch  auf  die  Potenzen  der  Primzahlen  ausdehnten,  wie  ich  x 
es  im  Canon  gethan. 

Femer  ist  mir  beigefallen,  ob  Sie  nicht  mit  der  Publikation  der 
Tafel  für  A  =  3,  4, 8  warten  wollen^  bis  Sie  das  Zahlenheft  von 
Dr.  Bosen  ha  in  haben,  um  dann  Tor  dieser  Tafel  die  betreffenden 
BestensSisBe,  so  weit  dies  dazu  nötig,  vonuizaschicken.  Es  w&re  dies  für 
Sie  sngleicli  die  beste  Gelegenheit^  sich  in  diese  nene  Theorie  hineinzn- 
arbeiten.  Es  wäre  gnt,  wenn  Sie  noch  die  Zeifillungen  auch  f&r  dk 
Primzahlen  hinzufligten,  von  welchen  10  xiicht  biquadratiseher,  aber 
quadratischer  Rest  ist. 

üm  den  Nutzen  Ihrer  groJsen  Tafel  zu  zeigen,  können  Sie  aus 
meiner  Introductio  noch  die  Meilioden  hinznf&gen,  wie  man  dadurch 
in  Tiden  Fallen  die  TabeHen  meines  Canon  berechnen  kann.  Dieser 
Canon  Arithmeticus  ist  fast  ganz  unbekannt  geblieben,  indem  aulser 
den  50  Exemplaren,  die  ich  Terschenkte,  nur  30  abgesetst  worden 
sind;  darum  eben  hielt  ich  es  hauptsachlich  für  notwendig,  dals  durch 
eine  Torgesetzte  Abhandlung  auf  den  Wert  soldier  Tafel  aufinerksam 
gemacht  würde. 

Zeit  haben  Sie  die  Fülle;  denn  das  Crellesche  Journal  wird  teils 
durch  die  Anfertigung  der  Indices  für  den  40.  Band  im  Druck  auf 
gehalten,  teils  ist  es  so  besetzt,  dafs  ich  mit  meinen  notwendigatec 
Sachen  wahrscheinlich  gar  nicht  mehr  in  den  41,  Bajid  hineinkommen 
werde.  C.  G.  J.  Jacobl 

1)  IMeB  ist  natOrlich  aar  ventftndlieh  dnieh  Yergleichung  der  titierten  In- 
troductio znm  Csnon  Arithmetieiui.  (Rensclile.) 
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Sur  quelques  problämes  elementaires  de  la  Otemötrie 
descriptlTe  &  3  et  4  dimeiiflioiiB; 

Par  M.  GiKO  Loeia  k  Gdnes. 

1.  Dans  la  methode  de  ia  projectim  centrale  —  qui,  entre  lea  procedes 
particiiliers  de  la  Geometrie  descriptivOi  est  une  des  plus  employäeSy 
api^B  qve  M.  Fiedler  Ini  fit  atteindre  an  si  hsaii  degre  de  perfection  — 
on  d^termine  cbaque  droite  r  de  l'espace  par  sa  trace  T  sur  le  tableau 
(plan  de  projection)  et  son  point  de  fuite  T  (projection  du  point  ä 
rinfixii  de  r).  Un  point  P  qoi  n'est  pas  ä  Tinfini,  est  d'ordinaiice 
reprtent^  par  son  Image  P'  et  une  droite  (TT)  qui  le  contient;  en 
tappoflant  par  eons^aenee  qae  T,  1%  F'  soient  troit  pomts  d'nne 
m§ine  droite,  on  ^crit  Ps(Ti',  P').  Mais  il  est  ^dent  qn'on 
pourrait  bien  d4tennj]ier  la  position  du  point  P  en  donnant^  en  dehoFB  de 
sa  projection  P',  un  plan  \t  f']  qui  le  contient;  dane  oe  cas,  ^  et  t'  ^tant 
deuz  droitee  paraUMes,  on  ecrirait  P^  \t\\  P^.  Quoiqne  cette  seconde 
mani^  de  d^tennination  se  präsente  natureUement  —  je  dinds  m§me 
qu'eUe  B'impooe  lorsqu'on  a  ik  faire  ayec  des  figuree  compo«^  de 
plnaienrs  points  situ^  dana  un  m^e  plan,  par  ex.  dans  la  repr^sentation 
de  p jramideB  (ou  prifmes)  et  odnee  (ou  cylindrea)  d^termin^  par  lenrs 
baaes  — ,  on  a  lliabitnde  de  n*en  parier  on  de  n'en  fiure  qu'une  men- 
tion  trfes  rapide  dans  les  cours  et  les  traites  de  Glom^trie  descriptive, 
Sans  doiit«  en  considerant  que  rien  ii  est  plus  facile  que  de  passer  de 
Tiiuc  il  l  autre  de  cps  deux  munieres  de  determiner  im  point.  Mais 
comme  la  Solution  d'uu  probleme  (ju^on  obtient  en  le  reduisant  ä  un 
autre,  est  presque  ton  jours  (jn  seruis  meme  teute  de  supprimer  le  p  escjuc) 
moiiis  simple  que  la  soluLuni  directe  et  que  dans  une  sdcnce  d'appli- 
cation,  comme  est  ceiie  qui  doit  son  rxisteiK  e  a,  Monge,  Teparyne  d  une 
li^ne  eonstitue  un  avanta^c  et  re|j[  t  sente  un  pro^bs,  je  suis  convain- 
Cu  qii'il  est  jireferable  de  n'accorder  au  debut  la  prefereuce  ni  a  l'uue 
ni  a  l  autre  de  ces  mnniores,  mais  de  les  retenir  toutes  les  deux  pour 
les  empioyer  suivant  lee  cas. 

Si  Ton  accepte  ces  id^cs,  il  est  indispensable  de  donner  an  moins 
deux  aolutiona  pour  tout  probleme  fondamentaL  oü  entre  les  donn^es  il  se 
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trouve  des  poinfcs,  car  tout  poiut  peut  etre  determine  de  deux  manieres 
diflFerentes.  Or  il  est  remarquable  que,  au  moins  lorsqu'il  s'agifc  de 
questioDB  projectives,  les  sobitionB  nussant  ea  suppOMunft  les  pointi 
d^termin^s  de  la  mani^re  ordinaire,  ne  sont  pas  sap&ieime  en  el^guiM 
et  flimplicitö  k  Celles  proTemmt  de  lliypotkäfle  eontrubre, 

Une  preave  est  Offerte  por  le  probleme  de  «d^terminer  U  droite 
qui  Joint  denx  pomts».  Iie  leeteur  en  comiait  Ia  Solution  ordinaii«^ 
nn  pea  artificieose  dans  le  concepi  et  (lelativement)  compliqn^  dam 
son  extotion  sur  Tepiire.   Or  si  les  points  doxm^  sont  aa  contnure 

d^termm^  coinme  ü  snit 
(Toir  Fig.  1»): 

la  trace  et  le  point  de 
fiiite  i]^  de  la  droite  qui  les 
Joint,  peQTent  ae  oonstnure 
oomme  il  snit  Ck>mme  la 
dzoite  ^  =  P|P,  a  poar 
Image  x'  la  droite  Pi'Pi» 
ponr  fcrouver  et  J]^  il  est 
Süffisant  de  iroiiTer  un  plan 
passsnt  par  x.  Coniid^mi 
ä  oet  effet  an  point  qael- 
conque  de  rinterseetioa  (TI') 
des  denx  phms  et  [t^i^ 
par  ex.  son  point  ä  rinfini, 
et  joignons-le  anx  dem  pointi 
P,  P,;  les  droites  Jet  P,  J  ont  comme  traces  les  points  et  ou  et 
sont  coupees  resp.  par  P^I'  et  Pj  /';  elles  determinent  un  plan  dont  t~  J, 
est  la  tracc  et  dont  Li  droite  de  fuite  est  la  parallele  i'  tiree  par  i'  a  /. 
(Jouiiue  ce  plan  passe  par  lu  droite  P^P.,,  les  points  cherches  Tj  et  Ii 
ue  sont  que  les  intersectiuns  de  t  et     avec  .r';  le  probleiiie  est  ainsi  resolu. 

II  arrive  f(ue]rjnefois  qu'on  doit  trouver  la  droite  qui  Joint  deui 
points  deieniiuies  tlc  itiann  rt^s  iliüVi  Miites ;  cVst  le  cas  lorsqn'oTi  reut 
represeuter  une  ]>yramide  ou  un  cöne  iletennmc  par  sa  base  ^  ^  [/(",  z/'] 
et  son  sommet  V  ee  [TP,  V'].  8i  par  ex.  les  deux  poiuts  sont 
T~(Tr,P')  et  Q^[ti',Q']  (Flg.  2'  ),  pour  trouver  la  trace  T, 
et  le  j)oiiit  de  luite  /t  de  la  droite  x  =  P^J,  srtus  rrdvure  le  pr<  - 
bU'iiie  n  uu  autre,  on  commence  par  determiner  —  a  l'aide  d  uu 
plan  auxiliaire  [t^i^\  passant  par  la  droite  (TP)  —  le  point  JV  oü  se 
^apent  la  droite  {TI')  et  le  plnn  [^t'j.   La  droite  IfQ  aora  poor 
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elementi  deicriptifo  les  inienectioiu  et  ^  de  N'^  ayec  i  et  %'  et 
d^terauneia  arec  U  droite  NF  im  plan  dont  la  tnce  est  TT^  =  ^  et 
la  droite  de  laite  est 
ri%^ii\  lea  intersec' 
tiona  de  cee  droites  ayee 
la  dxoite  F'Q*  eeront  les 
pointe  eherehA    et  II. 

n  n'est  pas  plus 
difficile  de  tronver  le 
jJäii  i^ui  passe  pur  la 
droite  r  =  {TT)  et  le 
point  P  =  \ti\  P'J 
(Fig.  3'  I.  (''est  le  plan 
<jui  passe  par  /■  et  par 
la  droite  «jui  joint  P  au 
point  P^  )  I  se  couj)eiit  la  droit<^  (TT)  et  le  plan  (tV).  Or  Pj  se 
determlue  iacileineut  a  luide  d'un  plau  jinxüiaire  Passant  par 

iTI')\  eu  tiraut  apres  la  droite  F' Fi  on  aura,  dans  ses  iutersectious 


VI«.»*- 

et  7,  avec  ^  et  i',  les  elements  doscriptifs  de  Ui  droite  PPj.  Alors 
les  droites  T  1\  et  /'/,,  qui  reRultent  paralleles  entre  eiles*),  sont 
resp.  la  trace      et  la  droite  de  iuite      du  plaa  demande. 

1)  Si,  en  effet^  on  a|)pelle  T,  le  point  tt^  et  T'^  le  point       on  trouTe: 
doBC  ir  et  T^J^  8ont  deus  droitea  paralleles. 
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Goro  Ikwia; 


Le  nouveau  moyen  pour  determiner  la  position  des  points,  doni  noui 
arons  parle,  donne  ime  Bolation  directe  et  facile  dWe  question  qo'on 
i^ont  d'oidinaire  sans  A^ganoe  et  aym^trie  en  oombinaat  ]a  eoDätm- 


nff.4.». 


tion  de  In  droite  qui  Joint  deux  poiuts  ä  celle  du  plan  qui  passe 
un  poiiit  et  uue  droite^  c'est-ardire  du  probl^e:  cconstruire  le  pl^ 
paMttnt  par  trois  points  donnes».   Supposons,  en  eSe^*  qa'il  s'agisse  de 
trouTer  la  trace  t^e  et  la  droite  de  fuite      du  plan  qni  paaae  par  lee 
troia  points  At  =.  [kn,       (A; »  1,  2,  3)  (Fig.  4.«).   DaennmonB  1« 
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droiies  r»^  (^^^0  ofk  ee  coupent  denx  ä  dem  les  plana  [hikl;  Um 
projections  panent  ^demment  par  nn  m^me  point  8', 
jeetion  de  rintenection  /Sf  de  ces  trois  plana.  Soit  rinteiseotion  dn 
plan  qne  I'on  eherche  ayee  la  dxoite  Si  nona  conaiddrona  lea  trois 
points  Ai,  Xj,  X^j  ils  appartiennent  ä  rintersection  du  plan  €  =  A^A^A^ 
arec  le  plan  [t^  i  J ;  donc  ils  se  trouTent  snr  tme  meme  droite,  et  la  mßme 
chose  arrive  aux  poiuts  A^,  X«,  Xy  Pour  des  rai^ons  semblables  A^,  X^  X^ 
se  trouvent  sur  \mv  secondc  droite  et  A^,  Xj,  Xj  sui  ime  troisieme. 
II  s'ensnit  que  le  triangle  XjX^Xg  est  cirooriHcrii  au  triangle  A^A^Aj^ 
et  i[UB  ses  sommets  sont  situes  sur  les  droites  r^,  r,.  Or  on  sait  que 
Bi  im  triangle  PjPjP,  se  deforme  de  iiianiere  que  ses  sommets  par- 
coureat  des  droites  rj,  r,,  passant  par  un  inline  point  S',  taiidis  que 
deux  de  ses  cotes  PiPo  et  P^Pg  passent  par  deux  ])oints  fixes  A.^  et  A[ 
son  troisieme  cote  tourneni  autour  d'ua  troisieme  point  fixe  0  de  la 
droite  A^Al^.  Pour  trouver  ce  point  il  suffit  de  considerer  une  position 
quelconque  du  triangle  variable.  Cela  prouye  que  si  Ton  mäne  la  droite  OA^, 
sea  intersections  avec  et  seront  les  points  inconnns  Xi  et  Xä;  le 
troisieme  X«  est  celoi  par  leqnel  passeut  les  droites  Xi^s,  X^Al,  ri  La 
droite  XjXs  coupe  et  i|  anx  points  üi  et  «/^  trace  et  point  de  iiiite 
de  la  droite  X,.  D'une  maniere  analogue  on  d^termine  les  points  TL  et  JjJ, 
V^eiJy  Aloia  Ulf  Ui,  appartiennent  ä  la  trace  i^,  tandis  quejpjy«/^  se 
troüTent  sur  la  droite  de  foite  ^  da  plan  eherehd.  Ge  plan  est  par 
cons^uent  d^termin^.  La  constraction  que  nona  venona  d'ezposer 
doime  liea  i  un  assea  grand  nombre  de  T^rifications:  car,  non  aeolement 
^11  ^  doivent  tomber  snr  one  droits  et  la  mdme  chose  doit 
aniTer  ponr  les  points  Jl,  Ji  Ji,  maia  ces  deux  droites  doivent  r^snlter 
paiall^es  entre  elles. 

2.  Les  remarques  que  j'ai  faites  au  debut  de  cet  articlc,  peuvent  s'appli 
quer,  avec  des  moditicatious  convenal)les,  a  l'espace  a  qnatre  (ou  u  tt) 
dimensions,  Jorsqu'on  appiique  la  methode  de  la  projection  centrale 
ge'ueralisee,  teile  quelle  a  ete  imagin^e  et  developpee  par  M.  Verouese 
il  y  a  Vingst  ans.')  Pour  eu  r^sumer  les  conccpts  fondamentfiux  nous 
indiqiiernn>  IVspace  a  quatre  duuensions  coasidere  })ar  la  lettre  3,  par 
les  lettres  latines  majuscules  ses  oo*  points  et  par  les  lettres  g^recquee 
majuscoles  ses  oo*  espnccs  a  trois  dimensions,  par  les  lettres  latines 
minuscules  ses  cv^  droit4iS  et  pai-  les  lettres  grecques  minuscules  ses  oq** 
jAans.  Un  espace  (sous-eutendu  trois  dimensions >)  2^  de  @  est 
represente  par  sa  trace  %  (sur  notra  espace^  consid^  comme  espacß  de 


1)  Suüa  geometria  deaeritUoa  a  fuaUro  dmeiuiom  (Atti  del  R.  Ist  Teneto, 
6»  Serie,  VÜI,  mi). 
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GiMo  Loria: 


«-^präeNftitib»  ou  tahhau)  et  son  plan  de  Mie  i%  t  elk  i  ^tant  dem 
plana  paraimes;  on  ^crit  en  coxu^uence  Z=  {tt').  Un  plan  « 
d'ime  mani^  semblable  repr^sent^  par  aa  traice  <  et  aa  droite  de  ftiHe 
i',  t  et  t"  ^taat  denx  droitea  pandlttee:  on  exprime  oela  en  MTui 
%^  [^t'].  Enfin  nne  droite '  r  eat  d^termin^  par  aa  trace  T  et  bob 
point  de  fnite;  on  a  de  la  aorte  r^{TT),  Ponr  d^tenniner  kt  Posi- 
tion d*nn  point  P  ü  ne  anffit  paa  de  donner  sa  projection  P',  mais  il 
fknt  encore  eonnattie  un  espace^  un  plan  on  nne  droite  qni  le  contieni 
SaiTant  qne  Ton  ae  aert  de  oea  troia  AAnenta  anxiHalTes  on 
P=  (trt',  P'),  P~\ti',  P'J  on  bien  P={Tr,  P'\  en  suppowat 
qne  dans  le  second  cas  P'  se  trouve  snr  le  plan  des  droites  parallelei 
i  et  i'  et  dans  le  troisicmc  que  T,  I\  P  soicnt  trois  poiuts  d'tme  mem« 
droite.  M.  Veronese  a  duune  la  prefereiice  a  cette  troisieme  mana're 
de  determination;  nous  allons  employer  la  premiere,  en  laissant  a  not 
lecteurs  de  d^velopper  la  denxieme,  dont  les  droits  ä  etre  consideres 
ne  peuvent  etre  meconnus.^) 

DaiiB  la  geometrie  descriptive  de  l'espace  ä  qnatre  diiueiisioiis  hnit 
problbraes  de  position  joueot  le  role  de  iundamt)itai(x\  il  sont 
Cüuples  corrolatifs,  comme  il  resulte  du  tablean  siiivaut: 

1.  Troiiver  la  droite  (pii  passe  par  denx  points  donnes. 

2.  TrouTer  le  plan  oü  se  couj)eüt  deux  espaces  dounes. 

3.  Trouver  le  plan  qui  passe  par  nn  point  et  une  droite  dounes. 

4.  Tronver  la  droite  oü  se  conpent  un  espace  et  nn  plan  donoM. 

5.  TrouTer  Teapace  qni  paase  par  nn  point  et  un  plan  donnee. 

6.  Tronver  le  point  oü  se  coupent  un  espace  et  une  droite  doan^ 

7.  TrouTer  l'espace  determin^  par  denx  droitea. 
S.  TrouTer  le  point  o4  ae  eonpent  denx  plana. 

Nona  allona  arant  tont  expoaer  lea  aolutiona  de  ceux  eatre  eei 
pxobl^ea  oü  il  j  a  des  points  entre  lea  donn^,  en  anpposant  dehs 
d^tenniner  par  le  prämier  des  troia  mojens  indiqn^  plus  haut 

a)  Däemmer  la  trace  Ta  et  le  pokd  de  fidte  de  la  droite  x  ^> 
Joint  les  deux  poinis:  1\  —  [til'^,  P,'|  et  Pj  =  {Tjtj,  P,}. 

Solution.  Pour  faciliter  la  tächc  du  lectenr  qui  nous  suit  nous 
nous  servirous,  dans  cette  question  et  dans  les  suivautes,  de  figures 
sciiematiques ;  dans  la  Fig.  5"  on  trouvera  iudiques  les  donnees  et  les 
constructions  relatives  au  probl^me  qni  nous  occupe  maintenant. 

Comme  Timage  x'  de  la  droite  cherchee  u'est  que  la  droite  qui 
passe  par  PI  et  P|;  pour  r^soudre  le  probleme  il  soffit  de  IronTer  an 

1)  n  va  ttitt  dini  qua  tiea  n*ait  phis  fiteOe  «ins  de  pasaer  d^aaa  qndc«»' 
que  atix  auttet  de  ce«  maniteee. 
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espace  qui  contient  la  droite  PiPj;  on  peut,  par  ex.,  avoir  recours  a  celui 
qui  passe  par  la  droite  a  Tinfini  du  plan  x  ~  [/}']  oü  se  coupent  les 


deux  espaces  donnes  {T,t,')  et  {tjI^}.  Pour  le  determiner,  remarquoiis 
que  cet  espace  auxiliaire  pasre  par  le  plan  PjI;  or  ce  plan,  dont 


\  \ 

Fi«.  3'. 


la  projection  est  le  plan  P[i',  passant  par  le  point  P,  et  par  la  droite  i 
de  Tespace  {       } ,  appartient  ä  cet  espace,  sa  trace  sc  trouTe  en  con- 
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Ono  LouA: 


s^qnence  sur      et  sa  droite  de  fuite  sur  sa  droiie  de  foite  Mi 

donc  t"  et  sa  trace  ^  rintersecfcion  des  plans  et  P[{'.  L'espac« 
auxiliaire  pacwe  aosai  par  le  plan  x^^P^i,  dont  la  droite  de  fdite  eitt 
et  dont  la  trace  est  rmtonection  dei  plans  et  P^i;  oet  eipaoe  a  dooe 
comme  tiaoe       le  plan  ddiennin^  par  les  droites  (tontee  les  daox 


Fig.  7.*. 


pandlÜes  k  i*)  eit  ei  comme  pUm  de  fiiito  le  plan  mend  ptr  i" 
panülUement  t«.  Alors  et  J«  ne  sont  qne  les  intersectioiu  dei 
deiix  pUma     et     avee  la  droite  Pi'Ps* 

b)  Däermmer  la  trace  t^ä  la  droiU  defuUc  i'^  du  pUm  $  qm  paar 
parUpoMP=  {rt',  P'}  d  par  Ja  ämier  =  {Tr)  (Fig.  6/). 

SolntioiL  Gommen^oiu  par  tronver  le  point  Q  oü  se  ooapent  b 
droite  (Ti')  et  Fespace  A  cet  effist  menons  par  cette  droit» 

1)  fest  le  Co  des  probl^es  dont  ci-dcssua  je  äa  rtinamcratioii. 
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un  plan  arbitraize  il  ama  comme  ^l^ents  descriptift  deux  droites  i 
et  i'  panülMes  entre  ellea  et  pasaant  lesp.  par  T  et  J';  ce  plan  et 
Fespace  {ti\  se  eonpent  dans  one  droite*)  qui  a  eomme  traoe  le 
point  7\  =  tt  et  comme  point  de  faite     =  iW\  Q*  est  alora  Tinter- 

section  des  droiies  TJ'  et     1[ .   Le  plan  cherch^,  passant  par  r  et  P, 

contient  aussi  la  droite  P(?,  dont  la  tracc  et  le  point  de  fuite  ne  sont 
que  les  intersections  T,  et  1^  de  la  dioitc  1'  avec  les  plans  x  et  t'. 
Les  deux  droites  TT^  et  i'/,  sont  les  droites  cherchees  et  i^;  ellea 
resulteni  (comme  11  devait  arriTcr)  paralleles  entre  elles,  car  ou  a 

Q'T  _  Q'T,  _  Q'T, 

c)  Determiner  la  trace  et  le  plan  de  fuite  de  lespace  S  qui 
passe  }Hif  le  point  P  =^  \xi,  F' \  et  par  le  plan  « [<t']  (Fig.  7*). 

Solution.  D'une 
maniere  analogue  a  celle 
empioyee  dans  le  pro- 
bleme  precedoMt,  comraen- 
9011S  par  trouver  la  droite 
r  oü  ie  plan  [ti'\  coupe 
l'espace  (  t  i ' ) ;  eile  a  comme 
trace  le  point  T=tt  et 
eomme  point  de  fuite 
T  =  %i'.  Cette  droite  et 
le  point  P  d^teiminent 
un  plan  6  appartenant  ^ 
Teapaoe  cherdi^;  ee  plan 
contient  aoasi  la  paiüföle 
men^  de  P  &  r,  dont  le 
point  de  fbite  eet  J'  et  dont  la  trace  est  rintereeetion  de  la  droite 
P'T  et  du  plan  «  a  donc  comme  traoe  7I\  ^  ^t^  et  comme  droite 
de  foite  la  parallMe  men^  de  1'  a  t^,  Comme  Teepace  ehereh^ 
contient  lee  denz  plana  x  ^  \ti'\  et  «  =  \  t^  sa  traoe  t«  est  le  plan 
it^  et  Bon  plan  de  fiiite  1^  est        et  le  probleme  est  r^ln. 

Remarqnona  enfin  qne  nont  yenone  de  r^sondre  lea  probl^mes 
fondamentanz  de  position  qui^  dans  uotre  liste,  portent  les  n*^  1,  3,  5; 
leurs  corr^atift  ne  pr^sentent  aucune  difficult^;  comme  les  solutions 
des  n**'  4  et  6  ont  ete  deja  öigiialees  incidemment,  il  nouH  roste,  pour 
epuiser  notre  sujet,  a.  dire  quelques  mots  sur  les  deux  derniers. 

Trouver  la  trace  Xx  et  le  plan  de  falte  i'x  de  l'espace  dctermim  imr 
les  droites     =  (T, I[)  et  r,  eie  (T,/;)  (Fig.  8*). 

1)  Voir  h;       des  mf-mes  problöme». 
▲rctüT  der  Mathematik  and  rbjrcik.  ItL  B«U>«.  IL  lÜ 
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Lea  deux  plans  cherch^s  doiTent  etre  paraUeies  et  passer,  ran  par 
la  dioite  TjT,  et  Taatre  par  la  droite  le  premier  est  donc  le  plan 
men^  par  la  dn>ite  T^r,  pa»Uelem€iit  k  la  droite  T^T^,  tandis  qoe  k 

secood  est  le  plan  men^ 
par  la  droite  /,  /j  pa- 

Trmott  U  poini  X 
ai^  K  ampaU  Us  dmit 

=  ft^O  (Fig.  9*> 
Pto   la    plaD  S| 
menons  im  eepace  arbi- 
tralze  (v<'|;  fl  ooope 
le  plan  9^  dws  la  drotte 
dont  Ibb  ^HAneub  de- 
eeriptift  aont  r=fi^flt 
r=i't;.  U  dioite  TI' 
conpe  le  plan  dans 
le  poini  X\  de  sorte  qae 
ron  a  X^It^,  X  ). 
Le  lectenr  yena  ftdlement  que  la  constmetion  de  Teqpaee  pe— nt 
par  quatre  points  pent  ^  feite  d'nne  mani^  analogne  ä  eelle  dn 
plin  paasant  par  trots  points,  expoede  ä  la  fin  du  Nr.  1. 

aises,  Aoat  1901. 
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Ein  Beitrag  zur  Frage 
nach  der  zweckmAfslgeten  Gestalt  der  GescbofsspitzeiL 

Von  Adolf  Eneser  m  Berlio. 

Eins  der  ältesten  Probleme  der  Yanationsrechnung,  dasjenige 
naiiilieh,  welches  man  als  das  Problem  der  Fläche  kleinsten  Wider< 
Standes  zn  bezeichnen  pflegt  findet  eine  interessante  praktische  Anwendung 
bei  der  Frage  nach  der  zweckmäTsigsten  Gestalt  der  Gescholsspitsen. 
Die  gewöhnlich  in  der  YariationsreehnnDg  bdiandelte  Angabe  yerlangt, 
dem  Meridian  der  BotationsflSche  zn  finden,  welche  in  einer  Pltisfligkeit 
ücntaehieitend  hei  gewissen  Annahmen  Uber  die  Bmckwirkong  den 
kleinsten  Widerstand  erleidet.  Wenn  es  sieh  aber  um  die  QesohoJs- 
Bpitaen  handelt,  muis  man,  wie  Ton  neueren  Autoren*)  hervorgehoben 
wird,  den  Widerstand  der  Stimfiüche,  d.  L  einer  das  Geschofs  nach 
vom  begrenzenden  Kreisflaehe  mit  horficksichtigen,  und  die  praktiseh 
interesssnte  Frage  ist  folgende:  wie  mufs  bei  gegebener  Linge  und 
gegebener  hinterer  Grenzfläche  der  Geschofsspitze  der  Meridian  ihrer 
Mantelfläche  angenommen  werden,  damit  diese  zusammen  mit  der 
Siimfläche  den  kleinstniöglichen  Widei-staiid  erleide j  dabei  ist  der 
Kadius  der  Stirnfliiche  nicht  vorgeschrieben. 

Ein  wichtiges  auf  diese  Frage  bezügliches  Resultat  hat  Armanini 
abgeleitet;  er  zeigt,  dafs,  wenn  das  gesuchte  Minimum  vorhanden  sein 
soll,  die  Mantelfläche,  deren  Meridian  die  seit  T^owton  bekannte  Kurve 
ist,  sich  unter  einem  Winkel  von  45^  an  die  btirnflüche  ansetzen  mufs; 
damit  wird  eine  irrtümliche  Angabe  in  der  ulirigens  verdienstvollen 
Arbeit  von  August  berichtigt.  Es  bleibt  aber  noch  zu  untersuchen, 
ob  die  nach  der  Regel  von  Armanini  konstruierte  Geschofsspitze 
wirklich  ein  Minimum  des  Widerstandes  liefert;  um  diese  Frage  zu 
beantworten,  benutze  ich  die  Methode  zur  Ableitung  hinreichender 
Bedingungen  des  Extremums  bei  Problemen  der  Variationsrechnung 
mit  veränderlichen  Integrationsgrenseo,  welche  ich  an  die  Ghrundgedanken 

1)  August,  Crelle's  Journal  lOS  (1888)    Armanini,  Aimali  di  mat.  (Ä)  4 
(1900;.  Lampe,  Verb.  d.  deutschen  phja.  Ues.  8  ilWi). 
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Ton  Weierstrafs  ankntLpfeiid  iu  meinem  Lehrbuch  der  YariatioiU' 
rechnung  entwickelt  habe. 

1.  Die  SymmetrieachBe  des  Geeehosses  sei  die  jr-Aohee  einfli 
reehtwinkligeu  Koordinateiuyiteine;  die  Stixnfllche  entstehe  dmdi 
Botation  eines  SMckes  der  positiven  y- Achse;  der  GhschoAikdiper  li^ 
nach  der  Seite  der  positiTen  Absässen  hin  nnd  bewsge  sich  dorcli 
die  Luft  in  der  Bichtang  der  negativen  d?- Achse.  Bs  sei  ferner  0  dsr 
Koordiniitenanftngspnnkt,  Ol  der  Radios  der  StixnfliSche,  1  also  ein 
Pnnkt  der  positiyen  Ordinatenaichse;  12  sei  das  hrammlinige  StBck 
des  Meridians  der  Geschoisspitze,  sodafii  der  Punkt  2  auf  der  hintena 
Begrenzongsflache  deiselben  liegt.  Wenn  dann  die  Enrre  12  stet^ 
gekrflmmt  sein  nnd  das  gesachte  Hinimum  liefern  soll,  so  eigeben 
die  gewdhnlidien  Methoden  der  Yariationsrechnnng  als  erste  notwendige 
Bedingung  des  MinimiunSf  dafs  die  Karre  12  durch  Gleichungen  ?ott 
f eigner  Gestalt  daratefibar  sein  mds: 


(1) 


dabei  bedeutet  t  einen  Paiameter,  für  den  offenbar  die  Gleichung 

*  dx 

gilt;  a  und  h  sind  Konstante.  Die  Kurren,  welche  durch  die  Glei- 
chungen (1)  bei  wiUkflrlicher  Wahl  der  Giofsen  a  und  h  definieii 
werden,  sind  nach  der  Beseichnnngsweise  meines  Lehrbochs  die  Extre- 
malen  der  vorgelegten  Minimumsau^be. 

Beaeichnen  wir  nun  hier  wie  auch  fernerhin  die  Koordinaten  der 
Punkte  1,  2, . . .  durch  x^,  y,,  x^y  y^y . . die  Werte  des  Panuaeten  i 
in  diesen  Punkten  durch  t^,  t^,  . . so  ist  nach  Armanini  eu  setien 

und  die  zweite  Gleichung  (1)  ergiebt 

Vi  =  2a, 

sodafß  ((  i'benso  wie  positiv  ist;  da  femer  a?|  —  0,  so  folgt  ans  der 
ersten  Gleichung  (1),  wenn  man  <  «  ^  —  1  setst, 

sodafs  die  Gleichungen  der  zu  untersuchenden  Extremalen  in  folgende 

Form  gebracht  werden  können: 


(2) 
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Von  jeder  der  liierdnieh  daargeetellteii  Kunran  betrachten  wir  iua 
denjenigen  Teil,  der  dem  Wertgebiet 

(3)  l^t>0 

entspricht;  da  offmbar  die  GiOise 

bei  der  Voraussetznug  (3)  negativ  ist,  so  erhält  man,  wenn  l  vom 
Werte  +  1  beginnend  abnimmt,  die  positiven  Werte  von  x,  die  bei 
der  festgesetzten  Lage  des  Gescbofises  zum  Koordinatensystem  zu  be- 
trachten sind. 

2.  Der  Widerstand,  den  eine  in  der  Richtung  ihrer  Symmetrie- 
achse durch  eine  Flüssigkeit  fortschreitende  Rotationsfläche  erleidet, 
wird  bei  der  Newtonschen  Voranseetaang  über  die  Drockwirkung 
durch  den  Ausdruck 

dargestellt,  in  weldiem  C  eine  Konstante  bedeutet  und  längs  des 
Meridians  der  Botationsfliche,  einachliefsiich  der  die  Stimiache  er- 
aengendea  geraden  Strecke,  an  integrieren  ist;  sind  x  und  y  lings  dee 
MeridiaiiB  Funktionell  eines  Parameters  und  werden  die  Ableitungen 
nadi  diesem  durch  Acooite  beaeiehnet,  so  kann  man  für  den  Aus- 
druck (4)  schreiben 

wobei  gesetat  ist 

(ö)  F(x,  ir,  x\  ff'}  - 

Die  Bedeutung  der  Konstante  C  ist  leicht  zu  erkennen,  wenn  man 
x'  ^0  setzt,  also  längs  einer  Ordinate^  s.  B.  des  Stückes  Ol,  integriert; 
man  erhalt  dann 


7%' 


C  fydy  -  % 


C  ist  also  das  2  ;c- fache  des  Widerstandes,  den  eine  auf  der  Bewegungs- 
richtung senkrechte  Kreisflache  erleidet,  diridiert  durch  das  Areal 
derselben. 

IMe  Beziehung  zwischen  der  Funktion  F  und  den  Extremalen  be- 
steht darin,  dals  die  Gleichungen 

dF  ,  dF 
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in  wdoken  F,,  —  ^  u.  s.  f.  gesetzt  ist,  gelten^  wenn  man 

f5r  Xy  y  die  Ausdrücke  (1)  oder  (2)  einsetzt;  mau  kann  sich  daron, 
ohne  etwas  ans  der  Variationsrechnung  zu  entlehnen^  durdi  einlaciie 
Ausrechnung  leicht  überzeugen. 

3.  Um  nnn  nnserem  Ziel  näher  zu  kommen,  betrachten  wir  deo 
Extremalenbogen  12  als  speziellen  Fall  eines  Teränderlichen  Bogens 
Mf  der  in  folgender  Weise  konstniieit  wird.  £8  sei  >  0,  and  ei 
werde  die  Extiemftle 


4t» 


für  das  Intervall  1  >  <  >  0  betrachtet,  und  der  Widerstand,  dividiert 

durch  die  Konstante  C,  allgemein  durch  J  bezeichnet;  spezieller  j^ti 
«/|»4  ^^^^  längs  des  Liiiieuzuges  034  gebildete  Integral,  und  werde 
stets  der  Integrationsweg  durch  die  dem  Buchstaben  J  angehefteten 
Zahlen  angedeutet.    Dann  ist 

wobei  der  Strich  darauf  hinweisen  soU,  dafs  längs  einer  Eitremale 
integriert  wird,  und  nach  Nr.  2  ist^  da  längs  der  Geraden  03  <he 
Gröfse  x'  verschwindet, 

(8)  J^^Jydy^^; 

femer  ergiebt  sich,  da  den  Gleichungen  (7)  zufolge  dem  Werte 
der  Pimkt  3  entspricht^ 


wobei  ftr  x,  y  die  Werte  (7)  eabetitoiert  zu  denkoi  sind.  Zur  Tibp- 
einfachung  der  Formeln  woISen  wir  festsetzen,  daJs 

sei,  d.  h.  wir  wollen  die  Gröfsen  x,  i  ohne  Iudex  auf  deu  Punkt  4 
beziehen  und  schreiben  demgemäUs 

t 
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Dieae  GiOlae  kum  ab  Fuitktioii  Ton     und  I  angeeehan  werden;  nun 
erhSlt  unmittelbar  _ 

oder,  da  F  nach  der  Defimiion  (5)  in  Bezug  aui"  die  Argumente  x',  y' 
homogen  toü  der  ersten  Dimension  ist^ 

oder  endlich,  indem  man  zum  Amidmek  bringt,  dab  x  und  y  den  « 
Gleiekmigen  (7)  sofoige  Funktionen  von     und  t  aind, 

Da  ferner  die  Iniegrationsgrenien  Yon     nnabhlngig  sind,  findet  man 

Dieser  Anfldmck  kann  durch  partielle  Integration  nmgeformt  werden, 
indem  oiaii  von  den  Gleiehmigen 

dx'      d  fda\      d  (d*\     dy_     J_  (dy\      d  /dy\ 
anageht;  man  erbalt  z.  B. 

und  findet  acbliebUoh 

also  den  Gleichungen  (6)  zufolge,  die  bei  den  Voraussetzimgeii  (7) 
offenbar  ebenso  gelten,  wie  wenn  man  für      y  die  Werte  (2)  einsetzt^ 

Kombiniert  man  dieaee  Beanitat  mit  der  Gleichong  (8)  und  aetat 

SO  ergiebt  sich  m  etwas  geänderter  Anordnung 

$^^^-iF  i^4-F  ^\  \f  i^4-F 
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Nun.  ersieht  maa  aus  dea  Gleichungen  (7)  uumittelbar 

(10) 


dx 


(11) 

da  ferner  olfeubar 


■In  nach  (U) 


-0, 


dy 


-1, 


F 


80  folgt 


2^ 


1      1 1 


und  mit  Berficksichtigiiiig  der  Gleichungen  (10)  erhalt  man 


0, 


au 


Sodann  efgiebt  die  Gleichwig  (9),  da  offenbar 


das  Reanltat 


setzt  man  also 


80  folgt  die  lElr  die  fernere  Unteranchnng  fundamentale  Formel 

(12)  du^F^.dx-^F^,.dy. 

4.  Der  einfache  analytische  Kunstgriff,  durch  welchen,  beiläufig  be- 
merkt, die  Jacobi-Hamiltonsche  Methode  mit  den  Gnindgedankeo 
von  Weierstrafs  über  die  Herleitung  hinreichender  Bedingoogen  de« 
Extremnms  in  Yorbindung  gesetzt  wird^),  besteht  nun  darin,  dafs  in 
der  Gröfse  die  snnachst  als  Funktion  von  und  t  erscheint,  dk 
Argumente  x  und  y  als  unabhängige  Variable  eingeführt  werden.  Um 
zu  entscheiden,  oh  und  in  welchem  Umfange  dies  möglich  ist,  muii 
die  Funktionaldeteiminante  der  durch  die  Gleichungen  (7)  als  Fanktionn 


i>  Kneier,  Lehrbach  der  Yariatioiwrechnoiig  (Braanachweig  IdOO),  ü  Ii, 

16  und  IV). 
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Ton  y,  und  i  bestimmteii  AoscIrKcke  y  nach  den  Argumenten  und 
t  gebildet  werden.   Schreibt  man  jene  Gleiehnngea  kurz 

80  findet  man  nmnittelbar 

dy  =.  if{i)dy^  +  yy^'{t)dt, 

Femer  güt  die  schon  in  der  Gleichung  (11)  zum  Auädruck  gekommene 
Identität 

somit  folgt 

Da  nun  die  Werte  von  t,  fiii  welche  1  >  ^  >  0,  betrachtet  werden, 
80  ist  Iskt  nicht  positiv,  (he  ganze  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  und 

damit  die  Fttnktionaldeterminante  <d80  positiv,  und  dies  gUt 

für  alle  Wertsysteme       t),  für  weldie     >  0,  1  ^  0. 

In  der  Umgebung  jedes  dieser  Wertsysteme  können  also  die 

Grölken  und  t  als  Ftiuktionen  der  unabhängigen  Variabein  r,  y  an- 
gesehen werden,  und  haben  stetige  erste  Ableitungen  nach  diesen.  Es 
erscheint  damit  auch  die  Gröfse  u,  als  Funktion  von  x  und  y,  und  das 
in  der  Formel  (12)  auftretende  System  von  Differentialen  dXy  dy  kann 
jedes   beliebige  vom  Punkte  4  ausgehende  Linienelement  darstellen. 

5.  Eine  weitere  Thatsache,  von  der  wir  Gebrauch  zu  machen 
haben,  besteht  darin,  dafs  jeder  beliebig  gegebene  Punkt  4,  dessen  Ko- 
ordinaten  positiv  sind,  mit  einem  auf  der  positiven  Ordinatenachse 
liegenden,  nicht  vorgeschriebenen  Punkte  3  durch  eine  der  Schar  (7) 
angehörige  Extremale  verbanden  werden  kann.  Um  dies  nachzuweisen, 
gehen  wir  Ton  irgend  einer  spesieUen  £xtremale  jener  Schar,  etwa  der 
ursprflnglich  betrachteten  Kiir?e  12  ans,  deren  Gleichungen  lauten: 

(13)  x  =  y^q>{t)y   y  =  y^i\t). 

Längs  dieser  Kurve  durchlauft  das  Verhältnis  y :  x,  wenn  man  t  von 
-f  1  bis  zum  Werte  0  abnehmen  läfst,  beständig  abnehmend  das  Inter- 
vall von  +  ao  bis  0;  denn  man  hat 

-*^w^-l?(*»»'(')-9(0<''('^), 
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und  der  2äUiIer  dieses  Ausdruckes  ist  nach  Nr.  4  fiir  alle  posittTen^ 
ecbt  gebioehenen  Werte  Ton  i  positiv;  da  nim  t  abnimmt^  da  ftnur 

limtln^^O 

imd  denmadi 

lim  «-lim  ^42  =  0, 

so  ändert  sieh  der  Quotient  yixrn  der  That  auf  die  angegebene  Wein. 
Es  giebt  daher  auf  dem  der  Ungleichung 

(14)  l^t>0 

emtspredienden  Teil  der  Eunre  (13)  einen  einzigein  Ponkt,  in  weldittD 
der  Qnotient  y :  x  einen  gegebenen  positiven  Wert,  z.  B.  denselben  wie 
fftr  den  gegebenen  Punkt  4  annimmi  Ist  0  der  zugehoiige  Weit 
▼on  t,  so  findet  man  demnach 

»  _  ^(g) 

indem  inau  die  Gröfseu  x,  y  wieder  auf  den  Punkt  4  bezieht,  nud  bei 
der  vorausgesetzten  Lage  dieees  Punktes  hat  die  letzte  Gleichung  eine 
einzige  Losung  0,  welche^  für  t  gesetzt^  der  Ungleichung  (14)  genOgi 
Setzen  wir  nun 

so  geht  die  Exfaremale 

welche  der  Schar  (7)  angehört,  durch  den  Punkt  (x,  y)  oder  4,  da  am 
für  ^  —  0  offenbar  die  Gleichungen 

erhSlt.    L)amit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Läfst  man  den  Punkt  (t,  ff)  sieh  dem  Koordinatenanfangspimkt 
unbegi-enzt  annähern,  so  folgt  aus  den  Formein  (15),  dafs  uneEdlich 
klein  wirdj  demi  die  Grö&e 

♦(0-37i  +  fi  +  T 

bleibt  bei  positiven,  die  Einheit  nicht  überschreitenden  Werten  Ton  ( 
oberhalb  einer  festen  positiTen  Gh«nae. 

6.  Nadi  diesen  Vorbereitungen  kann  die  Frage  nach  der  Mini- 
mnmseigensehaft  des  Integrals  JJ^t  beantwortet  werden.  Vom  Punkte  % 
also  Tom  Bande  der  gegebenen  hinteren  ChrenzflSche  der  Gtescbol^tie 
auB^  sei  in  der  d^y-Ebene  eine  beliebige^  die  a;- Achse  nicht  schneideode 
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Knrre,  welche  nicht  Sxtremale  zu  um  hrancht,  nach  «incm  Ponkie  5 
hin  giMogen,  welcher  wie  1  der  poBitiveii  HIQfte  der  Ordinatenaehoe  an- 
gehört; 053  irt  dann  der  Meridian  einer  nenen  Spitae,  nnd  es  iet  au 
nnierraehen,  oh  wirklich,  wie  wir  wflnschen,  das  Widerstandsint^gral 
Jf^^  grölaer  ak  «/g^  ist  Zu  diesem  Zwecke  lasse  man  den  Punkt  4 
die  Kurve  52  in  der  Richtung  Ton  5  nach  2  hin  durchlaufen  und  kon- 
struiere, was  nach  Nr.  5  möglich  ist,  in  jeder  Lage  des  Ftmktes  4  den 
dort  definierten  Extremalenbogen  34.    Fallen  die  Punkte  4  und  5  Za- 
gam nien,  so  ist  auch  der  Punkt  3  mit  ihnen  identisch;  fäUt  der  Punkt  4 
in  dl«'  Lage  2,  so  geht  . 
der    Punkt   3    in    die  ».y 
Lage  1  über.  Daraus 
folgt,  dafs  das  Aggregat 


ist,  floren  Yorzeidien 
nntarsucht  werden  soll. 

Dieses  Vorzeichen  ist      1  I  

b^timmt  und  damit  das 

Ziel  der  Untersuchung  eireioht,  wenn  es  gelingt,  fiher  das  Wachsen 
oder  Ahnehmen  der  €b<)li9e  W  bei  der  angegebenen  Bewegung  des 
Punktes  4  bestmunte  Einsicht^i  au  gewinnen. 

Es  seien  nun  die  Koordinaten  des  Punktes  4  als  stetige,  mit 
stetigen  ersten  Ableitungen  versehene  Funktionen  eines  Parameters  t 
gegeben,  der  in  den  Punkten  ö,  4,  2  die  Werte  t^,  t,  aiiiimimt  und 
in  der  Richtung  b2  wachst;  dann  ist 


hei  der  bezeichneten 
Bewegung  des  Punktes 
4  mit  dem  Anfangs- 
wert Null  beginnt, 
wahrend  sein  Endwert 
die  Differana 


r 


und  da  nach  Nr.  4  die  Gröfse  u  in  der  Umgebung  jeder  Lage  des 
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Poxtkie«  4  als  Funktion  von  x,  y  angeaeheii  werden  kaon  ond  itetige 
«rate  Ableitungen  besitzt^  bo  kann  man  der  Formel  (12)  zufolge  aetun 

dx  ^  ^a;  dt      dy  dx  ~  ^ *'  dt        »'  dt » 

man  erbSlt  mit  diesen  Werten 

oder  in  der  Bezeiohnung  you  Weieretrafs 

Führt  man  iu  dit  s«  !  l'i  imel  den  expliziten  Ausdruck  (5)  für  die 
Funktion  J*^  ein,  und  berücksichtigt  die  Kelation 

so  ergiebt  eine  kurze  Rechnung 

dr-'^f)'[<+(i-'')ar]j' 


dW 
dt 


Da  nun  i  positir  und  1—1*  nicht  negatiT  ist,  so  ist  dieso*  Ausdnick 

positiv  oder  Null,  wenn  wir  voraussetaen,  dals  ^  und  ^  längs  der 

Kurre  52  nirgends  sngleich  versdiwinden  und  nieht  negatir  werdss. 
Der  sweite  Faktor  des  2äQilers  ist  dsaan,  abgesehen  vom  Funkte  %  feo 
NuU  Tersehieden,  da  dies  TOn  1  ~  ^  gilt;  Tenchwindem  konnte  somit 

d  W 

die  Gröfse  längs  der  ganzen  Kurve  52  nur,  wenn  überall  liie 
Gleichung 

«fr  dx 

oder 


(16) 


dx  , 

Ii  * 

du 

^  y  i 


-  0 


bestünde.  Nun  kann  man  nach  Nr.  4  auch  t  und  in  jeder  Lag« 
deg  Punktes  4  als  Funktionen  von  x  und  y  und  damit  von  x  betrscbtea; 
dann  ist  offenbar 

— ^r'  —  ^    ^y»     ~  „'^^  -I-    '^y« . 

dt        dt'^  djft  dt*   dt~^dt'^  djh  dt ' 
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und  die  Oleidiiing  (16)  würde  ergeben 


I     dt^  cy,  dx        !  „  ^  1 

\    ,dt       c^d^     ,l""df|ay  , 


-0, 


mitbin^  du  die  neben  -J^  etehende  Fnnktionaldetetmiiiaiite  nach  Nr.  4 

von  Null  verschieden  ist, 

v,^*-0,   y,  =  con8t 

Dti  würde  bedeuten,  dab  der  Pauli  4  bei  seiner  Bew^ung  immer 
auf  derselben  Eztremale  34  läge;  da  non  die  Kndl^e  dieser  KnrvB 
die  ursprünglich  betnehiete  Extremale  12  ist^  so  mtUMe  die  Karre  52 
in  ihram  ganioi  Veiiänfe  mit  der  ExtrenBsle  12  wiwunmen&Uen,  Ab- 
gesehen Ton  diesem  FaDe  ist  also  anter  der  eingefthrten  VonmoacUung 

die  GröXae  -Jj-  nicht  negatiT,  Tersch windet  aber  nicht  übexall,  und  da 
so  folgt 

(17)  J«,-/«>0. 

Diese  Ungleichung  gilt  auch  noch,  wenn  die  Punkte  ö  und  0  zu- 
Bauimenfallen,  d.  h.  wenn  die  dem  Meridan  052  entsprechende  Geschofs- 
form  keine  Stirnfläche  hat,  sondern  vorne  in  eine  scharfe  oder  ab- 
genmdete  Spitze  ausläuft.  Dann  kann  der  Punkt  4,  dessen  Ordinate 
positir  sein  mniste,  zwar  nicht  in  die  Li^e  5  oder  0  hineinrflcken,  ihr 
aber  doch  beliebig  nahe  kommen.  Leist  man  demgemals  den  Wert  r 
▼on  T,  ans  abnehmend  gegm  die  Grenze  konrergieren,  so  nimmt 
naeb  Nr.  6  die  Cbdlse  j%  modlieh  ab,  das  Integial       wäheri  mtk 

also  ebenso  wie  nnd  J^^  unbegrenzt  dem  Werte  Knlly  nnd  dassdbe 
gilt  demnach  tob  dem  ganzen  Aggregate  W,  Non  I^xt  aber  die 
dmchgeflüirte  Aigumentation  ancli  jetzt  noch,  dals,  so  lange  t  niefat 

mit       zusammengefallen  ist^  die  Groiae        nicht  negativ  iät  una  nicht 

flberall  rersch windet;  denn  y,  ist  offenbar  nicht  Üngs  der  ganzen 
Korre  52  konstant  Wäre  also  der  Wert  von  W  ßkr  f^t^  Noll  oder 
negatiy,  so  mfilste  dieae  Gröüse  bei  der  augiegebeneB  Bewegung  der 
Variablen  x  gegen  eine  negative  Grenze  konTergieren,  was  dem  soebai 
erhaltenen  Reeoltate  widefspricht  Damit  ist  wiedenm  die  Ungleiehnng 
(17) 
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7.  Das  Minimum  des  Widerstandes  wird  alno  von  der  Extremale  12 
geliefert;  wenn  mau  sie  mit  denjenigen  Xurren  ö2  Fergleiclit,  längs 

deren      und  ^  niöht  sngleieh  venchwinden  und  nicht  jutß/iiliv  werden. 

Diese  Beschränkung  der  vei^Bflichenen  Kurven  ist  aber  dem  ursprüng- 
lichen Simie  des  Problems  durchaus  angemessen;  denn  wäre  die  QrCke 

stellenweifle  negatiT,  so  mü(ate  sie  in  gewissen  Punkten  Ton  pod« 

ÜTen  SU  negaÜTen  Werten  flbergehen,  und  die  duoh  Rotation  dir 
Kmre  52  entstandene  Flfiche  hiptta  eine  nach  der  Bewegangnichtnng 

du 

offene ;  ringförmige  Vertiefung.    Ebenso  iiätte  diese  Flache,  wenn  ^ 

das  Vorzeichen  wechselte,  wulstfönnige  Auswüchse  oder  Vertiefungen, 
welche  sich  senkrecht  zur  Bewegungsrichtong  erhöben  oder  öffneten,  ond 
wflrde  nicht  in  ihrer  guuen  Ansdehnung  der  Bewegongmshtong  zu- 
gewandt sein.   Bin  wechselndes  Vorzeichen  einer  der  Gfrofsen 

würde  also  auf  solche  Gescbofsformen  führen,  bei  denen,  wie  schon 
August  hervorgehoben  hat,  das  Newtonsche  (xesetz  der  Druckwirkung 
nicht  mehr  angewandt  werden  kann. 

Zum  Schiuls  sei  noch  darauf  hingewiesen,  da&  die  in  Kr.  6  ror 

ausgesetzte  Stetigkeit  der  GrÖfsen  ^'J,  der  Enrre  52  die  prak- 
tisch wohl  immer  zulässige  Beschränkung  auferlegt,  überall  eine  sich 
stetig  ändernde  Tangente  zu  besitzen.   Aber  die  abgeleiteten  Differential- 

formein  und  die  an  sie  rreknüpftcn  Schlüsse  bleiben  nueh  für  Kurven 
mit  beliebig  vielen  Ecken  gültig,  wenn  die  übrigen  Voraussetzungen 

der  Nr.  6  festgehalten  werden,  und  die  Gidüsem  nur,  ohne 

überall  stetig  ro  sein,  gewisse  leicht  angebhare  EigenschaAen  besitsen, 
die  in  §  17  meines  Iiehrbuchs  genauer  besprochen  sind. 

Berlin,  den  ö.  August  1901. 


i 
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Gleichgewiclitöbedingnngen  für  vier  Kräfte, 
die  senkrecht  zu  einer  starren  Geraden  wirken. 

Von  H.  ScEDBEBT  in  Hunbaig. 

Es  bezeichneu :  1)  p, ,  Pj,  J^,,  die  Intensitäten  der  vier  Kräfte; 
2)  ff,,  cfj,  a^  die  VViiikel,  die  ihre  Richtungen  mit  einer  beliebig 
gewählten  Anfangsricbtiing  bilden;  8)  /j,  /j,  /g,  /,  die  Entfernungen, 
die  ihre  auf  einer  starreu  Üeraden  g  befindliclien  vier  AugnÜspunkte 
Ton  eiiiem  beliebig  auf  g  gewählten  Aufangsptmkte  haben. 

Dann  sind  die  Bedingungen  des  Gleie^ewiehis; 

jp,  cos  «1  -}-  jOj  cos  «}  +  /'s  cos  »3  +  2}^  cos         ="  0 , 

j>j  sin  «,  -f  i>8  sin  «j  +     sin     -f  i>4  sin  0 , 

Pi  /j  cos  ffj  4-  Pi  h  cos  «j,  -f     h      ^»  +  Pl  h      "4  > 

Pi^siu     +  ii^^sin  a,  +  j]^/|Sia     H-Pa^^su^  «4  —  0. 

Dieee  vier  Gleiclmngen  bestehen  zwischen  nur  acht  wesentHch 
▼enchiedenen  Chröfsen,  numlich  drei  Winkeltiy  da  drei  den  vierten  be- 
stimmen mfissen,  drei  Intensitätsverhältnissen  und  zwei  Abstandsycr- 
hältnissen.  Eliminiert  man  daher  die  Winkel,  so  mufs  eine  Relation 
entstehen.  diV  alloin  zwischen  den  Intensitäten  der  Kräfte  und  den 
Absuden  ihrer  Angri^spunkte  besteht.    Diese  lautet: 

pi  (.1,  -  «  -  h)  (h  -   +  Ci  -  i.)  C  -  Ü  A  -  ü 
+  *J  ft  -  WA  -  ÜÄ  -  ü +*J  A  -  ü  A  -  WA  -  W-o. 

Wenn  die  vier  Angriffspunkte  symmetrisch  liegen,  so  daJfl 
l^  —  l^^l^  —  l^  joid  i^  —  i^mml^  —  l^  isty  SO  spesialisieii  sich  diese 
Brfmtio»  »!  (p{  - 1^)  (l.  -  y  -  (rf  -  ri)  Ä  -  W . 

Andererseits  miüb  aber  durch  Elimination  der  Eraft-Intensitaten 
eine  Relation  entstehen,  die  nur  zwischen  den  Winkeln  und  den  Ab- 
standen der  Angrifi^pnnkte  besteht  Diese  Kelation,  die  man  durch  £U- 
minati<m  yonp^p^,  Ptfp4  am  den  Tier  Bedingnngsgleichmigen  erhalt^  lantet: 

mn  (g,  —  g,)  ^  Bin  (et,  —       ^  l^  —  /,  ^  ^  —  I, 
•»(««  —  «•)*  »»^(«f*  —  %)     h  —  k'h—k' 
Diese  Relation  sagt  aber  nichts  snderes  ausy  als  dafs  die  Winkel, 
unter  denen  die  Kraftnchtungen  zu  einander  geneigt  sind,  dasselbe 
DoppelTerhältnis  haben,  wie  die  Strecken  zwischen  den  Ai^piffisponkten 
der  entsprechenden  Kräfte.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Wenn  vier  Kräfte ^  die  senkrecht  zu  eirnr  starren  Geraden  wirlien, 
iiirh  das  GleicJifjcwirhi  halte?},  und  7)ian  zieht  in  eint^r  zu  ihren  JRichtungen 
jmntUrhti  Ebene  durch  einm  Punkt  vier  Farallele  zu  diesen  liichimu/en, 
so  rrhalt  man  vier  Strahlen,  die  prqjekHv  SfU  den  vier  Angriffsjpunkten 
auf  der  starren  Geraden  sitid. 

Hamburg,  den  24.  April  1901. 
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Vereinfachte  Lösimg  dör  Eulerschen  Aufgabe: 
flp*  -1-    +  «*  +  V*  -  0. 

Von  E.  ScHWE&iNQ  in  Köln. 

Diese  Aufgabe  iktTon  Enler  in  seiner  Algebra^)  gelöst  worden. 
Die  gegebene  L9fliing  ist  etwas  umttincllich  und  ]&bt  nicht  lucht  »- 
kennen,  oli  die  anscheinend  wüIkOriiohai  Gröihen  hei  Ablndening  ihter 
Werte  zn  neuen  LSanngen  ftthroi  oder  nicht  An  diese  LSsnng  Imflpft 

Binet^)  an  (G.  R.  12,  248,  1841);  mit  dieser  Note  werden  wir  lUi 
weiter  unten  anseinandersetzen.    Ich  glaube  eine  von  mir  gefondeos 

Losung  veröffentlichen  zu  sollen ,  weU  ich  sie  für  eine  wesentliebe 
Vereiiiiachung  der  Eule  rächen  Lösung  halte  und  die  Aufgabe  an  sich 
höchst  elegant  ist. 

Ich  behaupte,  daiis  die  allgemeinste  Lösung  in  folgenden  Glei- 
chungen enthalten  ist: 

(1)  X  —  ma  —  »*,  y  —  —  +  *  —  —  n«  +  «i*,  v^nfi  —  m*. 
Die  Zahlen  tt,  fi,  m,  n  sind  nur  durch  etiK  Gleichung  yerbunden: 

Zunächst  überzeugen  wir  ims  durch  Ausrechnung,  dafii  (1)  und  (2) 
wirklich  die  Aufgabe  lösen.   Wir  finden: 

sr*  4-  «r*  H-  ^  +     =  (m«  -  »^(«»  -  ß^)  -f  (Smit*  -  3i»*n)(«  -  ß\  odsr 
ar*  -H     +     +  V«  =  (»»■  -  n%u  -  ß)\^a^  +  «/S  +  /3*  -  3»»). 

Damit  ist  diese  Behauptung  bewiesen. 

Jetzt  haben  wir  noch  zu  zeigen,  daf»  die  Aufgabe  auch  in  allge- 
m einster  Weise  durch  unsere  Lösui^  erledigt  wird.  Angenommen,  es 
existiere  irgend  eine  Lösung  x,  y,  e,  v.  Wir  werden  zeigen,  dafs  sie 
in  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  enthalten  isl^  d.  h.  wir  werden  Werte 
^  ß,  m,  n  angehen,  welche  die  Yoigdegte  Lösung  herrozbringeo. 

1)  Desgl.  in  Euleri  opera  minora  collecta.  Petrop.  1849.  Tom.  L  p.  19tä 

2)  £iicyklop.  d,  mathem.  Wimieiisch.  1,  672. 
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Wir  finden  leicht: 

W  «  =   ^"-55  5— 

Folglich 

(4)  »a:  +  mir  «=  —     —  mt>  =»  w*  —  n*, 

also 

a*  -f  1/  _  m 

Setzen  wir  nun 


(5) 


m  —  d(x  +  y),   n  -  —  ^(1;  +  g), 

so  folgt  aas  (4) 

<r(a;  +  y) +  + y)»  H- (ü  +  #)»J. 

Oder  mit  Racksicht  auf  a?"  +     +  <r»  +  t>'  —  0: 

/ß\  Äi   zy  —  xv  

8«y<» + y)  +  8«jf  (© + «)  * 

Diese  Gleiclunig  ist  aber  immer  ratioaai  lösbar.  Denn  man  braucht 
den  Zahlen  x,  y,  z,  v  nur  einen  bestimmten  gemeinsamen  Faktor  A  /u 
geben,  üiii  für  &  sogar  den  Wert  Eins  za  erhalten.  Ist  d-  gefunden, 
so  liefern  ;//  =  t>( 0'  -\-  y),  n  —  Ofr  +  js)  für  m  und  n  sogar,  wemi 
e»  verlangt  wird,  ganzzahlige  Werte,  und  dann  erhält  man  a  und  ß 
aus  (3). 

Hiermit  ist  bewiesen,  dafs  jede  rationale  Lösung  in  der  von  uns 
gegebenen  enthalten  ist.  Wenn  «,  ß,  ni,  n  nicht  <^n!i7e  Zahlen  sind, 
so  können  sie  durch  Multiplikation  uiit  einer  l)e8tuiimten  ganzen  Zahl, 
dem  Hauptnenner,  ganzzahlig  gemacht  werden.  Dadurch  wird  den 
Werten  y,  v  nach  (1)  ein  gemeinBamw  Faktor,  das  Quadrat  des 
vorgenannten  Nenners  beigefügt.  Dieso'  kann  zum  Schlafs  wieder  ab- 
getrennt werden.  Folglich  erhalt  man  alle  ganzzahligen  Lösungen, 
wenn  man  m,  n  alle  znliisigen  ganzen  Zahlen  durchlaufen  Itifst 
Wegen  (2)  kann  man  für  tn  und  n  aufser  3  nur  Zahlen  wählen,  welche 
Primzahlen  Ton  der  Form  6p  —  1  und  eine  ungerade  Potenz  von  2 
als  Faktoren  nicht  enthalten.   Für  m  und  n  sind  also  nur  zulamig: 

1,  3,  4,  7,  y,  12,  13,  IG,  lU,  2i  u.  s,  w. 

Beis^:       m  »  1,  h    S;      +     +  ^  »  9. 

Dann  sind  folgende  Annahmen  möglich: 

«  -  3y  —    0,  0,  3,  —  3;   ß^O,  0,     —S,  —  3,  3. 

AivUv  d«r  M MboiMtik  mmd  Phnlk-  UI  JUOm,  iL  «  19 
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Man  findet  folgende  LöBnngen: 


X  =  -  6,  -  12, 

y-   9,  9, 

if--8.  10, 
0  1,  -  1, 


9, 
8, 


9, 
12, 

1, 
10, 


6, 
12, 

10, 


12, 
10, 


8. 


Unter  diesen  sind  3  verschieden: 

9»-8»+6»+l»    12»+ 1»- 9* +  10»,  6»-5»  +  4»  +  3» 

Für  m  -  1,  n  —  4;  «  «  -  4,  /J  =  2  wird:  20^  =  17^  +  14^  +  T^ 
Fllrm»3^9i»4;«r«6,  /3«-6anda--6,  /l-O  wird 

84»  -I-  2^  =  33^  +  15\   34»  +  9«  =  33'  +  16». 

Ffir  «-.6, /l»0:   16*  +  2» -  15»  +  9*. 

Um  aueh  ein  Beispiel  der  ZurllckfEIhning  einer  gegebenen  Lösung 
an^  die  hier  gefundene  Form  zu  haben,  wählen  wir  das  von  Euler 
op.  min.  oolL  Petrop.  1849  mitgeteilte  ««"  —  72,  y  =  39,  ^  =  65, 
Kan  findet  d»  =  l6l :  38»  •  26.    Folglieh  erteilen  m  dem  x,  ij,  z,  r 
den  gemeinsamen  Faktor  X    151  *  26,  woniu  ^    1 : 83  •  26  wird. 
Dann  folgt 

««-^—.151.20.33.-0-101,  »--3. 151. 

Nun  ergiebt  sich  . 

—  161  «6  72  +  9-161«  ,      9.161«^86  161-39  ., 

Die  Ansrechnung  ergiebt  richtig  «»  +  aß  +  /3»  3mii. 

Von  hohem  Interesse  ist  die  Fra^e,  wie  unsere  Lüsuug  sich 
umformeu  wird,  wenn  eine  der  Unbekamitou  verschwindet  Daf«?  die 
entstehende  Gleichung  r'  -\-  z''  lational  nicht  lösbar  sem  lumfi, 
sugt  der  berühmte  Fer matsche  Satz. 

Setsen  wir  also  eine  der  Unbekannten  gleich  Noll,  etwa  y » ^ 


Damit  diese  Gleicliunpr  rational  sei,  mufs  n»(4»w^— >r")  ein  Quadrat 
sein.  Dies  ist  fiir  =  n  =»  1  der  Fall,  was  aber  zu  einer  nicht»- 
sageiidon  Lösung  führt  Nehmen  wir  aber  z.  6.  m  ^  n  =  2^  so 
wird  /)'-4,  cr<»  —  2  +  t }/6.   Wenn  man  also  Zahlen  Ton  der  Fom 


so  folgt  ß  »  daher 
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«  +  zulälst,  kann  man  die  Gleichung  ic*  =-  y'  +  J^**  rational  lösen. 

Eine  solche  Lösung  ist  z.  B. 

(.ye)' +  (1  -  .ye)' =  (1  +  .YB)'. 

Wir  bemerken,  daSk  die  ünmöglicfakeit  +     ratiozial  zu 

losen,  genaa  Ton  derselben  Tragweite  ist  wie  die  TJnmd^iehkeit, 
3if (4iii*  ^ »')  zu  einem  rationalen  Qoadrate  zu  maehen,  also  nach 
IHvinon  mit  n^: 

(7)  t^-  ^  12;r»  -  3 

in  rationalen  Zahlen  za  Ideen.  Ersetzen  wir  y  durch  Sy,  so  kommen 
wir  anf 

(8)  4ar»  -  1  +  3y« 

Die  «n&chen  Angaben  (7)  und  (8)  sind  also  in  rationalen  Zahlen 
nicht  losbar,  abgesehen  yon  den  Losungen  x^l,  y «  3  und  x^l, 
y  —  1,  welche  den  Charakter  der  Singularität  keineswegs  auf  den  ersten 
Blid^  ZQ  erkennen  geben. 

Die  Ton  Einet  gegebenen  Formeln,  —  ich  Tcrdanke  diese  Be- 
merkung Herrn  E.  Lampe  —  gehen  in  die  obigen  (1)  Uber,  wenn 
man  «i  —  1,  n  +  35*,  «  —  o  —  36,  /J  ^  a  +  36  setzt  und  die  Vor- 
zeichen von  X  und  y  ändert.  Wesentlicli  ist  liier  allein  die  Annahme 
«1  =  1;  <lenn,  dafs  n  in  der  Form  a-  +  36*  darstellbar  ist,  fulgt  aus 
bekannten  Sätzen  der  quadratischen  Formen,  da  u'  -{-  aß  ^  =  iin, 
('2a -\- ßY ^ß^  =  V2}i  ist,  also  12n  keinen  Teiler  von  der  Form 
i'm  -f-  5  haben  kann.  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  Binetsche  Lösung 
die  alloremeine  ist.  Wird  die  Ganzzahligkeit*)  verlangt,  so  ist  dies  von 
vornherem  nicht  sehr  wahrscheinlich,  da  aus  Gleichung  (5)  sich  er- 

ffiebt  ^^4-4    —  - .   Es  mfllsten  also  die  4  Zahlen  x,  «,  ß,  v  sieh 

mindestens  auf  eine  Weise  immer  so  in  Gruppen  von  je  zwei  ordnen 

lassen,  dafs  die  Summe  der  einen,  v  -f-  r,  ein  genaues  Vielfaches  der 
anderen,  x  +  v,  wäre.  Merkvvürdigerweißo  trifft  dies,  so  viel  ich  sehe, 
bei  den  Eni  er  sehen  Beispielen  zu,  z.  B.  3,  4,  o,  —6:  4  +  5  ist 
teilbar  durch  3  —  6;  3  +  4  durch  5  —  6j  3  +  5  durch  4  —  6.  Ebenso 
für  1,  6,  8,  -  9. 


1)  Binet  (C.  R.  12,  24U)  nagt  nur:  ^  .  .  .  aiuäi  ccü  deraieres  valeura  de  x, 
y,  «\  y'donn^es  par  Euler  comme  particuliure«  peuveut  dans  toua  les  cas  tenirlieu 
dw  ezpresdoufl  qui  renfenaoit  qttatre  lettres,  &  uu  factenr  prd«  oommon  a«ix  quatre 
talenrs,  fiteteur  qui  pent  toiQOun  Atre  ^eart^  ou  rfinfcradmt  &  volonte  quand  il 
s'agit  de  satisflaie  ä  une  ^uation  homogene  teile  qoe     +  +  y' V* 

19» 
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Indes  geuügt  ein  einziges  Beispiel^  für  W(>l(-hps  eine  solche  Gtnqi- 
pienmg  nickt  möglich  ist,  zur  Widerlegung.  £in  solches  ist 

fli«7,  j»»13,  «»>8,  ir»-lia,  ^-92,  ir«<-56, 

ü  +  if-    39;  y  +  f>«     186;  y  +  jf-  37. 
Folgoide  Gleichungen  mögen  noch  erwSttint  werden: 

(—•»)(«-«.  • 

Trier,  im  Januur  lüOl. 
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Anwendung  des  Abelechen  Tkeorems  anf  die  LOsnng  der 

diophantischen  Gleicliimgen 

ar^  +  Alf  —  3^   und  jr»  -f  l/'  «  **. 
Ton  JL  SCRWBBIKO  in  Köln. 

In  einer  Ptogranunabhandlnng  Dflren  1898  habe  ieb  den  tchon 
▼on  C.  6.  J.  Jacob i  bemerkten  Znaammenbang  zwieoben  dem  Abel- 
echen Theorem  and  gewisMin  diophantisehen  Gleiohnngen  nSher  er> 
forscht  und  durch  einige  Beispiele  erlantert.  In  der  folgenden  Mit- 
tettong  sollen  zwei  weiten  interessante  Beispiele  gegeben  werden.  Die 
Gleichung  ^  ^  A^^i^  behandelt  Legendr e  in  seiner  Zahlentheorie 
(Deutsche  Ausg.  2.  Teil  §  13  S.  110)  nnd  zwar  in  der  anscheinend 
allgemeineren  Fonn  a;*  -f  at^  =  (ü*.  Er  nimmt  an,  dab  eine  LSenng 
der  Gleichung  bekannt  sei^  und  leitet  dann  ans  dieser  LSsnng  eine 
neoe  ab.  Daa  ist  nnn  auch  bei  der  Anwendung  des  Abelscfaen  Satzes 
nicht  zu  umgehen;  der  Vorteil  besteht  bei  dieser  Behsndlungs weise 
darin,  dafs  auf  den  Zusammenhang  der  abgeleiteten  Lösungen  mit  der 
ursprünglichen  helles  Licht  fällt. 

Wir  setzen 

(1)       (ma;  +      _  a;^  _  1  «  (m»  -  l)(a;  -  a)(j:  -        -  y). 
Dann  wird 

Hieraus  bestimmt  man  die  Werte  Ton  m  nnd  n.  Bildet  man  nnn  in 
(1)  die  Koeffizienten  Ton  nnd  x  nnd  nimmt  ihren  Quotienten,  so 
folgt: 

(^2\  5?  1+  ^  +  y 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  fflr  m  und  n  gefundenen  Werte  ein, 
so  findet  man 

(3)  y  -  ^' v^?+Ir  «'VFhm  ^ 
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Hienras  wird  fttr  «r ^ 

Berechiiflfc  man  bub  (1)  my  +     so  folgt 

s 


(5)  1  =  =l^±i>l±4v35i2. 

Hieraus  ergiebt  «ich,  dafs  eine  Losung  der  Glnichung  .r^  +  1  in 
ganzen  Zahlen  sofort  durch  (4)  und  (n)  unzählige  neue  Löj^imgen  der- 
selben Art  liefern  würde.  Aber  damit  würden  wir  nur  auf  eine  langst 
ab  unlösbares  Problem  erwiesene  Aufgabe  geführt  werden,  ^uu  kinn 
aber  unsere  Gleichung 

(6)  + 
in  die  Form 

treten.   Selsen  wir  a  —  ^        to  ist  »war  a  mit  der  IrratioBalitü  Yä 

behaftet»  aber  yi        ■=>  -  ist  wie       rational.   Die  Gleichung  (4) 

SB 

zeigte  daJs  dasselbe  für  y  gil^  und  die  Gleichmigen  (3)  und  (5)  seigeiv 
dafs  aus  gwei  Losungen  sieh  eine  weitere  Shnlich^r  Art  zunammenseteen 
UUst.  —  Nehmen, wir  das  Legendresche  Beispiel 

a;»  -I-  7y*  =  z\ 

so  finden  wir  die  erste  Lösung:  x  —  l,ff—l,g  —  2y  aus  welcher  sich 

3y  und  dann  dnrdi  die  Annahmen  a^^l,  ß^—jV^ 
sofort  x^n,  if^BB,  J9«>73  ergieht  Die  Verricrfachung  des  Aigo- 
ments  ergieht 

12Ö6« -H  7  •  183»  -  1265» 

Dieselben  Zahl  werte  hat  Legendre.    Es  sei  noch  bemerkt,  daTs  Le- 

geudro  die  Gleichung  +  =^  für  unmöglich  liält  lart.  334). 
DieH  ist  ein  In  tuui.  Die  kleinste  Losung  ist  17,  37,  21.  Eut-ykL  A 
Math.  I  C  l  S.  572. 

Schreiten  wir  jetzt  zur  Lösung  der  zweiten  Aufgabe,  weiche  tob 
Euler  Oomm.  ar.  1,  pag.  207  behandelt  ist.    Wir  setzen: 

(7)  ic»  +  1  —  («a;  +  tt)»«=  («  — «^)(«  — «,). 
Die  Rechnung  ergieht 


(8)  «i- 
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Daher  f&r     »    »  a: 

Berechnet  man  ma^  -f  «,  so  findet  man 

^  1 0)  _ f  s  + «? + «1 H-     «»(«t    «t) — ^  

(«j + s«i4 + 4) + 1 + W + 8«,«; + 4)  V^f+T ' 

alio  für 

Die  Wniselzeielieii  haben  positiT«  Werte.  Wenn  «,  und  stetige 
Vari&ble  sind,  ist  das  negative  Zeichen  links  in  (10)  und  (11)  nicht 
wiUkürlieh.  Nach  Quadrierunii;  ei  i^iebt  sich  aus  (11)  mit  Hilfe  Ton  (9) 

(12)  (a'  -  8)V  +  64(,«^  +  1)'  =  («'  +  20a'  -  8)». 
HieriB  li«gt  die  Lösung  der  Gleichimg 

(13)  + 

a;-«*-8a,    y  =  4(a»4- 1),  *-«*+20«»-8. 


1, 

8, 

z=  13; 

8, 

57, 

112, 

12ül; 

*, 

Ö6, 

65, 

671; 

B. 

66, 

56, 

671; 

6, 

312, 

217, 

6371. 

Es  ist  bemerkenswert,  dafs  unsere  Metkode  ohne  den  mindesten  Kunst- 
grüf  direkt  auf  die  Lösung  führt. 

Wir  bemerken  noch,  dals  e  sich  folgendermal'seii  darstellen  lälsi; 

.-(«•  +  (i-Vä)')(«'  +  a+V5)'); 

2  hat  also  den  Faktor  («  -f  l  -  -r  1  +V''^j  -     +  2a-2,  und 

X         ~  (c^  ^  -iu^  ^  Ha  ^  -i  ist  das  Quatlrat  dieses  i'aktors. 

Wenn  wir  uns  Dach  den  Transzendenten  umsehen,  deren  Additir)ns- 
tbeortMue  wir  entwickelt  Laix  ii,  so  ist  diese  Frajfe  für  die  zweite  Auf- 
srahc  keiner  weitereu  Erörterung  bedürftig.  Wir  haben  die  Umkehrung 
de»  Integrals  Tor  uns: 

Für  die  erste  Aufgabe  setzen  wir 

U{x)  ~{x-  a){x  -  ß){x  -  y), 
(««  +  I»)»  -ic»-  1  -  (»•  -  1)Ä(«), 

i]ao 
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Dagegen  füi       a,  wenn  wir  nach  a  differantiiami: 

tcdm-^dn  =  (,    ".—{t  — 

oder 


8 

Dieselbe  Gleichung  besteht  für  /3  und  y.  Addieren  wir  die  3  Gleidroo* 
gen  und  beaohten,  dafe  in  leicht  Teni£ndiicher  Beseiehnung 

so  folgt: 

|/,^B+l)t  5/(y»+l)« 

äetzeu  wir  also 

J  !)• 

SO  haben  wir  die  gesnehte  Tnmszenclente  Tor  nns. 

Trier,  im  Januar  1901. 


I 


I 
I 
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über  eine  einfache  konstruktive  Ermittelung  der  cyklischen 
Ebeuen  für  Kegel  oud  Cylinder, 

Von  Georg  Majcek  in  Agram  (^Kroatiea). 

Nicht  ohne  Grund  Hatto  \\.  Sturm  in  seinen  ,^lementen  der  dar- 
stelieuden  Geometrie*'  auf  die  Wichtigkeit  der  kotierten  Projektion  hin- 
gewiesen. Es  treten  bei  dieser  Projektionsmethode  Verhältnisse  auf, 
die  anderswo  uiihenierkt  bleiben. 

Im  folgenden  will  ich  eine  einfache,  nns  elementaren  Operationen 
zusamniengestellte  Konstrutction  der  cvklisi  hen  Ebenen,  sowohl  deren  Be- 
gründung, als  auch  einige  daraus  gezogene  Folgerungen  in  Kürze  dar- 
stellen. Diese  Konstruktion  ist  in  der  kotierten  Projektion  durchgcl'üin  t, 
kann  aber  auch  für  den  Fall  der  Annahme  zweier  Pr  ijoktionseheririi 
angewendet  werden.  Es  if^t  dann  hierbei  keine  TransfuniKitinn  ih  r 
Projektiouseliene  notwentlig,  wie  es  nnnstens  geschieht^  wemi  der  Kegel 
nicht  gegen  jene  eine  spezielle  Lage  einnimmt. 

Die  Basis  eines  geraden,  elliptischen  Kegels  (x)  sei  e  mit  den 
Achsen  ÄÄ'  und  BB',  seine  Höhe  VO  {V)0.  Wir  wollen  die  L^e 
jener  Ereisschuittebene  (y)  dieses  Kegels  feststellen,  welche  durch  den 
Scheitelpunkt  (B)  der  Basisellipse  hindurchgeht.  Aus  bekannten 
Symmetrieyerhältnissen  folgt  die  Trace  y'  der  Kreisschnittebene  (y) 
aof  der  Basisebene  als  eine  Tangente  in  B  an  ^. 

Den  Kreisschnitt  (1c)  in  y  und  die  Ellipse  e  fassen  wir  als  zentriseh- 
kolliueare  Kurven  auf.  Die  Tangenten  an  diese  in  ihren  entsprechenden 
Punkten,  h.  in  ihren  Schnittpunkten  mit  derselben  Kegelerzeugenden 
sdineiden  sich  in  der  Schnittlinie  y'  beider  Kurrenebenen. 

Die  Erzeugende  VÄ  des  Kegels  schneidet  die  Basis  in  den 
geenchten  Kreisschnitt  in  einem  Punkte  (7.  Es  wird  also  die  Tangente 
(ß)  an  den  Kreis  k  im  Punkte  G  die  Traoe  y'  in  einem  Punkte  T 
schneiden,  welcher  offenbar  in  der  Tangente  t'  der  Ellipse  in  Ä  liegen 
miifa.  Die  Tom  Punkte  T  an  den  Kreis  h  gezogenen  Tangenten  TB 
und  TG  haben  gleiche  Langen.  Es  handelt  sich  sonach  um  die  Er- 
mittelung des  Punktes  G  und  seiner  Höhe  Aber  der  Basisebene, 
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Wir  legr>ii  (hfl  Erzeugende  {AV)  des  Kegels  um  die  Bildflächentracei' 
der  Tangesiiialebene  längs  dieser  Erzeugenden  in  die  Projektion6e))eDe 
um.  Die  umgelegte  Erzeugende  (>\^)  fällt  mit  der  grnfsen  Achse  der 
Ellipse  zusammen.  Den  gesuchten  Punkt  (G)  auf  i  finden  wir  tlaOf 
indem  wir  TB  =  mnchen.    Aus  (G)  bekommen  wir  die  Pro- 

jektion dieees  Punktes  in  6r,^  wenn  wir  die  Erzeugende  i  aliemials 
umlegen  uiul  zwar  um  die  Trace  AO  der  Sjmmetrieebene  des  Kegels. 
Hierbei  gelangt  der  Mittelpunkt  desselben  nach  (F),  wenn  (K)0  die 
gegebene  Höhe  des  Kegels  darstellt 

Der  Punkt  ((?)  kommt  in  der  neuen  Umlegung  A(V)  der  Er 
zeugenden  i  nach  (G').   Man  erhält  sonach  seine  Projdrtion  im  Punkte 
der  Geraden  AOj  bAb  einer  Projektion  der  Erzeugenden  «. 

Die  Krdstsngenie  ^  in  hst 
man  daher  um  y'  umzulegen.  Es 
g^eschieht  dies  auf  bekannte  Weise 
mittelst  Übertragung  der  Streeks 
G^{G')  Ton  bis  auf  die  im 
Punkte  auf  {Q')8  errichtete 
Senkrechte.  Man  macht  wnter 
SG^^SG^  und  hat  in  der  Ver 
bindungslinie  TGq  die  gesachts 
umgelegte  Tangente  ^q.  Es  sind 
also  Tom  EreisBchnitte  {k)  iwei 
Tangenten  und  y'  nebst  dem 
BerQhrun^punkte  B  in  dieser  be* 
kannt;  somit  ist  die  Umlegung 
bestimmt  Die  Höhe  des  Punktes  G  Aber  der  Basisebene  stellt  die 
Lange  G^G^  dar.  Zur  Kontrolle  eignet  sich  auch  der  Punkt  P  dm 
Kreises  JBT  Är  die  Bestimmung  der  EreisBchnittehene  y. 

Lä&t  man  die  hier  zur  Begrfindung  der  Konstruktion  heitih 
gezogenen  Nebenkonstruktionen  w<^^  so  yereiniacht  sich  jene  Kon- 
struktion folgendennalsen. 

Man  beschreibe  aus  T  mit  dem  Hslbmesser  TB  einen  Bogen  BO^t 
welcher  die  grofse  Achse  der  Ellipse  in  (G)  schneidet^  und  aus  ^  mit 
dem  Halbmesser  Ä(G)  einen  Bogen  iG)(G')  bis  zum  Durchschnitte 
mit  der  um  AO  umgelegten  Erzeugenden  A(y)  des  Kegels.  Man  fille 
eine  Senkrechte  aus  (G")  auf  y%  welche  den  Bogen  BG^  in  0«  und 
die  groCM  Achse  der  Ellipse  in  Gi  schneidet  Der  Punkt  ist  die 
Projektion  eines  Punktee  der  Kreisschnittebene  und  Gi(G')  seine  Kote. 

Ist  die  cjklische  Ebene  für  einen  Cylinder  zu  bestimmen,  so  mt- 
fahre  man  auf  dieaelbe  Weise.  Die  Konstruktion  rerein&cht  sich  ia* 
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soweit  ab  die  Tangente  g  bei  der  Umlegung  um  mit  t'  sneammen' 
faUt  Der  Paukt  G  hat  hierbei  Beine  Projektion  in  und  seine  Cote 
findet  man  ab  die  von  dem  Bogen  {0){G')  auf  t'  eingeschnittene 

Strecke  {Cr')A. 

Wio  «johnn  oliou  erwiihut,  bleibt  diese  Konstruktion  für  beliebige 
Ziagen  einer  zweiten  Projektionsebene  unverändert. 

Da  der  Punkt  G  in  einer  Symmetrieebene  liegt,  zu  welcher 
auch  die  beiden  Scharen  cyklischer  Ebenen  y  symmetrisch  sind,  so 
wird  man  die  durch  den  Punkt  G  gehende  cyklische  Ebene  der  zweiten 
Schar  als  die  der  eben  bestimmten  Ebene  y  symmetriscbe  Ebene  in 
Bezug  auf  die  Ebene  ADV  erhalten.  —  Die  Bogen  BG^^  und  (ÖX^O 
bleiben  für  alle  geraden  Kegel  über  dersdben  BaBisellipse  e  konstant. 
Denkt  man  sich  daher  das  Dreieck  ÄO{V)  mn  J.0  in  die  r&nnüiche 
Lage  zurückgedreht^  so  kommt  der  Pnnkt  ((?')  nach  Q,  nnd  man  kann 
sagen: 

Trägt  man  vom  Scheitelpunkte  (Ä)  der  grofsen  EUipsenaohse  anf 

die  Erzeugende  VA  des  Kegels  (F,  c)  die  Strecke  A(f,  welelie  man  als 
eine  .,/weite"  Kathete  im  reihtwinkligen  Dreiecke  erhält,  dessen  eine 
Kathete  die  halbe  kleine  {A  T)  und  dessen  Hypotenuse  die  halbe 
grofse  Ellipsenachse  T{G)  ist,  so  bestimmt  der  Endpunkt  G  dieser 
Strecke  mit  den  beiden  an  die  Ellipse  in  den  ScheiteliMiiikteu  der 
kleinen  Achse  gezogenen  Tangeuten  die  beiden  Stellungen  der  cykliechen 
Ebenen  des  Kegels. 

Jene  „zweite"  Kathete  ist  aber  gleich  der  linearen  Exzentrizität 
der  Ellipse,  es  folgt  demnach:  jtTrägt  man  vom  Sclieitel punkte  (A)  der 
grofsen  ElUpsenachse  auf  die  Erzengetule  VA  des  KeyeU^)  die  Ex- 
emtrusUät  der  Basisellijm  auf,  so  bestimmt  ihr  Endjiunkt  mit  den  beiden 
Tmgenten  in  deti  Scheitelpunkten  der  kleinen  Achse  beide  Stellungen  der 
ejficHsehen  Ebenen  jenes  Kegels  (V,  e).*^ 

Wir  bemerkten,  dals  der  umgelegte  Kreis  die  Gerade  g^  im 
Punkte  Gq  berührt,  so  dafs  die  LSnge  der  Senkrechten  in  G^  anf  g^ 
bis  zu  ihrem  Durchschnitte  mit  OB  den  Halbmesser  des  Kreises 
darstellt  Dieser  Halbmesser  wird  ein  Maximum,  wenn  G^  die  gröüst- 
md^^che  Entfinnung  von  OB  einnimmt»  Es  geschieht  dies,  wenn 
(?0  in  t'  liegt,  d.  h.  wenn  (F)  unendlich  weit  entfernt  ist  Da  G^ 
immer  auf  dem  Bogen  BGq  liegt,  so  wird  för  diesen  Fall  der  Halb- 
messer des  Kreises  gleich  TB^  oder  gleich  der  halben  grolseu  Achse 
der  Ellipse. 

1)  Oder  Qjliiide»,  ndie  oben. 
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Nimmt  dagegen  die  Hohe  des  Kegels  stetig  ab,  so  wird  die  ISiA^ 

femong  (G')  Gl  des  Ponktes  G  von  d«r  Projektioiuebeiie  immer  klebv 
und  wird  sehlielilieb  den  Wert  KaU  amicJuneiLi  sobald  die  H^e  im 
Kegels  Null  wird.  Für  diesen  Fall  bsben  wir  den  Pniüct  {G')  im 
Ptmkte  (G),  als  in  dem  DnrchsehnitliBpankte  beider  Bogen  BGf,  und 
{G)(G')  zu  suchen.  Im  Punkte  (6r)  ist  dann  audi  dar  zugehörige 
Berührungspunkt  G^  der  Tangente  zu  suchen.  Diese  erhalten  wir 
in  der  Verbindungslinie  T{G\  Die  in  (G)  auf  7(6?)  errichtete 
Senkrechte  sclmeidet  Ol*  im  Mittelpunkt«  des  zuo;ehörigeu  umgeleiften 
Kreises.  Ks  ist  dies  der  kleinste  unter  den  Kreissclinitten  durch  y  für 
dieselbe  Basisellipse  e. 

Setzt  der  Mittelpunkt  (F)  des  Kegels  seine  Bewegung  auf  Vi) 
unter  der  Projektionsebene  fort,  so  resultieren  ver-sciiiedcne  in  Bezog 
auf  die  Projektionsebene  gegen  die  Torherigen  symmetrische  Lageo 
Yon  cyklisclien  Eiicuen. 

liei  dem  Durchgänge  des  Mittelpunktes  V  von  (ier  emen  mit"  ilie 
andere  Seite  der  Projektionsebene  (also  für  einen  Kegel,  dessen  Höiie 
gleich  Null  ist)  ist  der  Kreisschnitt  l'  ein  reeller  Kreis  mit  einem 
Miuiniuni  des  Halbmessers.  Man  erhalt  diesen,  wenn  man  von  A  a'is 
die  I'iXzeutrizität  bis  (G)  auf  die  grofse  Achse  auftragt,  den  erhaltenen 
Endpunkt  {G)  mit  T  verbindet  und  auf  dieser  Verbindungslinie  in  [fi] 
eine  Senkrechte  bis  zum  Durclisclinitte  mit  BO  errichtet. 

Es  stimmt  dies  mit  der  obigen  Kegel  überein. 

Agram  ^  den  15.  Januar  1901. 
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Von  K.  HsNSEL  in  Berlin. 

Wenn  man  die  ganzen  Zahlen  nach  steigenden  Potenzen  einer 
gtigtbeneii  Primzalil  entwickelt,  so  kann  mm^  sehr  einfach  die  höchste 
Potenz        bestinimeu,  weiche  m  dem  Produkte 

(1)  =  1.2.3- ••«« 
enÜialtoD  ist»  und  zugleich  die  Zahl 

finden,  der  m\,  dividiert  dmeh  die  hSehste  in  jenem  Funkte  enthaliene 
Potenz  Ton  p,  modido  p  kongment  ist   Die  eiste  Aufgabe  hat  schon 
Legendre,  die  sweite  auf  einem  anderen  Wege  Herr  Stiekelberger 
(BCath.  Annalea  87,  342—343)  gelöst. 
Es  sei  fOr  die  Zahl  m: 

(2)  «- +...  f;r/) 

die  Ehitwit^elnng  nach  Potenzen  yon  p,  so  dafs: 

+  (/»,  -  1)  p'  +  ai+ip'  +  '  +  .  • . 
die  Darstellung  der  nächst  niedrigeren  Zahl  m  —  1  ist   Ebenso  seien 
ffir  die  Produkte  (m  —  1)1  und  m\ 

(3)  (fli- 1)1 + 

m!  -  ^-p""  +  •  •  • 

die  bezöglichen  Entwickelungen  nach  Potenzen  Ton  p.  Dann  folgt  aus 
der  Gleichung  w  (w— l)!  =  w!  unter  Benutzung  von  (2)  und  (3); 

(a^y  4-  •  •)  4- . . .)  =  4-  . . 

also  ergeben  sich  durch  Yeigleiehong  der  An£uigsglieder  auf  beiden 
Seiten  die  Relationen: 

(4)  Am^at*JU-t  (mod.p), 

durch  die  in  Verbindung  mit  den  offenbar  richtigen  Anfirngsgleichungem: 
(4')  ^-1,  fH-0 
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jene  beiden  Zahlen  An  und  (im  eindeutig  bestimmi  sind.  Hieraiu 
giebt  Aich  aber  ohne  weitoree,  dab  fUr  jedei  m: 

iP^  f*»  jzn  > 

Am  =  {—  l)f*„a,Iar4.,!...  (iiiod.j») 

ist.  Einmal  nämlich  gehen  jene  Gleichungen  für  m  =  1  in  (4»)  über. 
Berechnet  man  aber  zweitens  diese  beiden  Zahlen  nach  (5)  für  die  m 
(2*)  betrachtete  nächstvorhergehende  Zalil  m  —  1,  so  wird: 

(m-ij-((i)-i)«-Ka,-i;-H 

_»-(a.4-fl,4.i-f -O^^^ 

und  Bweitens  unter  Benatsang  des  WiUonschen  SatiEea: 
(ö»»)  4»-i  =  (-  l)"".-j(G>-  l)!)'(a,-l)!av+i!... 

und  die  so  bestimmten  Zahlen  Amt  f*««»  Mm— i  erfüllen  offonbar 

wirklich  die  Gleichungen  (4). 

Es  eigiebt  sich  also  der  Sats: 

Ist 

die  Entwickeiimg  einer  beliebigen  Zahl  m  nach  Potensen  Ton      so  ist; 

(6)  ml  -  (-  lifm .      a, !  •  • .  a^\)  +  •  • 

wenn  in  dieser  Eutwickelong  der  Exponent  ^  des  An&ngsgliedes 
durch  die  Gleichaug: 

(6')   ^ZTi  

bestimmt  ist 

Beachtet  man  endlich,  dab  offenbar: 

[^]  =  a*  +  a*+ij>  +  •  •  •  +  a,y-* 

is^  wenn  [a\  wie  gewöhnlich,  die  grdfste  in  dem  Brache  «  entlialtene 
ganze  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt  sich  leicht  ftlr  die  in  (6)  angej^ebene 
Zahl  ftn  die  gewöhidiche  Dantellnng: 

(6') 

wo  die  Snmmation  beliebig  weit  fortgeseist  werden  kann,  da  alle  inf 

[^J  folgenden  Zahlen  Yon  selbst  Null  sind. 

Berlin,  den  5.  Aprü  1901. 
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On  the  Potential  of  a  aingle  sheet 

Bj  T.  J.  Ta.  BuoMWicu  (Cambridge^  England.) 

In  Order  to  lind  th(>  diseoiitiiiiiities  in  th»^  first  derivatives  of  the 
Potential  of  a  double  sLeot,  Poincare  discusses^j  tlie  second  derivatives 
of  the  poteutial  of  a  singlo  slieet;  so  far  as  I  kuow  it  has  not  t)eeu 
remarked  tliat  thesc  discontmuities  cau  be  easily  found  hy  tlie  simjde 
process  nsed  bj  Weingarten  in  the  determination  ot  the  discontinuities 
of  the  second  derivatives  of  the  potential  of  a  solid  niass.')  Wein- 
garten has  applied  the  same  method  to  other  physical  problems.') 

For  simplicitv;  take  the  azia  of  ^  as  normal  to  the  eorface  with 
whicli  the  single  sheet  coincides,  and  the  origin  in  the  surfaoe.  The 
positive  direction  of  z  is  snpposed  to  be  from  the  inside  towards  the 
outside  of  the  surface.^)  Then,  if  the  origin  is  an  ordinazy  poiut  of 
the  suifacei  the  equation  to  the  enrßMse  takes  the  form 

in  tiie  neigkbüurhood  of  the  origin.  Let  e  be  the  surface-density  of 
the  sheet  at  {x,  ff,  ä)  and  let  6^  id^o  ^      "^Alofis  of    and  its 

firet  deriTatiTes  at  tfae  origin.  We  denote  by  V^,  F|,  the  valaes  of 
the  potential  of  the  sheet^  ontside  and  inside  the  BtufiM^e,  respectirely. 
Also  we  write  for  brerity 


t 


the  values  of  all  thcso  quantities  being  estimated  at  the  origin.  Thon 
onr  Problem  is  to  find  t»,,,  tf«» ...  in  terms  of  cl  h,         (|^)  ,  (^'^)  . 

1)  Potential  Xeutonin>,  \>\>.  232  •  262. 

2)  Atta  MnUttmuUra,  10,  3Ü3,  1887. 

3)  Archiv  der  Math.  n.  Phys.  (3)  1,  27,  1901. 

4)  If  the  «orfaee  ia  not  closed,  the  temiB  „innde**  and  „outaide**  may  be 
osed  arbitrarily  to  diBtingniBh  the  two  lides  of  the  sorlhoe. 
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Afe  a  point  (x,  ff,  ß)  the  qvantity 

if  the  point  ia  on  the  Rurface  and  if  \x\f  \y\  are  so  srnaU  ^baXa^yX^f^... 
CBD  be  neg^ected.   We  find  aimilar  ezpreeaions  for: 

cv,  _dv,    ^v,  _c\\ 

dy      dy*    d»      de  ' 
But,  at  any  point  on  ilie  sor&ce 

acGording  to  the  genenl  theory  of  the  potential  of  a  aingle  iheet*), 
where  ^  »  are  the  diiection'Coemes  of  the  normal  (drawn  ontwaidi) 
at  the  point  and     ie  the  Bnz&oe-deiisity  there.   New  on  cor  euftoa 

at  (ar,  y,  m): 

2  —  —  (aa:  +  «     —  (Äar  +  fcy), 

where,  as  before,  x^,  xy^. . .  have  been  u(^lected.  We  are  thna  led  io 
the  eqaations 

As  these  hold  for  all  values  of  x,  y,  subject  only  to  the  conditieiit 
that  \x\f  \y\  ahall  be  smaU,  it  foliowB  that 

The  values  of  m,,  u„j  agree  witb  wliat  is  known  from  the 
geiieml  theorem  just  quoted.  We  still  have  to  find  u,,;  to  do  this, 
we  note  that 

80  that 

1)  Thifi  theorem  appears  in  all  the  text-book»;  scc  for  instanrp  Poimär^. 
Potentitl  Newtonien,  chap.  3;  Weingarten 's  proof,  in  the  timt  of  the  paper»  qitih 
ted  aJieady,  is  perbap«  the  simplesi. 
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Sinoe  o  +  6  ^  —  —9  whera  ^  are  the  piincipal  nuUi  of  eorvatare 
of  ihe  sm&oe  at  the  origia,  it  foUows  that^) 


We  have  tiius  ioumi  the  values  of  thp  <li,s(  niitinuitn\s  in  the  six 
9e<!ond  derivatives  of  the  poteutial  at  the  origm;  these  values  agree 
with  Poincare's*),  with  the  exception  of  Ux:,  t4.-y.  But  the  difference 
in  the  case  of  these  two  derivatives  is  apparent  only;  for  the  quautity 
denotcd  by  y'  in  Poinrare's  work  is  the  cosiue  oi  the  angle  between 
Og  and  the  nonnal.   Hence,  at  the  origin: 

y      ^'     dx^'  dy 
for  at  (Xf  ff,  jr)  near  (he  origin: 

y'   1  -  i     +     +    +  byy]  4-  •  •  • 

Ueing  fheee  Taluee  of  y,  Poincare's  expresnoiis  redaoe 

1»  Ühoee  found  above. 


Addähik  I  take  (he  opportonity  of  remarking  that  fhe  mme 
method  can  he  tued  to  obtain  Korn'e  expreinonB  for  tiie  diaeonti- 
Boitiee  in  the  second  derivatives  of  the  potenÜal  of  a  double  sheet 
(LiMw^  der  PotentiaÜheorie,  Bd.  1,  S.  52).    11*  Not.  1901. 

Cambridge,  England,  20"^  Jone  1901. 

1)  This  equation  Beems  to  have  beon  givcn  first  l»y  Green  in  discuaeing  the 
ibeoiy  of  tbe  Lejden  jar  (E»say  ot*  the  ajijdicaiion  of  Mathematks  to  Klectricity 
tmd  MagMUm  Art.  8^. 

S)  See  the  taUe,  FoteiM  Ntwtmim,  p.  161;  wbere  it  ie  to  be  obierred  that 

the  expressions all  have  their  signs  changed.  That  ia,  P o  i  n  c  a r<  gives  -r^^  —  -^-^  *tc. 

Vgl.  zu  c^ie^^pr  Arbeit:  Fad,  Giornale  da  Hattaglini  15,  28Ji— 'i'jH,  1«77; 
C.  Ntumatm^  Math.  Ann.  16,  4ä2— 436,  1880;  A.  Bdtrami,  Ann.  di  Mal  (2;  10, 
46—68,  1880.  Th.  SMn,  Zeiteclv.  f.  Math.  n.  Fh^M.  86,  145,  I88I;  G.  A.  Maggi, 
Lomb.  Bend.  (I)  SB,  786,  1881.  Anm.  d.  Red. 
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Die  Bedeutung  des  D'Alembertschen  Prinzipes  für  starre 
Systeme  uud  Oelenkmechanismea. 

Von  Kaxl  Heun  in  Berlin. 
(Forderung.) 

16.  Die  Eulers(^  JBewegmga^eiiAmgm  fär  dm  roNemtdm 
SStper,  —  Nach  den  Gleichnngen  (3)  und  (3')  des  Seliema  V  sind  die 
kinetiBchen  GnmdglelchTmgeii  des  lotieveiiden  stanen  Systems 

M4  «  Mf  und  Mk  «  > 

denn  die  ganzen  Momente  der  üeaktionen  verschwinden.  In  der  Formel 

Mg!  =  ZtHnxx 

hat  mau  jetzt  nur  für  den  Ausdruck  ffTr  einzüjsot^en  und  die  Sum- 
matioD  über  alle  Massenpnnkto  drs  Körpers  zu  erstrecken,  um  die 
Impulsgleichungen  in  expliziter  Form  zu  erhalten.  Nun  ist  aber  (vgl.  die 
Einleitung); 

x((Sxj  —  (xä)  •  X. 

Gewöhnlich  serlegt  man  x  nach  diei  rsehtwinUigen  Achsen,  welche  mH 
dem  System  fest  yerbmidea  sindi  indem  man 

5  —  Ol  +     -f  «3 

setzt.  Auf  diese  Weise  folgen  die  entsprechenden  Komponenten  des 
Vektors  M»,  nSmlieh: 

M,.i  «  Sm(a\  +     •  ffi  —  Zma^a^  •  <y,  -  Sma^a^  •  ff,, 

worin  man  noch  rar  Abkttrzung 

Em{a\  +  aj)  =  A^,  Sm{al  4-  aj)    A,,  ^m(a;  +  a|)  =  A, 

und 

setzt  und  diese  Gröfseu  als  Trägheitsmomente  und  Deviationsmomente 
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hereichnet.  Die  kineÜBchen  Impalsgleicbniigeii  erhalten  demnach 
die  übliche  Fozm: 

Mj|,x    Aj  •  tf,  —  D,  •  tf|  —  D,  •  tfg, 

(18)  M»,,  =  A,  .  tf,  -  Dj .    -  D, .  «1, 

Ma,s  =  A,  •  tf,  —  D,  •  tf,  —  Dl  •  tfj. 

Zur  HenteUimg  der  Enlerschen  Gleichungen  haben  wir  nnr  den 

Differentialquotienten  zn  bilden.  Statt  dessen  kann  man  auch  den 
Elementarrektor 

nach  der  Zeit  differentiieran  und  erhalt 

^  jy"        ___  _  _    _ 

2       •    +  Qcx)  •  tf  —  (^tf)  •  äP  —  (ätf)  •  X  —  (äd)  •  x. 

Nun  ist  aber  oflfeubar  xr  =  0  und  itf  =  0,  da  die  betreÜenden 
Vektoren  auf  einander  senkrecht  stehen.   Folglich  wird 

^  _        _  _  _   

und  dementspreehend: 

(19)  ^-(^)+^.. 

WO  die  Klaiiiiiicni  um  die  Derivierte  von  andeuten,  dafs  man  bei 
dieser  Differentiation  nur  die  Gröfse  6  als  veninderlich  zu  betrachten 
hat.  Die  Euler  sehen  Gleichuagen  heüseu  aUo  in  unserer  Bezeich- 
nimgsweise: 

(20)  a -('';•')+ SM.. 


Sie  wurden  in  dieser  Form  (natflrlich  ohne  die  Symbolik  der  Vektor- 
analysis)  zuerst  Yon  Lagrange  in  seiner  „Möcan.  anal.'^  2.  ^d.  Bd.  2, 
p.  239  mitgeteilt,  wo  er  dieselben  aus  dem  kinetischen  Prinzip 
(▼gL  Nr.  18  dieser  Arbeit)  der  virtuellen  Verschiebungen  abgeleitet  hai 
Lagrange  benntst  dort  die  kinetische  Energie  E  des  rotieraiden 
Systems^  welche  wegen  der  Gleichung  ä;  —  ^  die  Form  hat; 

E  - \Zm     .  5^)  - 1  (A ,  <y;  +  A,ff|  +  AjtyJ) -  D,  tf^fl-j-Djcr^ff,  -D,«! tf,. 

Nach  den  Gleichungen  (18)  ist  dann 

Infolgedeeaen  (oder  eigentlich  wegen  der  pnmdpiell  verschiedenen 

20« 
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H^Ieitung)  stehen  bei  La^range  statt  der  Kümponeuteu  der  relAtirea 
GeBGhwiodigkeit  (^)  die  GröJMii  1 ^  ||  und  ~ 

Bezieht  man  den  Vektor  auf  die  Hauptachsen,  so  Tersch winden 
die  Deviationsmomente  in  dem  Ansdnicke  für  Me,  und  man  erhält  am 
der  Gleichung  (20)  die  gewohnlichen  Enlerschen  Gleichungen: 


(21) 


Die  Gleichnng  (19)  hätte  man  sofort  Imuehzeiben  können,  da  sie 
munittelbar  ana  dem  Prinzip  der  relatiTen  Bewegung  folgt  {jjf) 

ist  offenbar  der  Vektor  der  relativen  Anderungsgeschwindigkeit  Ton 

in  Beaug  auf  das  rotierende  System,  tfM,  iet  der  Vektor  der  zugehörigoi 
Fahrungsgesch windigkeit.  Genau  genommen,  hat  schon  Euler  rar 
Ableitung  seiner  Gleichungen  denselben  Gedanken  beuutrt,  ohne  ihn 
jedoeh  in  eine  bestimmte  anaiytisohe  Form  zu  kleiden. 

17«  Lttffranffes  T^nmsUmtätsglekhmgm  für  das  gUure  Sjfdenk 
Das  D'AIembertsche  Prinzip  in  der  von  Lagrange  and  Hamilton 
benutzten  Iniegralform: 

(22)  l''^!,-  J*^^^-^  d*JLt)dt 


Terursacht  bei  der  Verwendung  eines  Geschwindigkeitssystems,  welches 
durch  kinematische  Parameter  ausgedrftckt  istf  die  nicht  gleichzeitig 
die  Zeitderivierten  von  Koordinaten  sind,  eine  bemerkenswerte  Schwierig- 
keit, die  von  Iiagrange  znerst  klar  erkannt  und  —  für  den  Fall  des 
rotisranden  starren  Systems  —  mit  dem  ihm  eigenen  Geschick  fiber 
wunden  wurde.  In  dem  Ausdrucke 

(23) 

müssen  nünilu  li  die  Variationen  (5  er,  so  transformiert  werden,  dals  sie 
nur  die  ÖO,  imd  die  vollständigen  Zeitderivierten  dieser  Grölsen  ent- 
halten. Lagrange  (Mocim.  anal.  2.  ed.  Bd.  2,  p.  229)  hat  dies  durch 
lieniit'/ung  der  Relationen,  welche  zwischen  den  9  Achsenkosinus  bestehen, 
erreicht.  Wir  schlagen  statt  dessen  einen  direkteren  und  bequemem 
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Weg  «01}  indem  wir  mmiittelbar  you  äst  KoBseptioii  det  Systomi 
moglicber  Geschwindigkfliieii  ansgefaeiL  Infolge  der  Gleichimg  s^9xi^ 


Hienns  erhält  man  durch  Yarüeren  und  Differentiieren 

däx  =  dd$  -x  +  dB'dx  und   d9sb dd$  •  x  +  90  •  dx. 

Da  nun    oßeiibar  Ödx  —  ädx  ist,  80  folgt  au8  den  vorstehenden 

(jrieichungeü  durch  Subtraktion: 


Dies  lat  die  Lagrangeache  I^rmuitwUält^eidiiMig  für  ein  rotierai- 
dea  atanea  Sjrtam.  Sie  iat  eine  nmnittellian  Folgerang  ana  dem  kine- 
matiaehen  Anadmck  dea  Geaobwindigkeitaayatoma.  Wir  adilielBen 
hienns^  dab  jeder  ehankteriatiadun  Form  einea  Qeaehwindi^ntta- 
syalema  ala  Fonktion  wesenüu^  kkimaiMer  Parameter  eine  beaondere'^ 
ftr  daa  materieDe  Syatem  ebenao  charalcfteiiatiaehe  —  TranaitiTifita* 
gleichong  entsprechen  mnla. 

Ana  der  Gleichung  (24)  folgen  die  Besiehnngen  awiachflii  den 
Achaenkomponenten: 


dx  =  d$  •  X   und    öx  --^  dO  x. 


(24)  dd$  -  die  »  de  •  de. 


(25)  öde^  -  ddß,  +  rfö,  dd^-  dO,  ■  dO^, 


ddd^  «  dde^  +  dß^  ■  dß^  -  dß^  •  äß^, 


wie  sie  Lagrange  a.  n.  0.  mitgeteilt  hat. 


Diese  Werte,  in  Yerbindong  mit  der  Gleichnng  (23),  aetajsn  wir 


in  den  Integnüansdruok 


ein.   Nnn  besteht  die  Relation: 


worin  .Bach  der  Gleiehnng  (24) 


wa  0etaen  ist   Folglieh  wird: 
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Die  Gleiclmiig  (36)  geht  also  über  in 

[i'k.1-  f  {{^)  +  (»M.)  -  M.}  -M.rf«; 

denn  es  ist  Mp  ■  =^  d  A^,  uud  M*d  &  =  d'A»,  da  TrauBiatiojien  aus- 
geschiosBen  sind.   Mithin  muXs 


(är)  +  ^.  =  M. 


Bein,  woraus  man  durch  die  Zerlegung  inEbmpoiienteiidieLagraiigesche 
Form  der  Bewegungsgleichmigeai: 


(28) 


dt\c<fj  ^ 


gewinnt 

18.  Die  ibfietfiMifc«»  GUMnmgm  wn  Lagrange  in  aUgememm 
PosUiimskoordmaten.  —  Wir  setaen  zunächst  em  bekebiges  Syiten 
mSglidier  GeBchwind^keiteii  ToracM^  welehee  wir  durch  die  sfmboliiehe 


(29)  X  —  ftmkt  («,,      . . .,     if,,  g„  . . qi) 

andeuten.  Hierin  sollen  die  t  Vektoren  im  gewöhnlieb*'D  Sinne,  die  q 
dagegen  reelle  von  einander  unabhängige  Positionskoordmaiten  sein 
Die  Anzahl  der  letzteren  wird  gh^ieli  der  Anzalii  der  Freiheitsgnide 
angenommen,  so  dals  dio  Bp\ve<j:iing  des  Systems  durch  keine  Be- 
dingungsgleich ungen  ho<s(  liränkt  li^t.  Die  Vektoren  f  sind  im  all- 
gemeinen eindeutige  Funktionen  dieser  Koordinaten.  Aus  der  sjfin- 
boüschen  Gleichung  (29)  folgt: 

(30)  =  fimct.  («1,      . . .,  f„  d^i,  dg„  .  . dqi). 
Für  einen  freien  materiellen  Punkt  ist  immer 

X^  I        «j  +  ^-fl» 

und  demeuteprechend 

fr 

Folglidi 

1=1 
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oder,  wenn  wir  in  flblicher  Weira  m  AbkOnuxig 

setzen: 

Die  Gröften  p  sind  lineare  Funktionen  der  GrSfeen  q.  Die 
fonktionale  Beuehung  in  Gleichung  (29)  oder  die  damit  überein' 
stinmiende  in  Gleichmig  (30)  nnterwerfen  wir  nnn  f&r  Systeme  der 
Bedingung,  dab  die  darus  abgeleitete  ekalare  Grofse  d'A^  die  Form 

(31)  rA.JQprdq. 

erhalten  muliä  und  daCsi  die  j>  lineare  Funktionen  der  q  werden- 

Unter  dieser  Yoianflsetanmg  kann  man  immer  ^'A»-»  ^K'  ^9« 

setzen,  wodurch  die  Grundgieichung  der  impulsiven  Wirkung: 

(I)  a'A.-*'A» 

die  einfiuilie  Form 

(32)  p,  -  K 

{•-t,  t,  t  O 

erhält. 

In  der  Integralgleichung  fiXr  Zeitkräfte: 

(II)  [*'-^']l=  /      +  ^'^)dt 

ist  nach  der  dnrch  die  Gleichung  («Sl)  ausgedrfickten  YoraiunetKung  die 
kmetiscbe  Energie  E  dee  gimen  Systems  eine  quadratische  Funktion 
der  q-j  denn  diese  Gleichung  mnls  «ndi  giltig  bleiben,  wenn  9q  dmeh 
dq  ersetzt  wird.  Folglieh  wird 

(33)  2B-g^-.9. 

Ohnedies  ist: 

Wir  Betzen  femer,  ganz  analog  der  Gleichung  d'A^^  ghf  d^,  auch 

1—1 

Ar  die  Zeitknfte 


304  Kau  Hnm: 

und  nennen  nach  dem  Vorgange  von  Hertz  (Prinzipiell,  p.  21^1  dia 
Grofsen  k,,  .  . k.  die  Komponenten  der  Lagran gesehen  Kxuh, 
welche  wir  sjmboliaoh  mit  k  beseiehnen  wolleo.  Daa  Symbol  k  nemi 
Herls  bekanntHch  einen  „YMor  in  Bezog  auf  das  ganze  System^. 
Da  nnn  die  q  Köordinatmf  d.  h..  die  q  voO^ändtge  BeriTierte  nach 
der  Zeit  eind,  so  besteht  immer  die  Gleichung: 

und  die  Grundgleicbuug  (II)  gebt  über  in 

Dieie  Gleiohmig  kann  fllr  beliebige  Werte  der  Öq  nur  identifleh  «EflÜtt 
eeiui  wenn 

(35)  P.-  H 

nnd 

(86) 

ist.  Dies  sind  die  Gleichungen  von  Lagrange.  Aiudrficklich  be- 
merken mochte  ich  noch,  dals  auch  die  Impulsgleichungen,  welche  sick 
dnich  Kombination  der  Formeln  (32)  and  (35)  ergeben,  nimlksh 

von  Lfigraii^^M'  (Mec.  anal.  2.  ed.  Bd.  2,  p.  1^3)  und  nicht  von 
Niven  herrühren,  wie  Routh  m  seinen  ,,Rigid  Dynamics"  hemerkt, 
und  zwar  stehen  sie  an  der  zitierten  Stelle  genau  in  der  Form,  weiche 
Kouth  gebraucht.  Es  ist  nämlich  dort  die  Existenz  einer  Funktion  A 
yoransgesetzt,  welche  die  Komponenten 

ergiebt. 

Glifford  hat  in  seinen  „Elements  of  Dynamic^  (2.  Bd.  der  post- 
humen  YeroffentUchnng,  p.  81)  eine  Ableitung  der  Lagrangescben 
Gleichungen  gegeben,  deren  Grundgedanken  wir  hier  wiederholen.  Dm 
Geschwindigkeitssystem  sei  nnr  Ton  awei  Koordinaten  nnd  ^  ^ 
hängig.   Unter  dieser  YoraussetEnng  ist 

Glifford  setzt  zunächst  2|  —  1  und  q^^O,  darauf  ^  —  0  und  sia'l* 
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Die  entsprechenden  Werte  tou  v  sind:  v^">£|  und  v^^ff  Nim 
beweist  er,  dab  ^  »  ^  ist  Die  Energie  des  Systems  hat  den  Wert: 

Daraus  folgt 

a£ 

Nun  giebt  es  —  obne  weitere  Bedingungen  —  die  Gleichungen: 

Ans  der  Energie^eielraiig 
folgert  er  dann 

oder 


Nun  ist  aber: 


dB     99   -       j  BE     dv  - 

«,d  g^r-j^-  t, 

ai5_d^  -        ,  dE     rft,  j. 

egi     dt  dg^  dt 


ddE     dt.   -  ,  -  d9  ddE     dl,  -  ,  -  dv 

erhalt  man  unmittelbar  die  Lagrangesehen  Qleicbongen 

d^dS^_dE     -  dv     jd  _  ~  dö 

diajj    aft^^^di'  dtF^  ~'«di" 

Man  Innn  die  Lag  ran  gesellen  Qleidinngen  iBr  einen  freien  Ptankt 
streng  MmomoIM  ableiten.  Denn  in  diesem  ein&olien  Falle  bat  die 
renn 

Hieraus  folgt  tiV  =^ und  durch  Differentiation  nach  der  Zeit 

dv      dp,       dfi  - 
'dt        dl        dl  * 

Da  V  eine  vollständige  Derivierte  nach  der  Zeit  ist,  so  bestehen^  wegra 
der  Int^grabilitätsbedingungen,  die  Gleicbongen 

Big      d  it 

Mithin  ist: 


oder 


dr 
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Hieraus  crliUIt  man  sofort  die  Gieidbimgeu  Ton  Lagrange  in  der 
kinematiäclien  Jb  urm 

-  dv     dp,  dE 
"  dt 

Die  „begriffliche  Bedeutnng''  der  La gr angesehen  Gleichmigai  iit 
schon  wiederholt  Gegenstand  von  Untersuchungen  gewesen.  Dodi 
scheinen  diese  noch  kein  befriedigendes  Resultat  ergeben  zn  hibeo. 
Es  handelt  sich  dabei  wesentlich  um  die  Frage^  wie  dieselben  aas  den 
Impulsgleichungen  Pt  —  ht  hervorgehen.  Differentiierm  wir  diese  nach 
der  Zeit^  so  müssen  die  so  erhaltenen  Gleichungen 

mit  den  Gleichungen 
identisch  sein.    Nun  ist 

m 

also 

oder  durch  Berücksichtigung  des  zweiten  Termes  —  ^  -  dti 

dp,  =  S  i„u9M'    +  S  S  riM'' 

N  X  M 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleidiung  kdnnen  wir,  wie  bei 
der  Ableitung  der  Eni  ersehen  Gleiehnngen,  mit  (dp,)  •  dt  bweichnsii, 
indem  wir  durch  die  Klammem  eine  reine  ImpulsdifferentialioD  so- 
deuten,  bei  welcher  die  Koordinaten  —  dem  Begriff  des  Impulses 
entsprechend  —  unTerSndert  blmben.  Wir  erhalten  also 

^P.  -  (djh)  -f  a  ==  h  •  dt. 
Die  ganze  Schwierigkeit  ist  jetzt  auf  die  Interpretation  der  Funktionea 

i  » 

reduziert.  Alle  \Valirsclioiiiliehkoit  spricht  dafür,  dals  diese  Funktionen 
C,j  in  denen  die  Koeffizienten  y^^  mit  den  Christoffelschen  Svm- 
bolen  l^^'^^j  identisch  sind,  Komponenten  —  oder  doch  einfache  Koiu- 
binationen  der  Komponenten  —  Muer  Sjentrifugalbesdüennigang  sind. 
Doch  ist  es  mir  bisher  nicht  gelimgen,  dies  nachzuweisen  und  damit 
den  spesiellen  Sachverhalt  Tollstandig  klanul^n.    Vielleicht  dienen 
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diese  Bemerkongeii  vxr  Anregaog  weiterer  Untenmchtiiigen  Aber  diesen 
für  die  Einetik  dnrehaue  nicht  nnweaenttichen  Gegenstand 

19.  Explmte  Form  der  Layraugcsrhm  Gleidmnfjm.  —  Hamilton 
benutzt  bekanntlich  neben  der  Funktion     =  «  §  §  ^«^  SiS«  i^och  die 

reziproke  Funktion        ,  §  Si7i,xl)dP«;  welche  mit  der  enten  dnreh 

I  M 

die  Imearen  Bedehmigen  iiV^p,  Terbnnden  ist  Wir  rerwendffli  nnn 
die  Gleichungen 

dE  _         dF      ,  ^ 

zu  einer  expliziten  Darstellung  der  Lagrangeschen  Bewegimgs- 
gleichuugen,  die  wir  den  Untersuchungen  über  die  Kinetostatik  der 
Gelenksjsteme  zu  Grunde  legen.    Zunächst  ist 

«*  "  didpi  ~  ^dpidp»  '  dt       ^dpndq»  ' 

Aus  der  gewöhnlichen  Form  der  Lagr augeschen  Gleichungen  folgt: 

dp,  dF 

Hierdurch  geht  die  Torige  Gleichung  über  in: 

/^lft^  «rj»F  aj*     d*F  ay-]  ,  o  ^'^  ^ 

(38)  =  ^  L^K^  "  ^  %,^p. ' 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  homogene 
Funktion  zweiten  Grades  der  GrÖfsen  Pi,  p^,  ■,  p.,  n.lso  auch  der  GroHnil 
9if  •  '*f  Ü*'  nachfolgende  Glied  enthalt  anfser  den  Lagrangeschen 
allgemeinen  Eraftkomponenten  k^f  k^f  . .  .|  h  nur  die  Koordinaten 
9ii  9»t  "'f  9i*  können  deshalb  die  Gleichung  (38)  auch  noch  in 
der  folgenden  Form  schreiben: 

(39)  =  SSa')[\,qiq^  +  • 

Hierin  sind  die  Koefißzienten  aSf\«  und  bekannte  Fnnktionen  der 
Koordinaten.  Die  GrSfsen  cj'^,«  lassen  sich  unmittelbar  durch  die 
Christoffeischen  Symbole  zweiter  Art,  welche  durch  [^\^]  bezeichnet 

werden ,  ansdräcken.  Doch  scheint  es  nicht  nötig,  jetzt  schon  auf 
diese  Besiehnngen  weiter  einzugehen.  Die  ij,,«  sind  die  Koeffizienten 
in  der  reziproken  Ftinktion  F, 
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20.  Die  Rodriffues-Cayleysehen  Positwnsloordmaten  für  das 
starre  Sjfstem.  —  Hier  knüpfe  ich,  um  die  Ableitungen  möglichst  ab- 
/ultürzen,  an  die  Theorie  des  Kreisels  von  F.  Klein  und  A.  Sommer- 
feld BD.  In  diesem  Werke  (S.  21  und  43)  sind  die  Komponenten 
tfj,  <y,,  tf|  dee  Vektors  der  Rotationsgeschwindigkeit  durch  4  Quater- 
nionenkompoiMiiteii  Ä,  B,  C,  D  in.  der  folgenden  Weise  ftusgedrfleki: 

J  a,  -  DA  -  Ai)-^  {BC  ~  CB)y 

(40)  l6,-  I)B     BD  -  {CA  -  AC), 

litf,  =  DC  -CD-  (AB- BÄ), 

Sigenilich  stehen  dort  auf  8.  4S  komplexe  Yerbüidungen  der  aber 
die  Oleiehnngen  (40)  ergeben  sieh  ohne  weiteres  darans.  Wir  nehmen 

nun  an,  A,  B,  C  seien  die  Komponenten  eines  Vektors  X.  Dann  lassen 
sich  die  Gleichungen  (40)  in  eine  einzige  Vektorgleichnng  zusammen- 
ziehen, nämlich: 

(41)  |?_^.^j_n, 

wo  zur  AbkOnong 

1   ii  « 1  -   =  ft* 

gesetzt  ist.  Ffibreta  wir  noch  einen  sweiten  Vektor  i  durch  die 
Gleichung 

ein,  dann  wird  /i'  +  fi'«'  =  1  nnd 


Diese  schone  Gleichung,  welche  die  er  durch  die  hinreichende  und  not' 
wendige  Anzahl  von  Koordinaten  ansdrückt,  hat  Cajiey  (Cambr.  aod 
Dublin  J.  Tol.  1.  184G)  mitgeteilt  nnd  darauf  eine  sehr  d€^anie 
Theorie  der  Rotation  starrer  Körper  ausbaut.  Obwohl  in  Somoffs 
Kinematik  auf  diese  Arbeit  yerwiesen  ist,  so  scheint  sie  dock  nicht 
diejenige  Beachtung  gefunden  zu  haben,  die  sie  nach  unserer  Ansicht 
verdient.  Ans  der  Gleichung  (42)  ergeben  sich  die  Komponenten  <iat 
Rotationsgesehwindigkeit  in  der  flbersichtlichen  nnd  symmetrischen 
Form; 


(43^ 
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Setrt  man  diese  Gr5fteD  in  den  Wert  ittr  die  kinetieehfi  Elnergie  £ 
ein,  80  kann  man  ans  dem  ao  eiriialtenen  Auadracke  ohne  weüerea  die  Be- 
weguiigsgleichuügeii  Yon  L»grange  ablöten,  da  die  Xj,  x,,  x,  unab- 
hängige Positionakoordinaten  sind. 

21.  Der  VehU>r  Ji.  —  Ebenso  wie  wir  die  Energie  E  eines  Systems 
mit  einer  endlichen  Anzalil  von  Freiheitegraden  in  den  allgemeinen 
Lagrangeschen  Koordinaten  q^y  q^,  . . g,-  darstellen  konnten,  ist 

dies  auch  für  den  Systemvektor  B  ausführbar.  Wir  wollen  uns  jedoch 
hier  auf  dm  JSlementarrektor  B  für  einen  freien  materiellen  Punkt 
(m  ^  1)  beaclunnken.  Dann  iat  in  der  Definitionsgleichimg 

zu  setzen 

nnd  dementsprechend 

X  =        +  £0^1  +  *a'is  +        +  «2^«  +  *39a- 
Die  Auaf&hmng  dieser  Substitution  ergiebt  unmittelbar: 

Bedenkt  man  nnn^  daiji  die  Gleichungen 

*«-ä&»  ^*~di 

bestehen,  so  erkennt  man  ohne  weiteres,  dafia  Ii  in  die  folgende  Form 
gebracht  werden  kann: 

B  «  vtCftS»  -  iät)  +  H^iiwi  -  iiffi)  +  hh(Mt  -  mi)  +  ^» 

worin  H  eine  homogene  Funktion  dritten  Grades  der  Geschwindig- 
keitskomponenten  ^j,  q^,  q^  bedeutet   Setst  man  noch 

80  ist 

so  dafa  man  B  auch  durch  die  Grüfaeii  ^j,  y^,  und  p^f  p^j  aus- 
drücken kann.  Die  eintretenden  Gzolaen  si  und  4r  sind  Funktionen 
der  ^1. 
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Als  Systemvdehr  wollen  wir  B  nur  fiHr  den  rotieraiden  ttamn 
Körper  beatiiiiineii.   Wir  setMii  hiena  in 

B  =  £mxx 

die  Werte  tob  x  und  x  ein,  nämlich 

2  SS  ax    uuJ    'i  -  öx  -f  (ö-^)  •  ö  —  ö-  •  i 
und  erhalten  nach  einigen  Reduktionen: 

B  —  £m (d^  •  ^)  •  Ä  —  Zm(öxy  +  Zm (ö'z*)  •  tf. 
Nun  ist  aber 

£m{0*x')  -  £m{dxy  »  £m6X6x  »  2£. 

Mith™  wird 

B->2E*tf +  Ö> 

wenn  wir  zur  Abkürzung 

Q  *B  £m{66 '  x)x 

aetzen. 

Die  Komponenteu  dieses  Vektors  sind: 


(öl 

-  ft*'«  - 

Ig, 

worin 

Tj;»  —  £mxix^ 

bedeutet 

Ist  die  Winkelbeechleunigung  Null,  oder  fällt  der  Vektor  derselben  in 

die  Richtung  der  Winkelgeschwindigkeit,  so  verschwindet  der  Vektor  G, 

und  B  erliält  alsdann  die  Richtung  der  Monientanachse.  B  ist  dami  »«> 
wohl  der  kinetischen  Energie  als  auch  der  Winkelgeschwindigkeit  dei 

Systems  proportional.  Die  Komponenten  von  B  sind  also  in  diesem 
besonderen  Falle  homogene  Funktionen  dritten  Gradee  der  Komponenten 

der  Winkelgeschwindigkeit. 

22.  Die  Eulersdwn  GleicJiungen  für  Gdenkketteti.  —  Im  ersten 
Hefte  der  „Theorie  des  Kreisels'^  yon  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld 
auf  S.  164  finden  wir  den  folgenden  Gesichtspunkt  von  allgemeinenm 
kinetischen  Interesse  dargelegt:  „Die  Eulerschen  Gleichungen  nehmen 
in  dem  System  der  Mechanik  eine  gans  singolfire  Stellung  ein  und 
ordnen  aich  dem  aUgemeinoi  Typua  der  mechanischen  Di&tentiel- 
^eichungen,  wie  er  Ton  Lagrange  aufgestellt  ist^  nicht  unter.  Aach 
ist  es  nicht  mdgUch|  bei  beliebigen  mechanischen  Systemen  GleichnngCD 
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aufzustellen^  welche  ähnliche  Voitze  darbieten,  wie  die  Eulersehen 

Gleichungen  bei  dem  starren  Körper.^' 

Die  Frage,  ob  für  ein  gegebenes  System  kinetische  Gleichungen 

in  der  typischen  Eulersehen  Fonn  aufgestellt  werden  können,  ist  für 
uns  im  Anschluls  iin  die  bisherige  allgemeine  Aaseinandersetzimg  in 
bestimmter  Weise  beautwortbar.  ist  es  namlieh  gelungen,  die  für  das 
System  charakteristischen  analytischen  Ausdrücke  dtb  (it  schwindigkeits- 
systems  durch  die  hinreichende  und  notwendige  Anzuiü  rein  kinenm- 
tischer  Vektoren  (Parameter)  aufzufinden  und  aufserdem  die  erforder- 
lichen Transitivitüt^gleichungen  für  die  letzteren  aufzustellen,  so  ergiebt 
das  D'Aiembertsche  Prinzip  in  der  Lntegraiiorm 

oder  Ar  Impulse  in  der  einftcheren  Form 

d'A.  =  d'AA 

stets  die  notwendige  Anzahl  Yon  Yektorgleiehungen,  welche  zur 
Gattung  der  Eulersehen  Bewegnngsgleichungen  resp.  Impulsgleichnngen 
gehören. 

Die  Lttgrangeschen  Gleichungen  —  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
—  kann  man  im  allgemeinen  nur  aufstellen,  wenn  das  Gesohwindigkeits- 
System  durch  die  hinreichende  und  notwendige  Anzahl  Ton  Koordir 
naikn  und  ihrer  ersten  Derivirten  nach  der  Zeit  darstellbar  ist 

Gelingen  also  fOr  dn  bestimmtes  materielles  System  teiie  Dar<* 
Stellungen:  die  kinematische  und  die  geometrische,  so  steht  nichts  im 
WegCy  die  kinetischen  Qrundgleichungen  in  beiderlei  Fonn  auiznstellen, 
Yorausgesetzty  dab  nÖtigeniUlB  die  TransitiTititsgleiGhungen  bekannt 
sind.  Ftlr  die  Impulsgleichnngen  ist  natOrlich  die  letafce  Forderung 
Uberflfissig. 

Eine  besonders  wichtige  Klasse  von  Systemen,  für  welche  zunftchst 
Gleichungen  ron  dem  Typus  der  Eulersehen  existieren,  sind  die  6re- 
MUbeMe»,  da  sich  ihnen  die  technischen  Maschinen  —  im  aUgemeinen 
Sinne  —  unterordnen.  Die  Gelenkrerbindungeu  stairer  Teilsysteme  sind 
allerdings  in  der  Praxis  sehr  besehrankt  Sie  rednzieren  sich  im 
wesentlichen  auf  Kugelgelenke,  zylindrische  ZapfenfÜhrungen  und  ebene 
GeradfQhnmgen.  Wir  betrachten  im  folgenden  nur  Kugelgelenke,  weil 
die  anderen  Falle  leicht  auf  diesen  Fall  zurückführbar  sind,  oder  doch 
jedenfalls  auf  kinetische  Gleichungen  führen,  welche  von  den  hier  zu 
behandelnden  prinzipiell  nicht  abweichen. 

Wir  denken  uns,  um  die  Vorritellimg  des  Systems  zu  ])räzi8ieren, 
als  Ausgungtjpuiikt  ein  festes  Kugelgelenk  (oder  auch  mehrere  solcher 
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—  wodurch  die  Behandlung  nicht  endiwert  wird).  In  dieees  mSg» 
ein  beliebig  geetalieter  fester  Edrper  mit  einem  Engekapfen  danenid 
eingreifen.  Dieser  erste  Körper  sttttrt  in  gleicher  Weise  einen  sweiten 
oder  anderen  und  so  weiter.  Diese  mehigliedrige  Gelenkketie  kann 
offen  sein,  d.  h.  das  letste  Glied  ist  nicht  weiter  gestUst;  oder  « 
Innn  ^etdiUisam  %^\n,  indem  man  es  noch  swingt,  sich  in  einer 
▼orgeschriebenen  Fahruug  zu  bewegen. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  f&r  die  nachfolgende  B^hwimg 
eine  am  Ende  offene  Oelenkkette  aus  swei  starren  Gliedern  beatehend 
betnushten,  da  dieser  IUI  schon  hinreicht,  nm  das  Charakfceristiselie 
der  kiiMtischen  Grandgleichungen  zur  Anschauung  zu  bringen. 

Das  erste  GHed  der  Kette  ksnn  also  nur  Rotationen  auaftOuei^ 
welche  durch  einen  Drehvektor  tf'  darstellbar  sind.  Das  entsprechende 
GescLwindigkeitssystem  ist  denmacL  x  =  ö'a,  wenn  wir  den  orts- 
bestimmenden Vektor  eines  beliebigen  niaterielleu  Punktes  tlieses  Teil- 
Hjsteins  mit  <i'  bezeichnen.  Der  Bezugspunkt  iles  a  ist  sei ijbt verständ- 
lich der  Mittelpunkt  des  testen  KugelgelenkpR  Von  demselben  Punkt« 
ziehen  wir  einen  Vektor  c'  nach  dem  Mittelpunkte  d»»s  beweglichen 
Kugelgelenkes  und  nennen  den  Vektor  der  Geschwindigkeit  dieses 
zweiten  Punktes  c'.  Dann  ist  c'  =  a'c'.  Die  Punkte  des  zweiten 
Systemteilee  mögen  durch  die  Gleichung 

im  Baume  festgelegt  sein.  Die  relativen  Vektoren  a"  sind  also  auf 
den  Mittelpunkt  des  beweglichen  Kugelgelenkes  bezogen.  Bezeichnen 
wir  noch  den  zugehörigen  Drehvektor  mit      so  besteht  die  Gleicbong: 

X  ^  6  e  +  6  a  f 

und  msn  erhSlt  die  zugehörigen  Elementarbewegungen  in  der  Form: 

9p  =  dB' .        di^  =  dB' '  c'  +  dB"a\ 

Mit  Hilfe  dieser  Beziehungen  lassen  sich  die  kinetischen  Impult- 
gleichungen  fUr  das  zusammengesetzte  System  aufstellen.  Für  eisen 
materiellen  Punkt  des  ersten  Teüsysfcems  (mit  der  Masse  —  Eins)  iit 

Ö' A,  =  x'Öz'  —  ö'a'  •  dO'  •  a' 

oder 

d'Al  =  {7'dFXä'a')  -  (a'dO')(^a\ 
Nun  ist  aber  das  Moment  der  Geschwindigkeit  dieses  Systempunktes 

Ma  =  a\ö'a')     ö'  •  (a'a  )  —  a'  -  ia'o'). 
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Folglich  wild 

(45)  rÄ\  v: .  W. 

Für  einen  Punkt  (t»"  »  1)  des  zweiten  TeikystemB  haben  wir: 

ö'A:  -  F^där  -  [(^'c')  +  (<y"a")JL(^^^^^')  +        • «")] 
oder  entwickelt: 

Du  erste  und  das  vierte  Glied  dieses  Ansdruokes  für  d*A^  lassen  sich 
sieh  schraihen: 

W^  'W'a  "  -  (tf"d^")  -  (ä"ätf")(tf"ä") 

worin  Jlfö  und  ikTä  hinreicheud  definierte  Geschwindigkeitsroomente  sind. 
Weniger  einfach  ist  die  Auffassiing  der  beiden  mittleren  Glieder  des 
Ausdruckes  fQr  öA','.  Hier  wollen  wir  zwei  neue  Vektoren  A*'  und  0" 
einffihieii,  deren  GrSfse  und  Richtung  aus  den  Gleichungen 

zu  ermitteln  sind.   Auf  diese  Weise  erhalten  wir  den  Ausdruck: 

(46)  ö^'A;'  -  3£dö'+  Ä  dT^H-  C?"dÄ'+  T'Ä". 

Von  deu  ( i  Im' hungen  (45)  und  ist  j^t/t  zu  den  entsprechenden 

Sjstemgleichuugeu  durch  äummation  der  Jb^iemeutargrölsen  Überzugehen. 
Wir  setzen 

und  erlialien 

(47)  d' A,  =  MT+WTM''  .  SB'  + 17  hTa"  .  W". 

Femer  ist  mit  BerücksichtignDg  des  Gesehwindigkeitssystems  für 
die  eingeprigten  Impulse: 

d'ii;  -Ä"dF^ '  +  A'dPi" 
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und  dorch  Übergang  zu  den  TeÜsy steinen: 

wo  21"h"^h"  gesetzt  ist. 

Fühlt  man  dieae  Werte  in  die  Qleichnng 

ein,  80  erhält  mau  die  Impulsformeln: 

(48)  I      +        ^  ^-  +  ?  + 

Aus  diesen  Gleichungen  können  die  0  GrÖfsen  6\,  tf^,  tf,  und  <y,",  ffj',  tf^* 
bestimmt  werden,  sobald  die  wirkenden  Impulse  gegeben  sind.  Die 
Vektoren  M'„y  M'ä^  A"  und  C"  sind  natürlich  von  den  Tragheitä- 
momenten  und  Deviationsmomenten  der  Teilsysteme  abhängig. 

Der  Übergang  zu  dcu  Eulerscheu  Bewegungsgleicbungen 
iäi  ndii  verbältnismälsig  einfach.  Demi  wir  haben  nur  m  der 
Gleichung 

I. 

noch  den  Ansdnick  für  die  Gr(")rse  ÖE  zu  bilden.  Nun  ist  für  einzebe 
materielle  Punkte  (mit  den  Massen  1  und  m  '  =1): 

jr «  i  (rö')  (jTä')   und        —  K  • 
sowie  

Mithin  wird 

iif«;dö'+  Ji/;()ö"-f 

Daraus  folgt  durch  EuifÜhrnng  der  Hassen  nnd  Snnunation  Aber  die 
Teilsysteme: 

dE  -    +  m;  -f-    .  d? + bC'  T^A"  - 

Die  TrausitiTitätsgleichuugen  sind 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Integralgleichnng  ein,  und  berfldt- 
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(49) 


fliehtigt  man,  dafs  die  BedulEtioii  der  Zeitkrifte  h'  und  h**  dieaelbe  uk, 
wie  In  dem  Falle  der  Impulse,  so  erhält  man  die  Eni  ersehen  Be- 
wegnngsgleichungen  fSr  das  zweigliedrige  Qelenksystem  in  der Vekiorfonn: 

wobei  noch  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

und  \-jA  haben  eine  gew&aae  Analogie 

zn  der  znsammengesetzien  Zentripetalbeeehleimigung,  welche  Goriolis 
bei  der  Betrachtung  der  relatiTen  Bewegung  eines  einzelnen  Massen* 
pnnktes  eingeführt  hat. 

Für  unsere  aus  starren  Gliedern  bestehenden  Gelenkketten  lassen 
sich  natürlich  auch  Laf^rungesche  Gleichunj^en  in  allgemeinen  Koor- 
dinaten aufstellen.  Man  kcinnte  dazu  die  Ko dr igues-Cayleyschen 
Ausdrücke  für  jedes  Teilsystem  aufstellen,  die  kinihsche  Energie  E 
des  ganzen  SSystems  bilden  und  würde  nach  den  bekannten  V  orschriften 
die  expliziten  Bewegungsgleichungeu  gewinnen.  In  dem  oben  durch- 
geführten speziellen  Ücispiele  würden  ♦>  Lagrangesche  Gleichungen 
resultieren,  die  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  vollständig 
ausreichen. 

Die  Gleichungen  (4I^(  sind  immer  vorzuziehen,  wenn  die  Bewetrung 
ohne  Einwirkung  äuiserer  Kriiite  erf(dgt.  Kür  die  te<'hnisrhe  Mechanik 
ist  dieser  theoretisch  interessante  Fall  oluie  Bedeutung,  denn  hier 
fehlen  die  treibenden  Kräfte  niemals.  hnch  wird  mau  bei  der  Be- 
handlung kinetischer  Masch ineuprobleme  aucii  ebensowenig  veranlalst, 
80  allgemeine  Geschwindigkeitssysteme  zu  betrachten,  wie  wir  sie  in 
der  obigen  Auseinandersetzung  vorausgesetzt  haben.  Jedenfalls  aber 
ist  die  bestimmte  Auffassung  allgemeinerer  Bewegungsvorgange  auch 
dann  von  einer  gewissen  Bedeutung,  wenn  ihre  praktische  KeaLisierong 
fernliegt 

£.   Die  Bestimmung  der  Keaktionen. 

23.  Einführung  der  Schnittrcaktionm.  —  Wenn  ein  einfacher  starrer 
Körper  sich  in  seiner  allgemeinsten  Bewegungsform  befindel^  sO  wird  die 
Kohasion  seiner  Teile  in  reranderhcher  Weise  in  Anspruch  genommen. 
Diese  inneren  Kräfte  können  bei  den  idealen  Gebilden,  welche  wir  starre 
Systeme  nennen,  jeden  beliebigen  Wert  annehmen,  da  wir  die  Wideratanda- 
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fahigkeit  derselben  BÜUachweigend  als  eine  nnbegmiEte  amuliiiifli. 
Der  Wirkliclikeit  entspricht  aber  dieie  Syitemhypotheae  keineswegii 
Wird  Tielmebr  ein  fester  Korper  in  eine  aUgemeine  Bewegnng  (Tnm- 
lation  nnd  Rotation)  Tersetet,  so  kdnnen  die  inneren  Spannongon  so 
groÜse  Werte  erreichen^  dab  die  Kokasionskiafte  an  einzelnen  SteUes 
oder  in  bestimmten  Flachengebieten  nicht  mehr  ansreichent  nm  dss 
Zusammenhalten  der  Teile  aufrecht  sn  erhalten.  Der  Ediper  seispring^ 
nnd  es  entsteht  eine  nene  Bewegungserscheinung.  Aber  selbst,  wenn 
wir  bei  wirkliehen  —  als  starr  Toransgesetsten  —  Systemen  tod  dieser 
S[atastrophe  absehen,  welche  einem  bestimmten  Geschwindigkwtssnstsnde 
entspricht,  so  wird  doch  bei  wachsender  Geschwindigkeit  eine  Ye^ 
mehrung  der  Spannungen  eintreten,  die  es  nicht  mehr  gestattet,  die 
Hypothese  der  „StarrheiV'  des  Systems  anfreeht  an  eihallsn,  indem 
elastische  oder  plsstische  Deformationen  Ton  merklicher  GfrSise  einMn. 
Dasselbe  gilt  in  noch  höherem  Mafee  fUr  Oelenksyeteme,  welche  tos 
„starren",  d.  h.  in  erster  Annäherung  als  starr  vorausgesetzten  Gliedern 
bestehen.  In  diesem  Sinne  hat  auch  die  Kinetik  der  Mast-hinen,  ruid 
insbesondere  der  KriiitinaschLneu  mit  liiu-  und  hergehenden  Teilen 
Anlafs  gegeben,  den  Sputtuungen  eine  gesonderte  Aufmerksamkeit  neben 
den  Be\ve«^un<^sbeo;riffeu  einzuräumen.  Die  quantitative  iii  stmimiing  der 
Reaktionen  Ijewegter  Massensysteme  ist  also  ein  wichtiges  Kapitel  der  tech 
üischen  Mechanik  und  verdient  als  solche  eine  systematische  Bearbeitung. 

Um  die  Vorstellung  der  b^üLemreaktionen  zu  fixieren,  denken  wir 
uns    das    ganze   zusammenhängende   materielle   System   durch  euien 
Flächenschnitt  geometrisch  in  zwei  Te  lr  /erlegt,  ohne  au  dem  Kräftc- 
sy stein  und  dem  bestehenden  Uüschwindigkeitszustande  irgend  »  r   i-^  / . 
ändern.     Wird    der   physische  Zusammenhang   liinirs   der  treniicuuea 
Schnittfläche  plötzlich  aufgehoben,  so  mufs  im  allgemeinen  jedes  Teil 
System  von  diesem  Aug('nl)licke  an  eine  neue  Bewegungsform  beginnen 
Alle  Reaktionen  des  einen  Stückes  setzen  sich  zu  einem  Resultiinten 
System  zusammen,  das  nach  dem  D'Alembertschen  Prinzip  oder  dem 
Newtonschen  Grundsatze  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  (jegen- 
wirkung,  dem  Kesultantensystem  der  Eeaktionen  des  anderen  Stuckes 
aqniTaleut  im  entgegengesetzten  Sinne  ist.    Der  Systemzerlegung  ia 
zwei  Stacke  entspricht  die  Zerlegung  der  Cresamtenergie  E  in  sw« 
Teile  E'  und  E",  8oda& 

Em.E'-^E" 

wild.  Wir  wollen  ferner  annehmen,  das  ganse  System  sei  durch  Eoordinstn 
so  festgelegt,  dals  flir  die  Impulswirkong  die  Lagrangeschen  deiehungeB 

p,^^  =  h,  (1-1,  s,».  ,«) 
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bestehen.  Aqb  dm  EiMigieMlflii  and  M"  Isakai  wir  ebcnfiük 
GrS&oi  TOD  d«iii  kmieliflGhan  Cbanikter  d«r  j»<      mdem  inr  wAm 

Aus  dem  D'Alembertschen  Prinzip  folgt  dann  unmiitelbar 

p't  "  K  —  ri ,  pi'  =  h"  —  r,", 

wo  die  GrSiieii  rl,  r"  Eomponttiteii  der  ReraltantoiBysfceiiie  dar  Reak- 
tionen  nach  den  allgemeinen  Koordinaten  q,  bedeuten.  Da  r,  «  —  r/ 
aein  rnnbi  so  genilgt  sor  Beatmunong  dieaer  Beaktionakomponenten 
einea  der  Toratehenden  Oleidrangpayateme,  etwa 

(50)  r,'  =  ä;  —  p',. 

Die  zur  Berechnung  der  r,'  erforderlichen  Impolskomponenten  A«' 
beatinunt  man  ana  der  Formel 

indem  man  darin  die  durch  die  und  öqi  ausdrückt^  wodurch  man 
die  Gleichung 

erhalt. 

Ist  das  System  der  Wirkung  zeitlicher  Kräfte  (k)  unterworfen,  so 
benutzt  man  zur  Bestimmung  der,  Komponenten  5«  die  gewöhnlichen 
Lag  ran  gesehen  Gleichungen 

und  gewinnt  durch  die  erwähnte  Sjatemspaltung  die  iteaktionsformeln 

-^-^/r. -Ä.  und 

wo  wieder 
an  setzen  lat. 

In  ganz  ähnlicher  Weiae  kann  man  «och  die  Enlerscfaen  Be- 
wegnngagleichnngen  aar  Bestimmung  der  entaprechenden  Komponoiten 
der  Sdinittreaktionen  yerwendeiL   Im  Halle  emea  ein£uben  atarren 
KStpcDta^  der  nieht  unter  dem  Einflnb  ftulnrer  Erpfte  atefai^  iat  dieaer 
entaehieden  der  einfachere. 

84,  ExpUaUe  BontOmig  der  8dmi»reMonm,  —  Bei  Impnla- 
problemen  hingen  die  Sehnittreaktionen  nnr  Ton  den  Poaitionakoordinaten 
und  den  anf  daa  materielle  Syatem  einwirkenden  äulaeren  Impulsen  ab. 
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Wirken  aber  auf  das  System  Zeitkräfte,  so  ist  auch  noch  der  Ge- 
sehwindigkeitsEastaiid  auf  die  SelmitkeaktiaineD  maTsgebend.  Es  kömm 
also  in  den  Reaktionsgleichiingen,  welche  wir  oben  dmeh  aUgemeiiis 
Koordinaten  ausgedrflckt  haben,  im  ersten  Falle  die  allgemeiiieD 
Geschwindigkeitskomponenten  mittelst  der  Oleiohmigen  p,^Kf  u» 
aweiten  Falle  die  Beschlennigungskoniponenten  q,  durch  Benntnmg  der 
Lagrangesehen  BewegongsgLeiehnngen  eliminiert  werdei^  wodurch  ioid 
sn  expliiiten  Darstellungen  der  SehnittreaktioDskomponfloten  gelingt 
Ffir  die  Impulsreaktionen 


ist  dies  anlserordenÜich  einfach.  Transfonnieren  wir  die  kindaseht 
Energie  E  dnrch  Einftihrong  der  ht-^  Pt  an  Stelle  der  in  die 
Hamilton  sehe  reaiproke  Fnnktion  F,  die  non  eine  homogene  Funktiaii 
sweiten  Ghrades  der  h,  wird,  so  ist 


Diese  Werte  setzt  man  in  die  nach  den     lineare  Gleichung 


snr  ezpliuten  Darstellnng  der  Schnittreaktionen  f&r  Impnleei  Die 
Koeffizienten       sind  beksonte  Funktionen  der  PositionskoordiDsteD 

Die  analoge  Betrachtung  für  ZeitJorSfbe  yerein&cht  sich  sehr,  wesn 
wir  die  Bewegungsgleichungen  von  Lagrange  in  der  explizitea  Föns 
annehmen,  die  in  Nr.  19  durch  die  Gleichungen  (38)  oder  (39)  ds^ 
gestellt  ist  Diese  gestattet,  die  Gröfsen  g^,  q,  . . ^.  unmittelbar  in 
die  Reaktionsformel 


ein  und  erhalt  die  Endgleichungen 


(Öl)  <  ^  -  S  w. 


(62) 


si  =  A-;  4- 


9 


einsusetsen.  Denn  es  ist 


und  infolgedessen 


*  l  » 
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Dnreh  Substitution  dieses  Ausdroekes  in  die  Gleichung  (52) 
und  durch  Zusammenfossen  der  Glieder  gleicher  Art  erhiQt  man  ftbr 
die  Beaktionskomponenten  die  Endfonneln 

(53)  i;  -  s',<"*.  +  s '  s'*I.'I'J-f . 

»sal  «ssl  aal 

WO   die   Koeffizienten   t?^"  und        nnr  vou  den  Position skourdinaten 

'  X  X  / 

9i»  9ap  '  "j  9'  u'j^üitgig  sind.    Dieses  Ile^ultat  lautet  in  Worten: 

Die  Lagrangeschen  Komponenten  der  SchnittreaJcHon  für  ein 
Oetenksjfskm,  auf  wdches  hd^inge  äufsere  Kräfte  einwirken^  setzen  sich 
aus  je  zwei  Teilen  zusammen.  Der  erste  Teil  hängt  nur  van  den  be- 
Ufegmden  Kräften  und  den  Positionskoordinaten  ah,  wähitend  der  zweite  — 
Aenso  wie  die  kmeUsehe  Etiergie  des  ganzen  Systems  —  durch  eine 
homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  aügemeinen  GesckiinindigkeiU' 
fiemsponenten  dargesidU  wird. 

fiher  die  Gestalt  des  Systemschnittes  haben  wir  bisher  keine 
beaonderen  Voraussetzungen  gemacht  Sind  einzelne  Glieder  des 
Gelenksystemes  cylindrisch  gestreckte  Körper,  wie  es  bei  Maschinen 
hiufig  ist,  so  wird  man  zur  Erforsehung  der  Querschnittsspaunungen, 
welche  in  diesen  Gliedern  auftreten,  meistens  ebene  Schnitte  senkreeht 
cur  längsachse  wühlen.  Will  man  dag^jen  die  Dmd^e  in  den  beweg- 
lichen Gelenken  finden,  deren  Kenntnis  feir  die  Technik  äufserst  wichtig 
isl^  so  fOhrt  man  den  Systemschnitt  längs  der  betreffenden  Lagwflache. 
Die  Drflcke  in  den  unbeweglichen  Lagern  mttssen  besonders  berechnet 
werden. 

Hier  kam  es  nur  darauf  an,  die  allgemeine  Ansätze  zu  geben, 

nach  welchen  auf  Grund  d^  D'Alembertschen  Prinzips  die  System- 
reaktionen bestimmbar  sind,  und  damit  zu  zeigen,  dafs  die  Lagrangoschen 

Ideen  zur  Lösung  solchor  Aufgaben  vollständig  ausreichen.  Jedenfalls 
wird  die  rationelle  Mechanik  durch  Auiniilime  allgeuieiuer  kinetosta- 
tischer  Probleme  neben  den  spezifisch  statischen  und  kinetischen  ihr 
Gebiet  in  fruchtbarer  Weise  erweitern  köimen  und  damit  durchaus 
berechtigten  Anforderungen  der  Technik  entgegenkommen. 

25.  Die  Fundamentreaktionen  einfach  oder  mehrfach  gestützter 
Geh^nl'systeme.  —  Aas  der  D'Alembertschen  Grundgleichung  für 
Impulse 

f  —  Ä  —  mx 

leiten  wir  zunftehst  mit  Berflcksichtigung  des  ganzen  Gelenksystems 
die  Ansdrficke 
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und 


ab  und  schreiben  dieselbeii  m  der  Form 


(54) 


r  «  h  —  mx, 
Mt  =  M»  —  Mi  ^ 


Das  starre  und  unbewegliche  Fimdament  bildet  mit  dem  Gelen ksy stein 
einen  gröfseren  materiellen  Komplex.  Folglich  werden  nach  den 
D'Aiembertflchea  FHnxip  die  resultierenden  BeaktionflkompODeulai 

f  nnd  Ifpy  wdche  neb  nmr  aof  die  beir^ehen  Teile  beneben,  im 
aUgemeinen  niebt  veraebwinden.  Sie  werden  Ton  d^n  robcndfls 
Fimdament  als  Dniek  und  Tirtnelles  drehendes  Moment  aafgenommeiL 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dafs  der  Vektor  sieh  auf  einen  bestimmten 
statischen  Reduktionspmikt  bezieht  und  seinen  Wert  und  s< m»'  Kich- 
tiing  ändert,  sobald  dieser  Bezugspunkt  seine  L;igo  zum  1  undament 
wechselt.  Man  wird  aber  wie  bei  jedem  statischen  Problem,  welche« 
den   starrcu   Korper  betrifft,   auch  hier  die   Zentralachse  bestimmin 

können  und  dadurch  die  Vektoren  r  und  JBd,.  in  emer  JUichtung  er 
halten. 

Stützt  das  starre  Fundament  das  bewegliche  System  mit  mehr 
als  einem  Anflaf^egelenk,  so  kann  man  die  Frage  stellen,  wie  sieh  in 
diesem  Falle  die  Fundamentreaktionen  auf  die  einzelnen  St&tsen  tv- 
teilen.  Man  serteilt  jetzt  die  gemeinsame  Unterlage  in  so  viele 
Stücke,  als  Stflfasen  vorhanden  sind,  giebt  jedem  Teile  die  entsprecbeodflo 
Tirtuellen  Bewegungen  in  Bezug  auf  das  absolute  Koordinateosjstem 
tmd  wendet  zur  Bestimmung  der  Einaelreakfcionen  das  Lagrangescbe 
Prinzip  der  Tirtuellen  Arbeiten  an. 

Für  die  totalen  Fundamentreaktionen  bei  zeitlich  wirkcndeo 
Kräften  treten  an  Stelle  der  Gleichungen  (54)  die  folgenden: 


Dieser  Fall  ist  in  der  Masobinentheorie  in  einem  spesiellen  Beispiele 
(parallele  Kurbelgetriebei  weldie  auf  eine  gemeinsame  Wette  wiAse) 
eingdiender  untersndit  worden,  weshalb  wir  im  folgenden  etwas  bÜmt 
darauf  eingeben  wollen. 

26.  Das  Problem  der  Ausgleichung  drr  Maascnwirhuugrn  bei  Gekiik- 
Systemen.  —  Die  Gröfsen  s  und  in  den  (rleichiingen  (öh)  l>estfhen 
aus  je  zwei  (iliedem.    Die  ersten  werden  aus  den  auf  das  äjstem 


(65) 
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wirkenden  sulseren  Ei&fteii  abgeleitet  und  hängen  deshalb  von  der 
MaeaeiiTCErteilang  des  ganzen  Systems  nicht  ab.  Die  zweiten  Glieder 
hat  man  durcli  passende  Anordnung  des  Systems  in  dem  Falle  der 
mehrkurbeligen  Dampfmaschine  bis  auf  verschwindend  kleine  Restbeträge 
gleich  Null  gemacht  und  dadurch  die  Ma^enwirkung  auf  das  Fundament 
pnktiich  eUminiert  Wir  wollen  nim  in  dem  allgemeinen  Falle  die 
Bedingimgen  fttr  da«  Versebiniiden  der  Vektoren  m  z  und  bei  Ge> 
lenkketten  nntersnefaen.  Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  in  jedem 
staxren  Teilaystem  den  SchweipimktL  Die  Ton  dem  absoluten  Beeogs- 
punkte  (0)  gerechneten  Yektoren  der  einidnen  Sokwerpunkte  seien 
der  Reihe  nach 

Wählen  wir  dieselben  als  relative  Be/ugspirnkte  {0\  0",  etc.)  für  Vek- 
toren a'.  a",  etc.,  welche  d  e  einzelnen  materiellen  Punkte  der  T^il- 
Systeme  festlegen,  dann  sind  die  absoluten  Vektoren  dieser  Punkte: 

Der  Vektor  des  Schwerpunktes  des  guizen  Systems  sei  x,.  Dann  ist 
also 

£mx  mit 

und 

mx  =  mi,. 

Folglieh  Teisdhwindet  die  Reaktion  mx  nur,  wenn  die  Geschwindigkeit 
des  gemeinsamen  Schwsirpunktes  aUer  Teilsysteme  wihiend  der  Be- 
w^egong  unTerSndert  bleibt 

Zur  Untersuehmig  der  McMnente  bilden  wir  die  Gleichung 

und  erhalten  durch  Summation 
dft.dte  Gröfsen 

für  den  stanen  Körper  verschwinden.  Demnach  wird 

wo  nur  Abkflnung  2S*^m  »  in(v}  gesetit  ist    Bei  mehrzylindrigen 
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DampfinaBcluneii  bleibt  der  Werfe  dee  sweiten  Gliedes  dieser  GleidniDg 
stets  imtetliBlb  enger  Grenzen,  weil  eie  die  GidJeenordnnng  der  Ro- 
tationsbesohleimigimgen  hat  In  diesem  spesiellen  Falk  sbd  eb«r  die 
Bedingungen  für  den  Anagleieb  der  Ifaesenwirknng  auf  ein  itami 
FoBdsment  darstellber  in  der  Form 

dx  ,7*""  

v t 

Die  weitere  Diskassion  dieser  CHeidraiigen  ist  Aufgabe  der  techniscihwi 
Meebanik  Eine  ansfUlu-liehe  Dantellnng  des  FtoUems  der  Ibmat 
ausgleicbung  giebt  H.  Lorens  in  seiner  „Dynamik  der  Eurbelgelriebe 
mit  besonderer  BerllcksiohtigQiig  der  Schiffsmaschinen"  (1901). 

F.  Die  kiiifltostatlBelLen  BeanspraolrangeiL 

27,  Normalspanniniffrn  inul  S')tuhi?pannungen.  —  Die  Theorie  der 
statischen  Beanspruch uiigf»n  wurde  zuert  an  elastischen  |>risiiiatiicbpf} 
Stäben  (Balken)  entwickelt.  Im  einfaehsten  Falle  wirken  nur  Krift^ 
in  der  Richtung  der  Längsachse,  welche  man  als  Zug-  und  Druck knifte 
r.ütorseheidet.  Sie  erzengen  einen  inneren  SpruiTiuiigszustand,  m^\m 
elastische  Kräfte  längs  dieser  Axe  hervurgeruleii  werden.  In  ^'mm 
zweiten  Kalle  reduzieren  ««ich  die  äiiiseren  Kräfte  auf  ein  Kraftej^aar, 
dessen  Ebene  den  Querscimitt  in  einer  der  beiden  naupt4»<'h<sf»n  seukn^^'ht 
durchdringt.  Die  elastische  Wirkung  äufsert  sich  m  *  ii-  r  Bie|rmi^ 
des  Balkens  5^ug-  und  Biegungsspannnni:  werdpii  tttMueinsam  alJ 
„Normalspanniingen'*  bezeichnet.  Liegt  die  Achse  des  Kräftepaare«  m 
der  Längsachse  des  Stabes,  so  treten  neben  den  Dehnungen  in  lieu  all 
rechtwinklige  Parallelepipeda  Torausgesetzten  Körperelementen  Winkel 
yerandenmgen  ein,  die  man  Schiebung  oder  Gleitung  nennt.  Es  ent- 
steht eine  Torsionsspannung,  welche  mit  dem  defonmerenden  Kräfte- 
paar  statisch  gleichwertig  ist  £ndlicb  könnra  wir  uns  auch  Torstellen, 
dafs  die  wirkenden  Kräfte  ganz  in  die  Ebene  eines  Stobquenchnittef 
fidlen  nnd  das  Bestreben  haben,  den  einen  Körperteil  von  den 
uideren  längs  der  Scbnittebene  snra  Abgleiten  zu  bringen.  £§  est- 
steht  jetst  eine  sobeerende  Spannnng  in  dem  betrachteten  Queisdiiiitte. 
Torsionsspaminng  nnd  Scbeemngsspannimg  werden  gemeinsam  ab 
Schubspaimaiigeii  bezeichnet  Diese  elementaren  Begriffe  der  Festig- 
keitslehre wenden  wir  jetst  auf  den  starren  KSrper  und  die  Gelesk* 
ketten  mit  stanen  Gliedern  an.  Obwohl  hierbei  die  Defonnatioa« 
ausgesehlossen  sind,  so  kann  man  doeh  die  Redokiion  der  imiam 
Resktionskrifte  in  einer  solchen  Weise  dmehfllhreD,  dafs  die  Komp»- 
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nenten  den  üblichen  Beansprachungskategorien  entepreGheiL   Man  ge 
wimit  hierdtircli  gldehzeitig  eine  fineduraliehe  Übarsielit  der  Reeultate, 
wdehe  den  allgemeinen  Reduktionen  mit  Benntsnng  der  Lagrangeschen 
Koordinaten  nieht  eigen  ist. 

28.  Die  Bestimmung  der  Bcnv^pnirhffvfislomponenfen  —  Aus  der 
D'Aiembertschen  Grondgleichung  für  zeitüch  wirkende  üräi'te: 

folgt 

(ö7)  S's^H'h-X'mx 
und 

(68)  rWs  -  E'xk  -  Z'mxk, 

wobei  alle  Sammationen  über  denjenigen  Teil  eines  starren  Körpers 
zu  erstrecken  sind^  welcher  durch  eine  Schnittebene  virtuell  abgetrennt 
wird.  Nnn  ist  aber  für  jedes  starre  System  (ohne  Translation): 

ond  hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  der  Zeit 

oder  nach  Ansfnhrung  des  temiiFen  Yektorprcdnlrtes: 

Dieie  Beechlennignng  zerlegen  wir  nach  drei  rechtwinkligen  Achsen 
welche  mit  dem  starren  E&rper  fest  yerbnnden  sind,  nnd  heseicihnen 
die  betreffenden  Ph>jektionen  des  Vektors  x  mit  a^,  Of,  a^.  Dann 
wird 

X,  ^  0,0,  -  tf,iti  +  (<ff  +  *5)a|  -f-  tfjtfjttt  +  «t«!«»- 

hl  diesen  Ausdrücken  müssen  nun  die  Komponenten  6^,  6^ 
mit  Hilfe  der  Enlerschen  Rotationsgleichungen  (21): 


324  Kabl  Hstni: 

eiiminierk  werden.   Dies  giebt: 

Setien  wir  noch  edt  Abkfimmg 

80  ergeben  die  Oleichungen  uu)  die  Komponenten  der  Resultauikralt 
der  inneren  Spannungen  in  der  expliziten  Form: 

AjA,  •  81  =  A^A^kj  +  m'(A,M»,s  •  a;  —  A,M»,t»ö 
+  m'  I  Aj(Ai  —  A,  —  A,)«!«,  •  a;  +  A,(A,  —  Aj  —  A,)tf|tfj  •  a; 

nnd  zwei  analoge  Ausdrücke  lür  s^,  Bj,  weiche  durch  zyklische  Ver- 
tauBchung  der  Lndices  hieraus  folgen. 

Der  besseren  Ubersicht  wegun  schreiben  wir 

(59)  a'  =  k'  +  m'  •  5  +  m'w. 

Dann  bedeatet  ü  einen  Yekior,  weleher  im  w^seotliehen  Ton  den 
Totalmomenton  der  drehenden  Erifte  abhSngt  und  w  einen  iweiten 
Vektor,  der  hanptBacfaüch  durch  den  GeaohwindigkeitnDstond  d« 
Systems  bestimmt  ist  In  den  Komponenten  von  ä  and  w  traten 
aniserdem  noch  die  Kcmponenten  a*,  aj,  a^  des  Schwerpunktvekton 
1*  des  TirtneU  abgetrennten  Eörpentfiokes  grflaenbestimmimd  aal  Geht 
man  TOn  einer  Tremrangsebene  an  einer  anderen  über,  so  indert  dieser 
Schwerponkt  seine  Lage,  und  die  Komponenten  TOn  werden  in  leteht 
flbersehbarer  Weise  beeinflolsi 

Nach  unserer  Bezeichnungsweise  können  wir  die  Gleichung  (58), 
welche  das  Moment  der  Reaktionskrifto  in  Beaug  auf  den  festen  Punkt 
bestimmt,  schreiben: 

jtf :  =  jtfi  -  Mi 

oder  — 

—  dM' 

Nmi  ist  aber  naeh  Nr.  16  Gleichnng  (19) 
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Demnach  wird 

oder  in  Komponenten  zerlegt: 

M',^t  =  Mii  —  (As  -  Ät)atOs  —  AHt, 

Alf  Aif  As  sind  die  Haupttragheitsmomente  des  TirtneU  abgetrennten 

Edrperstückes. 

Durch  Elimination  dar  Komponenten  der  Winkelbeechlennigong 
mit  Hil&  der  Enlerschen  Bewegnngsgleieknngen,  welche  ftr  das  ganae 
System  gelten,  erhalten  wir  ohne  weiteres: 

(61)  I  AiMl Ai 3f;, ,  —  A%Mk, i  +  Z>2  •  o^^i, 

UsiU;.8    AsMk,t  —  A^Mu,s  +  J>k  '  tfitft, 

worin 

D;  -  (^^  -         -  {A^A\  -  ^ A), 

^  (^,^;  -       -  u,A,  -  ^ii,) 

sm  setaen  ist  Der  Vektor  Mt  hat  also  die  Form 

P  hangt  im  wesentlichen  ron  den  Rnfseren  Kräften  ab^  während 

Q  Imuptsächlich  durch  den  Geschwimiigkeitszustand  des  Systems  be- 
dingt ist  Die  Trägheitsmomente  des  virtueü  abgojtreuuteu  Körperteiles 
beeinflussen  beide  Vektoren. 

Bis  jetzt  ist  M,  auf  den  festen  Punkt  bezogen.  Nehmen  wir  also 
das  Moment  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  Querschnittes,  so  gelten 
für  diese  Transformation  die  bekannten  Regehi  der  Statik.  Nun  lafst 
sich  aber  dieser  neue  Bezugspunkt  in  der  Ebene  des  Querschnittes  so 
wählen,  dafs  die  Resultante  und  das  Moment  der  Reaktionen  in  eine 
Ebene  fallen,  welche  auf  der  Schnittebene  senkrecht  stehen.  Da  der 
Ort  für  diese  Bezugspunkte  eiue  Gerade  ist,  so  behält  man  noch  die 
Wahl  frei,  welcher  ihrer  Punkte  als  definitiver  Rednktionspunkt  an- 
zunehmen ist.  Nach  der  Entscheidimg  zerlegt  man  die  Resultante 
und  das  Moment  in  Komponenten,  welche  bezw.  in  die  Schnittehene 
fallen  oder  darauf  senkrecht  stehen,  und  erhilt  so  die  GrSlken,  welche 
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den  Tirtuell  abgetrennten  Körperteil  in  Bezug  auf  Zug  (oder  Druck) 
Biegung,  Torsion  und  Soheerung  beanspruclien. 

Sollen  die  Komponenten  der  kinetoetatiachen  Beanspruchung  Hir 
ein  Grlenksystem  bestimmt  werden,  eo  verfahrt  man  in  almlicha' 
Weise  wie  bei  einem  einaelnen  starren  Korper.  Der  einzige  Unter' 
schied  beeteht  darin,  dab  man  za  den  änfseren  Krüften  dee  betraditetoi 
CMenkatOckee  noch  die  bekannten  Realctionen  des  nSchstliegeiidiii  Gt> 
lenke«  —  oder  allg^wait^  aller  ihm  auf  derselben  Seite  der  Schnittflidie 
angehörigen  Gelenke  —  hinzuf&gt  Da  wir  diese  GelenkreaktioDan  voU- 
atündig  berechnet  haben,  so  kSnnen  wir  auch  diese  allgemeine  Au%sbe 
als  erledigt  betrachten. 

Berlin,  deu  1.  Februar  1901. 
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Von  Stanislaus  Jolles  in  Berlin. 

1»  Pnranele  £»fte  in  einer  Ebene  deren  Intenntaten  proportional 
sind  den  Abständen  ihrer  Angriffspunkte  Yon  emein  in  i  gelegenen 
Strahle,  bestimmen  ein  mit  ihrer  Theorie  eng  yetfcnfipftes  polares  Feld 
r\  Auf  dieses  polare  Feld  hat  Culmann^)  suerst  hingewiesen;  Herr 
Reye")  erkannte  dann  seinen  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der 
Hauptträgheitsachsen,  als  er  diejenigen  Dreiecke  aafsnohte,  in  deren 
Eckpunkten  bexw,  drei  Flachenstficke  derart  konzentriert  werden 
können,  dafs  sie  ein  FlSdienstflek  in  Bezug  anf  seine  Trägheitsmomente 
ersetMn.  Bald  nach  ihm  kam  Hesse*)  durch  eine  glficUiche  Intuition 
auf  dasselbe  polare  Feld,  ohne  auch  nur,  wie  seine  beiden  Vorgänger, 
▼on  den  Eigenschaften  der  TrigheitseUipse  irgend  weldien  Gebrauch 
zn  machen.  Diese  Arbeiten  sind  analytisch.  Ausgehend  von  der 
Theorie  der  TrigheitseUipse  sind  spater  die  Eigenschaften  des  polaren 
Feldes  F*  nnd  der  Trägheits-  und  Hauptträgheitsachsen  von  mir*) 
durch  elementare  Betrachtungen  synthetisch  abgeleitet  worden. 

Gelangt  imm  \uii  der  Theorie  der  Triigheitsellipsen  zu  dfr  dos 
polaren  Feldes  F'  und  der  Triigheits-  und  Ilaupttrüfxheitsaclisen,  so  ist 
dies,  wie  im  Laufe  der  üntersurhung  bald  erkajint  wird,  ein  störender 
Umweg.  Gelangt  man  unif^ekehrt  vom  polaren  Felde  JT*  aus  zu  diesen 
Achsen,  so  fehlte  bisher  der  Nachweis  de»  organischen  Zusammenhanges 
zwischen  ihm  und  den  Trägheitsellipsen.  Bezeichnend  ftir  Binets 
Scharfsinn  i»i  es  übrigens,  dalis  er  —  der  Entdecker  der  Trägheits- 

1)  CulmaBn:  Die  gnpbuehe  Statik.  Zfirich  1866,  9.  Abschnitt,  7.  JEapitel, 

§  68 — 67.  Die  erateu  beid(>n  Abachnitte  erschimen,  wie  aus  der  Yonede  S.  XI 
m  ersehen  ist,  als  erste  Lieferung  schon  1864. 

3)  Reye:  Reitrag  zu  der  Lehre  von  den  Tr&gbeitsmomenten.  Zeitschxift  fOr 
Math.  u.  Physik  10  (1865)  S.  433. 

S)  Hesse:  Vorlesungen  über  analytische  Geouietrie  des  Kuuiueti.  II.  AuÜage, 
Leiprig  1869,  26.  Torlemu^. 

4)  Jolles:  IXe  Beaehnngen  der  ZentraleUipse  ^es  ebenen  FIftchenstaekes 
ma  seinem  imaginftren  Bilde.   Diese  Zeitschrift  (8)  1  (1901),  8.  91. 
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ellipBe  —  ne  in  seiner  grundlegenden  Arbeit^)  nur  am  Schlüsse  beiliofig 
erwähnt»  ihr  somit  nicht  die  Bedeutung  beimilsti  die  sie  später  ba 
anderen  erlangt  hat.  Es  ist  meines  Erachtens  auch  eine  WiUkflr,  Mf 
irgend  eine  der  hisher  eingafOhrten  Tia^eitsellipsen  die  Theorie  der 
Tngheitnnomente  in  der  Ebene  aufSBabauen. 

In  den  folgenden  Untersoehongen  wird,  ansgehend  Tom  Zenhi- 
fhgalmomeni^  synthetisch  sofort  das  polare  Feld  F*  und  sein  ZmammcD- 
hang  mit  der  Theorie  der  Trigheits-  und  Hanptfaägheitsachsen  dv- 
gethan  und  die  organische  Verbindang  mit  der  Theorie  der  Tiigheit^ 
ellipaen  entwickelt.  Hierbei  erweist  es  sich  von  groikem  Nntun,  nidit 
nnr  zwei  sich  schneidende,  sondern  auch  zwei  parallele  Strahlen  ih 
Tragheitsadisen  eines  ebenen  flSchensfcückes  in  beieichnen,  sobald  in 
Besag  aof  sie  das  Zentrifngalmoment  gleidi  Knll  ist  Beschreibi  eb 
Strahl  einen  StrahlenbÜschd  L  Ordnung^  so  nrnhüllen  die  Ton  ihm  ^cb- 
weit  abstehenden  und  zu  ihm  parallelen  Trägheitsachsen  die  Tiif^heiii- 
ellipse  seines  Mittelpimktes.  Zwischen  den  Strahlen  der  Ebene  and  den 
za  ihnen  parallelen  und  von  ihnen  gleichweit  abstehenden  Tiigfaats* 
achsen  besteht  eine  ein -zweideutige  Verwandtschaft.  Zum  Schlüsse  «r- 
geben  sich  die  bekannten  metrischen  Eigenschaften  der  Trägheit^ 
momente  als  eine  unmittelbare  Folge  der  Brennpimkteigenschaften  von  F*. 

Die  Hilfsmittel  der  Untersuchung  liefert,  wie  schon  hervorgehoben, 
die  synthetische  Geometrie.  Sie  gestaltet  die  Theorie  der  Trägbeits- 
momente,  vor  allem  die  Al)leitung  des  polaren  Feldes  und  seiner 
Eigenschaften,  äul'serst  einfach  und  übersichtlich.  Für  die  geomt^triach^ 
Mechanik,  der  man  immer  mehr  zustrebt,  bedarf  diese  Forschungs- 
methode  keiner  Empfehlung.  Besonders  der  Ingenieur  wird  sieb  ihrer 
gerade  hier  gern  bedienen,  fülirt  sie  ihn  doch  ohTic  ii  iicii  Uuiweg  zo 
dem  so  häufig  abzuleiten flf»n  Kerne  eines  ebeut-u  Querschnitts.  —  D» 
in  meiner  oL^ii  angetührteu  Abhandlung  dip  Litteratur,  welche  sii:h 
auf  die  Hauptsätze  aui?  der  Theorie  der  Trägheitsmomente  eines  ebtuen 
Flachenstückes  bezieht,  angeführt  und  besprochen  worden  ist^  SO  konnten 
im  Folgenden  weitere  Angaben  imterbleibeu. 

2,  Jedem  Elemente  rfg  eines  ebenen  endlichen  Flächenstuckes  % 
kommt  in  Besag  auf  einea  in  seiner  Ebene  e  gelegenen  Strahl^  ein  parüilt'i 
einer  Strecke  r  gemessener  Abstand  zu.  In  gleicher  Weise  entspricht 
dem  Elemente  in  Bezug  auf  einen  zweiten  Strahl  h  von  i 
parallel  der  Strecke  9  gemeJsener  Abstand  a^.  Jenachdem  and 
l^eichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  wie  r  mid  s  haben,  wird  ihnen 
ein  posiiiTer  oder  negativer  Wert  beigelegt    Unter  diesen  Voiaar 

1)  Bine t;  Memoire  mir  la  thäoxie  des  aaESs  omgngoft  efc  des  momeiw  d^ianüs dw 
coipa.  Joum.  de  r£coIe  Polyt  9, 16.  Heft  (181S>,  S.  41.  (L«  k  rjntfcitiit,  en  Jbi  IBU^ 


Sjnthetische  Theorie  d.  Zentmug*!-  u  Trigheitn&iHnent«  e.  ebenen  Flichen*t  ^>*) 

ietningen  heibi  bdianäidi  das  über  dis  endUcke  fBchensfc&ek  am- 
gedehnte  Iniegnl: 

das  Zentaifogalmoment  des  Flächeastückes  J  besüglich  der  Strahlea 
g,h,  Em  werden  wenn  r  and  ^  beliebige  Neigmigswüikel  mit  ihrer  fie- 
BDgjBgendeii  g  bosir.  k  einKhlielMny  dnreh: 

bflariduMi,  hingegen,  wenn  tie  besw.  auf  ihr  aenkroeht  ataben,  durch: 

Sowie  h  mit  g  «naammenfillt,  geht  daa  Zentrifttgalmomeni  des 
Fliehenalttekee  %  bezQglich  der  Stnhlcn       in  aein  Ttigbeitamoment: 

bezüglich  des  Strahles  g  über.  Es  wertie  für  eme  beliebige  bejtw,  ssu 
g  seukrechte  Kichtstrecke  r  durch: 

dargestellt. 

3.  Wird  im  Integral: 

der  Abstand  des  Machenelemeutt  s  (/^  vom  Strahle  .r  als  Mafs  eiuor 
auf       ruhenden  Masse  aulgefaJbt^  so  ist  hierdurch  ein  Masseusystem : 

bestimmt,  und  zwar  ent^richt  dem  Strahle  x  eindeutig  der  Schwer- 
puikt  X  Ton  '%ft^   Nnn  yenchwindet  der  Auadmok: 

für  daa  aiatiache  Moment  von  *%k^  in  Beang  auf  einen  StraU  g,  wenn 
ff  darcb  den  Schwerpunkt  X  von  *%flg  gehi^  ferner  iat: 

fülglich  geht  ein  Strahl  y  durcli  den  Schwerpunkt  X  von  ''ÜJ^,,  «ohald 
der  Schwerpunkt  1'  von  "l^i^  auf  x  liegt.  Jedem  Strahle  des  iUlHchelH 
X  entspricht  hiemach  ein  Punkt  von  a;,  dem  l'uukte  X  ist  also  auch 
der  Strahl  x  eindeutig  zugeordnet 
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ZwiscliPii  (Icu  Pimkten  imd  Strahlen  des  ebenen  Feldes  £  hestehi 
nnnmelir  folgende  Beziehuug.  Ein  Punkt  X  bestimmt  eindeutig  einen 
Sttahl  X  und  dieser  eindeutig  jenen,  ferner  ein  Strahl  ^,  der  durch  X 
geht,  einen  Punkt  Yf  der  auf  x  liegt.  Eine  solche  Verwandtschaft 
zwischen  Punkten  und  Strahlen  eines  ebenen  Feldes  heifst  eine  involu- 
torische  Korrelation,  und  das  Feld  selbst,  dessen  Punkte  und  Strahlen 
demt  verknüpft  sind,  ein  polares  Feld.  Die  Punkte  A,  Bf  .  .  . 
X,  . . .  und  die  Strahle  a,  6,  . . x,  ...  von.  s  sind  also  als  Pole  und 
Polaren  in  einem  polaren  Felde       einander  zugeordnet. 

Bezflglich  zweier  konjugierten  Strahlen  von  F'  ist  das  Zeatrifugal- 
moment  von  %  gleich  Null.  Als  ein  Paar  solcher  konjugierten  zusanunen- 
fidlendea  Strahlen  kann  jede  Tang;ente  t  der  Inzideiizkiir?e  (Ordnungs- 
kuFTe)  von  aufgefafst  werden.  Das  Trägheitsmoment  Ton  %  bezüglich 
eines  reellen  Strahles  t  ist  aber  niemals  |^eich  Null,  folglidi  hat  das 
polare  Feld  F*  keine  reelle  Inzidenzkurve,  oder  die  seinen  Durch' 
messem  zukommenden  PnnktinTolutionen  sind  elliptisch. 

Einem  doreh  den  Schwerpmikt  S  von  %  gehenden  Sizahle  x  eni* 
spricht  ein  Hassensystem  902^  mit  der  Gesamtmasse  Null,  das  sieh  ans 
zwei  gleich  grofim  Massoi  mit  Tarsehiedenen  Voiaeidhen  nnd  Schwer- 
punkten zusammensetet  Sein  Schwerpunkt  X  liegt  also  im  Un- 
endlicheDf  und  x  ist  somit  ein  Durehmesser  nnd  8  der  Mittelpunkt  des 
polaren  Feldes  T*. 

4.  Hat  in  Bezug  anf  zwei  Strshlen  Yon  s  daa  Zentrifngalmomcnt 
Ton  gl  den  Wert  Noll,  so  heüsen  diese  Strahlen,  wenn  sie  sich  sehnei- 
den, ein  Paar  TiS^eitsachaen  ihres  Schnit^unktes  F  nnd,  wenn  sie 
parallel  laufen,  ein  Paar  parallele  Trigheitsachsen.  Ein  Ponkt  P  ist 
dw  Schnittpunkt  von  co^  Paaren  von  TrigheitsachseB,  sie  sind  nach  S. 
die  Strahlenpaare  der  ihm  im  polaren  Felde  F'  zukommenden  StrshlsB- 
inyolution,  folglich  gehen  durch  jeden  Pnnkt,  als  Achsen  dieser  Strahlen- 
inTolution,  ein  Paar  zu  einander  senkrechter  TrS^eitsachsen,  sie  heüsen 
seine  Haupttzagheitsachsen.  Durch  die  Brennpunkte  F,  F*  Ton  F*  als 
TrSger  zirkulärer  StraUeninvolutionen  gehen  jedoch  unendlich  Tiele  Paars 
Ton  Haupttrfigheitsachsen.  F,  F*  hei&en  deswegen  wohl  auch  die  Trigjheits* 
hrennpunkte  des  Flachenstilokee  %  —  Die  Haupttragheitsachaen  «aes 
Punktes  P  halften  die  Winkel  der  Ton  P  nach  den  Tra(^eitshnan- 
punkten  üQhrenden  Strahlen.  Ein  Strahl  g  yon  s  ist  Hanpttrilghciis- 
adise  f8r  den  Fuüspunkt  der  von  seinem  Pole  6^  in  F*  anf  ihn  geAUtea 
Normale.  Dreht  sich  g  um  einen  Punkt  P,  so  ntfi>itHl<ffi  die  Strahbo, 
die  mit  g  zusammen  je  ein  Paar  HaupttrSf^tsachsen  hilden,  l  a.  eins 
Parabel,  sie  berührt  die  Polare  p  von  P  in  F*  und  die  Achsen  dieses 
polaren  Feldes.  Ihre  Leitlinie  ist  der  Durchmesser  5P.   Die  Hsapt- 
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triglieitB&cliBeii  von  ^  ▼ennittebi  abo  Ewkeheii'  d&i  Pünktou  und 
Strahlen  dw  ebeneii  Feldw  e  eine  inToIntoriache  qnadxatiBGlie  Yer- 
wandtschaft  Alle  dieee  S&tie  yon  den  konjugicoten  za  euumder  nor- 
malfln  Sinlileii  sind  ISngst  bekannt^  ihre  Beweise  finden  ueh  anlserdem 
in  vielen  Lehrbfickeniy  s.  6.  in  der  Tierten  Auflage  des  ersten  Teiles 
T<nL  Herrn  Key  es  Oeomefarie  der  Lage, 

Ii»  Der  cur  Bichtstrecke  r  parallele  Alutand  pok  eines  Punktes 
O  Ton  einem  Strahle  h,  ebenso  wie  der  znr  Biehtstrecke  s  parallele 
Abstand  pst  des  Schwetpnnktes  8  von  der  Polare  g  Ton  G  im  polaren 
Felde  F^,  sind  positiTy  wenn  sie  gleichen,  negativ,  wenn  sie  entgegen- 
gesetsten  Sinn,  wie  die  zugehörigen  Richtstreoken  haben.  Nun  ist 
nach  3.  das  statische  Moment  "'Tt^i^  des  in  konzentrierten  Massen- 
sjstemes: 

in  Bezug  auf  h  gleich  dem  Zeutrifugalraomente: 

von  iu  Bezug  uiü  g  und  h.  i'ülglich  läfst  sich  dieses  iu  der  Form: 
schreiben.   Da  aber: 

"-«,»(5) = "M^m 

ist,  so  kann  auch: 
gesetzt  werden. 

Das  Zentrifugalmoraent  von  §  in  Bezag  auf  g  und  h  wird  zum 
Trägheitsmomente  '"'M^^{^  von  5  in  Bezng  auf  g,  wenn  h  mit  g 
identisch  isl^  sein  Ausdruck  lautet  also: 

Fallen  qs.,  inid  Qr,g  auf  den  zu  fi  konjiif»^iprten  Durchniossor  d  des 
j)olaren  Feldes  F'-  (Fig.  1),  ist  also  die  Kichtstrecko  r  zu  ilui!  purullpl, 
so  sind  (t  und  der  Hchnittpunkt  {d,  g)  =  in  F-  koujugiort.  Nun 
bestellt  zwischen  den  Strecken  SG  und  SG^^  und  der  Potenz  —  c-  der 
d  nach  3.  in  zugehörigen  elliptischen  Punktinvolution  die  Be- 
ziehung: 

SG .  /SG,  =  - 

Sie  liefert^  wenn  der  Mittelpunkt  S  von  insbesondere  den  Ab- 
stand der  konjugierten  Punkte  G,  Gj  halftet,  diese  also  in  den  Punkten 
£f  El  zuaammenfollen: 

SE^  =      —  —  e, 
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iomit  ftr  den  SMil  gi 

und  fttr  dm  sa  d  konjugierten,  also  zu  g  psnUelflii  Ihuehmeater  t: 

Die  koxLjngiertexi  Ponlcte  ^  JS^  aller  DorehmeMor  i7  Ton  dmi 
Abstand  duzch  den  MiUelpnnkt  8  toh  r*  gebilflet  wird,  liegen  nun 


ng.L 


auf  einer  Ellipse  df',  deren  konjugierte  Durchmesser  die  von  F*  smi 
Folglich  gilt,  wenn  die  Strecken  SE,  die  dem  Strahle  e  bezüglich 
8  konjugierten  Txägheitshalbmesser  heiligen:  Werden  die  den  Durch- 
mesBem  des  polaren  Feldes  bezüglich  S  konjugierten  Tragheitshalb- 
messer,  vom  lüttelpankte  8  von  aus,  ihrer  Grolse  und  Richtang 
nach  abgetra^n,  so  li^en  ihre  Endpunkte  anf  einer  Ellipse  tf',  denn 
konjugierte  Durchmesser  mit  denen  Ton  F*  snsammenfidlen.  IMt 
Ellipse  tf*  heilst  die  Zentndellipse  des  FUUsbenstackee     ihre  paialblA 
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Tangenten  nnd  in  F*  koijngiart,  alao  paanreim  panllole  TrSglieits- 
aohsen. 

Die  ZontndaDipe«  ^  nnd  die  imagin&re  InsideiiBkaiTe  Ton 
gehen  in  Bich  aeLbsli  Aber,  wenn  einer  dieser  Kegelschnitte  in  Bezng 
anf  den  andern  polarisiert  wird.    Sie  sind  harmonisch  einander  zuge- 
ordnet)  jeder  also  eine  Imaginarprojektion  des  andern. 

6,  Der  Schnittpunkt  (Fig.  1)  eines  beliebigen  Strahles  g  mit 
dem  ihm  in  f-  konjngiorten  Durchmesser  d  ist  die  Mitte  zweier  be- 
stimmten auf  d  gelegenen  konjugierten  Pimkte  P,  Ton  Sie 
werden  auf  d  durch  einen  ELreis  mit  dem  Mittelpunkte  ausgeschnitten, 
dessen  durch  den  Schwerpunkt  S  gehende,  zu  d  senkrechte  Sehne  so 
grofs  ist,  wie  die  auf  d  gelegene  Durchmessersehne  EE^  2e  der 
ZentraleUipse  Für  die  AbstSnde  G^F  und  G^F^  der  Punkte  P, 
Ton  Gl  gilt  folglich  die  Beaidinng: 

*  Gf,P»-ö,J1  =  5<^!+eS 

und  sonach  sind  sie  die  dem  Strahle  ff  bezüglich  des  Punktes  G^  kon- 
jugierten Tragheitshalbmesser.  Die  Endpunkte  3E,  3^  der  einem  belie- 
bigen Punkte  X  von  g  bezüglich  g  konjugierten  Tragheitshalbmesser 
werden  also,  von  ihm  aus  gemessen,  erhalten,  indem  man  die  Ver- 
bindimgsgerade  des  Punktes  X  und  des  Poles  G  von  //  mit  den  durch 
P,   und        laufenden   Parallelen  y.u  n  in  3£,       zum  Schnitt 

bringt,  p  und  stehen  gleich  weit  vom  Punkui  X  ab  und  sind  als  die 
Polaren  von  P,  P,  in  P*  konjugiert,  sie  sind  fol<^lich  die  gleich  weit 
von  g  abstehenden  zn  ihm  parallelen  Trügheitsachsen  von  ^. 

Schneiden  zwei  Strahlen  sich  auf  der  Symmetrieachse  zweier  Pa- 
rallelen, so  schneiden  sie  die  Parallelen  selbst  in  den  Eckpunkten  eines 
vollstruidigen  Viereckes,  dessen  drittes  Paar  Gegenseiten  ebenfalls  parallel 
laufen.  Je  zwei  durch  einen  beliebigen  Punkt  X  Ton  g  gehende  kon- 
jugiert« Strahlen  von  F*  bestimmen  also  mit  den  in  F*  konjugierten 
parallelen  Strahlen  p,  je  ein  Polviereck  von  P',  dessen  drittes  Paar 
Gegenseiten  x,  parallel  laufen  nnd  von  X  «gleich  weit  abstehen.  Die 
konjugierten  Strahlen  treffen  den  Strahl  p  bezw. in  den  Punkto- 
paaren einer  Involution,  die  perspektiv  ist  zu  der  dem  Punkte  X  in 
JT*  zugehörigen  Strahleninvolution.  Sie  verbinden  folglich  entsprechende 
Punkte  projektiver  PimktreiheOy  die  keinen  Punkt  entsprechend  gemein 
haben,  und  umhüllen  sonach  einen  Kegelschnitt  4^.  Sein  Mittelpunkt 
ist  X.  £ir  ist,  da  das  Polarsjstem  F*  nach  3.  keine  reelle  Inzidens> 
knrre  hat,  und  folglich  die  einem  Punkte  X  sugehorige  StrahleoinTO- 
lotion  keine  reellen  Doppelstrahlen  besitasty  eine  Ellipse. 
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Konjugierte  Durcliniesser  \md  parallele  Tangenten  von  |*  eind 
konjugierte  Strahlen  in  Der  Mittelpunkt  X  von  ^*  und  die  beidn 
za  einem  Durchmesser  u  parallelen  Tangenten  begrenzen  demnach  auf 
dem  zu  u  konjugirrtoQ  DurchmeBser  r  zwei  Streoken,  die  gleich  sind 
den  X  bezüglich  u  konjugierteu  Trägheitshalbmessem.  Aus  diesem 
Grunde  heifst  die  Ellipse  |'  die  durcli  <las  Flachenstäck  ^  bestimmte 
Tragheitsellipse  des  Punktes  X.  Die  Triigheitsellipse  des  Schwer« 
puiktes  S  ist  die  in  5.  gefiinJene  ZentnJellipse  <f*.  Dreht  eich  ein 
Strahl  ^  in  c  nm  einen  Punkt  X,  so  nmhfillen  die  zu  x  panUelen 
Ton  ihm  gleich  weit  abstehenden  Tiagheitiachaen  die  TragheitaeUipee 
I*  Ton  X. 

Die  Tragheitsellipsen  der  Punkte  eines  Durchmessen  d  waa 
schneiden  ihn  in  Pnnktepaaroa  der  ihm  in  F*  nach  8*  mkommendeD 
eUiptischen  Inyolntion,  somit  nmschlielsen  die  TragheitaeUipeen  aller 
Ponkte  der  Ebene  e  den  Schwerpunkt  8  von  gf.  Stie  aelmelden  siilser> 
dem  die  Zentralellipse  0*  in  Punktepaaren,  die  auf  ParaUdoi  sn  dem 
d  konjogiertan  Daiühmesser  e  liegen.  Die  Tragheitsellipsen  der  Paukte 
einer  beliebigen  Geraden  g  berflhren  die  zn  ihr  paiallelen  und  too.  ihr 
gleieh  weit  abstehenden  Tri^eitsaclisen  in  Pmiktepaara,  deren  Verbin- 
dnngsgeraden  dnxch  den  Pol  von  g  im,  T*  gehen.  Diese  Yerbindongs- 
geraden  lanfen  parallel^  wenn  g  ein  Dorchmesser  Ton  r*  ist 

7*  Die  Brennponkte  eines  polaanm  Feldee  sind  in  ihm  die  Triger 
zirkolarer  Strahleninyolntionen,  folglich  sind  die  Trij^tsellipaea  der 
Brennpnxkkte  F*  Ton  Kreise.  Sie  berühren  die  aar  Verbindiuigs- 
geraden  von  FfW  —  also  sor  Hauptachse a  Ton  T*—  paralleleo  und  vQfB 
ihr  gleieh  weit  abstehenden  Trftgheitsachsen  mud  haben  sonach  ^eich 
grofse  Halbmesser.  Ihre  absolute  Länge  ist  die  des  za  a  konjugierten 
senkrechten  Trigheitahalbmessers  d:  a. 

Wird  zu  einem  beliebigen  Strahle  g  von  s  dnreh  den  Brennponkt 
F  Ton  r*  eine  Pazallele  g'  fgsEOfgsti^  so  U&t  skdi  das  Trägheitsmoment 
^go^)      BezQg  anf  g  nach  Fig.  2  in  der  Form: 

Jtf«(S)  » / irr  +  (ffffd^  =  iM.','(g)  +  29„f  r,.dg  + 
schreiben.   Nun  ist: 

femer: 

folglich  eigiebt  sich: 
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oder  da: 

«■  Qsg  —  Qsg'    und   Qrg'  —    ^  -f  (fst' 

Die  reclite  Seite  der  Gleichungen  (a)  oder  (ß)  bohiilt  denselben 
Wert  für  alle  Tauf»enten  des  durch  die  Brennpunkte  F'  und  die 
Tangente  f/  bestimmten  Kegelsclinittes  j^,  demnach  sind  alle  Kurven, 
zu  deren  Tangenten  je  gleich  lange  senkrechte  Trägheitshalbmesser  ge- 
hören, konfokale  Kegelschnitte  mit  den  Brennpunkten  F,  F'.  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  geht  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  der 
durch  die  Bremipunkte  F^  F'  l)e.stimniten  Schnr  konfokaler  Kegel- 
schnitt«. Ihre  Tangenten  in  P  sind  zu  einander  senkrecht  und  kon- 
jugiert in  allen  polaren  i*eidem  mit  den  Brennpunkten  F^  F'.  Sic 


r 

^  M 

7\     4,  A  t  \ 

t 

sei. 

Fig.  f. 

fallen  also  mit  den  Aduen  der  P  in  sokommenden  StrahlenuiTO- 
lution  oder  mit  den  HsnpttifiglieiteMhBen  von  P  zuiammeiL 

Der  Abstand  des  Mittelpunktes  B  von  Tom  Fufspunkte  des 
Lotes  Pf welches  TOm  Brennpunkte  F  auf  den  Stiahl  g  gefillt  wird, 
ist  bekannUieh  i^eick  der  halben  Hauptsehne  dieses  Segel- 
schnities. 

Der  um  S  mit  dem  Halbmesser  BF^  beschriebene  Kreis  schneidet 
also  die  zusammenfallenden  Hauptachsen  von  und  in  den  End- 
punkten T,  T'  der  Tlauptsehne  ag  von  yj  und  bestimmt  die  in  T,  T* 

auf  der  Hauptachse  a  senkrechten  Strahlen  /'  als  zut^ehörige  Scheitel- 
tangenten. Ihnen  entsprechen,  da  ST  -=  T' S  ist,  gleich  grofse  Träg- 
heitsmomente Mtt ,  und  Mt  t'f  deren  Wert  sich  als: 

(ST»  +  o»)af  =  (SFl  +  OOS  -  (aj  +  0*)? 

ergiebt    Das  dem  Strahle  g,  sowie  den  Tangenten  des  Kegelschnittes 
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Stajiialaub  Jolleb: 


yi  zukommende  Trigheitsmoment  kann  demnach  auch  drittens  durch 
den  Aüfldruck: 

(y)  =  (a»  +  af)% 

dargestellt  werden.  Ks  gestattet,  weim  Q  und  die  Brennpunkte  F,  F' 
bekannt  sind,  eine  ausnehmend  einfache  Konstruktion  de»  einem  Sti»hle 
g  konjugierten  senkrechten  Trägheitshalbuiessera. 

8.  Die  Haaptträgheitsachsen  ä,  e  eines  Punktes  P  (Fig.  3)  werden 
durch  die  Brennpunkte  F,  F'  von  harmonisch  getrennt  h  schneidet 
die  Hauptachse  a  von      innerhalb,  e  anfserhalb  der  endlichen  Strecke 


Fi«.  8. 


FF'f  wenn  A  in  P  die  Hyperbel  yl,  e  die  Ellipse  mit  den  Brenn- 
punkten F,  F*  berffliri.   Sind  nun  Ok  und  o«  die  halben  Haaptsehncn 

Yon  yi  und  yl^  so  ist: 

a*  <  ae 

oder  auch: 

Folglich  ergiebt  sich  aus  der  Gleichuüg  (y)  in  7.,  daTs  die  Haupt- 
achsen der  Twgheitsellipsen  aller  Punkte  des  ebenen  Feldes  f  die 
Hauptachse  von  F^  innerhalb^  die  Nebenachsen  aulserhalb  der  endhchen 
Strecke  FF'  schneiden. 

Die  halben  Hauptsehnen  a*  und  a«  von  yl  und  yj  sind  gleich 
den  Strecken,  die  den  Mittelpunkt  S  von  F^  mit  den  FuTspunktoi  M 
und  E  der  vom  Brennpunkte  F  auf  h  und  c  gefällten  Lote  verbinden. 
Nun  besteht  fOr  die  Schnittpunkte  T  und  U  der  in  F^  konjugierten 
und  zu  einander  normalen  Strahlen  h  und  e  mit  der  Hauptadise  Ton 

die  Beaiehung: 

ST:SF=  SFiSV 

und  ferner  gilt  für  die  homologen  Punkte  jS',  S'  der  durch  die  ähnlitdieu 
Dreiecke  FHT  und  LIEF  aul'  einander  bezogenen  ähnlichen  Felder 
0,  0'  die  Proportion: 

8T;8F^S'F:S'a 
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Die  linken  Seiti^n  dieser  Gleiehungt  ii  sind  identisch,  also  auch  die 
rechten,  demnach  fallen  die  entsprecheuden  Punkte  S,  S'  und  folglich 
auch  die  ciitsprechenden  Strahlea  HS  und  ES  beider  älmiicheu  Felder 
susammen. 

Die  drei  Punkte  S,  H  und  E  liegen  sonach  in  einer  Geraden,  und 
fiir  di«>  halben  Hauptselinen  und  a«  von  ^  und  yl  eigiebt  sich 
ebeniallä: 

a,:a,^ST:SF<=-SFiSU. 

Kurz:  zwisdben  den  halben  IIau])tsehnen  und  der  sich  in  einem 
Punkte  P  von  f  schneidenden  Hyperbel  EUipae  y}  mit  den 

Biennpunkten  F,  F'  und  der  halben  Haupt-  und  Nebensehne  a«  und 
hm  der  TragheitBeLlipBe  7t*  toil  P  bestehen  die  Beziehungen: 

Okith'^STiSF-'SFiSü, 
9«  An«  dem  in  7.  (ß)  gewonnenen  Ausdrucke: 

für  das  Trägheitsmoment  Jf,,(9)  lassen  sieh  zeeht  em&eh  die  Haapt- 
AttB  Aber  TiSgheits-  und  Zentrifugalmomente  ableiten,  die  sich  anf 
SU  einander  senkreehte  und  durch  dea  nam1ich«n  Punkt  gehende  Strahlen 
Ton  9  bessiehen. 

Zwisehen  den  Strecken  Qsg,  (fsg-  und  qsh,  Qsk-f  die  besw.  zu 
swei  beliebigen  sn  einander  senkrechten  Strahlen  g,  h  gehören,  bestehen 
nach  Fig.  4  die  Gleichungen: 

+  Q%k  »  ÄP» 

und: 

Qh'  -{-Qlä=  i^F-    0-  —  b* 

Hit  Rfieksicht  hierauf  kann  nunmehr  die  Summe  der  Trfigheits- 
momente: 

J/,,(5)^(aM-  9h-Qh  )% 

und: 

in  der  Foim: 

^..(5)  +  ^/aa(5)  -  (ö«  +    +  ÄP*)3 

geschrieben  werden.  Hierin  bleibt  der  Klammerausdruck  £är  je  zwei 
SU  einander  rechtwinklige  Strahlen  g  des  Büschels  P  unveränderlich, 
also  auch  die  Summe  der  auf  sie  bezogenen  Trägheitsmomente  Mff(^ 
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BrilfMLAl»  JOLUES: 


und  M^f,(^).  Die  Punkte,  für  weiche  diese  Summen  ein  und  deofielben. 
Wert  haben,  liegen  je  auf  KreiBen  mit  dem  Mittelpimkte  8. 

b«  Dm  Zeutrifdgilmomeni: 

in  Besag  maf  zwei  Strahlen  g,  h  nimmti  wemi  an  die  Stelle  der 
r,,  s*  die  Abstihide  r,',  n*  toh  zwei  m  g,  h  parallelen  Stzahlen 


/ 

»ff.  4. 

(j',  h'  treten,  und  Qg',jy  p*'*  die  m  llichtunj?  der  f.,  .v-,  i^omcssenen 

Abstände  der  Parallelen       g    und      h'  bedeuten,  die  Gestalt  an: 

Nun  ist: 

f9k'd% ft8h'%  und  ftg  ä^  ^  ff8r% 

fbmer: 

99' 9  "  999  ~~  9^9'  P*'»  —  P«      P«'  > 

folglich  wild: 

M,H{%)^fr,s,.d^ 

+  [(P«»  —  9»9)Q9k-  +  —  9ek)9S8'  +  {9S9  —  989')iSf8k  —  P«*0]9 

oder: 

^9h(^  —  frgS^'d%  —  [9a,99h  —  p«9'9M'18f- 

Stehen  (7  und  A  senkrecht  auf  einander,  und  schneiden  sich  die  zu 
ihnen  parallelen  Strahlen  g',  h'  in  einem  Brennpunkte  —  etwa  in  F 
—  Ton  r\  so  iet: 
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und  mmadk  endlioli: 

(«)  ^9^(W  —  [p«fP»*  —  QsgQsk'W' 

Für  zwei  sich  iii  .S'  seimeidende  zu  einander  senkrechte  Strahlen 
g,  h  ergiebt  sich  hiernach: 

Da  ÜBiiier  lO^CSf)        (')       Tenchwinden  kann^  aolMld: 

(fi)  (»5.7 pÄ»  —  Qsg'Qsk'  "  0 

wird.  «5o  drückt  (ß)  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  /n  einander 
senkret  htPTi  Strahlen  g,  h  mit  einem  Paar  Uauptträghextflachsen  Yon  g 


Fi«.  5. 


e.  Für  einen  lielicliigeii  Stnhl  x,  der  dnieh  den  Schnitlpiiiikt  P 
Bweier  m  itiTumdm-  fenkreehten  Sfashlen  g,  h  hindazchgeKt^  gelten  naeh 
Fig.  5  die  BeneKnngen: 

Qss  —  p8i  ein  1  +  cos 

p««'  —  ^«»•8in|+  pÄ^'COsi 

Folgiich  wird  am: 

if«(5)-[tt»+p|,-rf.']5 

—  [ft*  +  (pÄ*Mn$  +  Qsg cos  |)>  -  ((»SA  sin |  +  p«,«  cos i)*]^ 

oder: 

"=l(tt^+ri»-p»p')c<>8'l+(a'+0*-(>lA  )sm-l4-((»sA^«,-pÄA^p^^ 

Die  Faktoren  Ton  oos*!,  ain'l  ond  ainSf  sind  ^^Mgg(^), 

i^Mkk(S)  und  nach  (a)  ^Mgk(S)t  ^  ergiebt  sich  also: 

(?)    -a/„(g)  -  Jlf,,(g) cos"  1  +  itf*A(g)8in^|  +  if,,(g)8in2{. 
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8fSAMWLMXn  JoLus: 


Ist  insbesonddre  ff,  h  ein  Paar  HanptbrSgheitBaehseiiy  so  ist  mcb 
(ß)  Jf,A(S}  gleieh  NdU  und  folgUdi: 

Dieae  Gloieknng  gehi^  wenn: 

gesetzt  wird,  in: 

Über.   Sie  stellt^  wenn  unter  21^  und  2g  die  Hanpi-  und  KebenMlme 

einer  Ellipse      mit  der  Hauptachse  g  und  der  Nebenacbee  h  Tentanden 

wird,  bekanntlich  das  Quadrat  des  halben  Abstandes  ^  der  beiden  zu  x 

parallelen  Tangenten  von  vT"  dar.  Aus  ihr  folgt  demnach  für  einen 
sich  um  P  drehenden  Strahl  x  von  s  ebenfalls  die  in  6.  gefaudeue 
TrägheitseUipse  tc^  des  Punktes  1\ 

Dem  in  P  auf  x  senkrechten  Strahle  y  entspricht  als  Trägheits- 
moment il/vy(g)  nach  (y)  der  Ausdruck: 

(a)     M„(9)  -  M„(S)  wn«  g  +  Jlf»*(g)  coa» |  -  Jlf,»(g)  ain  2t 

Ferner  kommt  den  in  P  zu  einander  senkrechten  Strahlen  j,  y 
nach  {a)  das  Zentrifugalm omeut: 

zu.    Es  läfst  sich  auf  gleiche  Weise,  wie  3/,je(g)  in  die  Gestalt: 
(«)       Jtf,,(g)  -  ilitf*»(g)  -  Jf„(5)] ein 21  +  if,*(g) C08 2| 
flberftthren. 

10.  Gleichwertig  in  Bezug  auf  ihre  Trägheitsmomente  sind  zwei 
Flächenstücke  g,  g'  eines  ebenen  Feldes      denen  in  Bezug  auf  seine 

Strahlen  je  gleiche  Trägheitsmomente  zukommen.    Nach  7.  entspricht 

zwei  solchen  Flächonstückeu  g,  g'  die  gleiche  Schar  konfokaler  Kegel- 
schnitte, bezüglich  deren  Taugenten  t  die  Trägheitsmomente  ''''M(,{^) 
und  '''3/,/(g')  je  den  gleichen  Wert  haben.  Zu  dieser  Schar  gehören 
die  g  und  g'  bezw.  zugewiesenen  polaren  Felder  F  und  F',  g  und  ^' 
haben  demnach  gemeinsame  Haupttriigheitsachseu  und  gemeinsamen 
Schwerpunkt  S.  Ist  q,j- der  parallel  -zur  Kichtstrecke  r  gemessene 
Abstand  zweier  Parallelen  «7',  ff  des  ebenen  Feldes  f,  von  denen  di? 
eine  etwa  g'  —  durch  den  Schwerpunkt  <S  geht,  so  gelten  die 
Ziehungen: 
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Nach  der  YorauMelEitiig  iit  aber: 

und: 

folglich  wird: 

p?,(S-8')-o 

oder: 

g-5'- 

Hiernach  sind  den  zusammenfallenden  Achsen  der  polaren  Felder  und 
r'^  in  Bezug  auf  S  bessw.  gleich  grofse  Trägheitshalbmesser  konjugiert 
Beiden  Achsw  kommen  also  in  beiden  polarem  Feidom  die  nämlichen 
PnnktinTolutionen  zu,  kann  folglich  nur  mit  F'*  identisch  Bein. 
Eun:  zwei  in  Bezug  auf  ihre  Trägheitsmomente  gleichwertige  Fliiclien- 
stOcke  sind  gleieh  grofs  und  bestiTninen  ein  und  dasselbe  ])oIare  Feld 

Da«  zu  einem  Fläch eustücke  5  gehörige  polare  Feld  ist  durch 
einen  Mittdpnnkt  S  und  durch  ein  Poldreieck  F^F^F^  eindeutig  fest- 
gel^.  In  seinen  Eckpunkten  P^,  F^,  F^  lasBen  sich  nun  bezw.  drei 
Flächenstücke  ^Js»  %s  derart  konzentrieren^  daTs  sie  die  Gesamt- 
fl&ehe  %  nnd  den  Schwerpunkt  S  haben.  Das  mit  diesem  Flftchen- 
systeme  Terbundene  polare  Feld  F'*  hat  ebenfalls  F^P^P^  zum  Pol- 
droeek  und  S  zum  Mittelpunkte;  folglich  fällt  es  mit  dem  von  ^ 
znsanunen,  oder  das  FlachenstQck  %  und  die  bezw.  in  P^,  F^  kon- 
sentrierfcen  Flfichenstücke  %g  sind  beaOgüch  ihrer  Trägheito- 

momente  gleichwertig.  Es  lassen  sich  also  in  den  Eckpunkten  jedes 
Poldreiecks  P|P,P,  Ton  F*  bezw.  drei  ilfichenstficke  gfi,  %^  gf,  derart 
konientriereny  dals  de  3  beafl^ich  seiner  Tiigheitsmomente  ersetzen. 

Halensee^Berlin,  16.  Juli  1901. 
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Historiselle  und  kritisohe  fiemerknngen  übor  den  fiegriC 
der  ähnlichen  nnd  ähnlich  liegenden  Kegelschnitte. 

Ton  Richard  Müller  in  BerliiL 

Die  Absicht  dieser  Zeilen  ist,  auf  die  seltsame  üusiclierheit  huh 
zuwoiscB,  welche  bei  der  Behandlung  der  ähnlichen  nnd  ähnlich  gel^eBOD 
Kegelschnitte  in  einigen  der  yerbreitetsten  Ijehrbftcher  snr  £recheiniuig 
kommt. 

Der  nAtflrlicke  Ausgangspunkt  für  diesen  Begriff  liegt  in  der 
Elementai^eometrie  dee  Ahnlichkeitspunktes  zweier  Polygone;  daher 
sind  allgemein  zwei  kmmme  Linien  ähnlich  und  ähnlich  liegend,  wemi 
in  ihnen  durch  die  von  einem  gewissen  Punkte,  dem  Abnlichkeitspnnlde^ 
ansgehcnden  Strahlen  homologe  parallele  Sehnen  projiziert  werdoL 
Darant  ergiebt  lieh  im  besonderen  für  swei  ahnliche  und  Shnlieh  ge- 
legene KofdsdmiUe,  dals  irgend  zwei  konjugierte  Durehmesser  des  einen 
den  entsprechenden  koigugierten  Dutehmeaseni  des  andeni  panUd  sein 
müssen,  oder  mit  andern  Worten,  dab  diese  Kegebchnitte  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  dieselbe  hiTolntion  bestimmen. 

Dieser  data  darf  aber  nicht  umgekehrt  werden,  wie  wir  schon 
bei  Poncelet  lesen  kSnnen,  Trait^  des  propri^t^  projeetiTes  (Fteis 
1822,  Art  91):  „il  est  ^viden^  en  effel^  qne,  ponr  que  des  hyparboles 
aient  une  sicsnte  commune  ä  l'infini,  il  soffit  que  leurs  asymptotes 
soient  paralleles;  or  eUes  ne  seront  nunement  semblables,  si  elles  se 
trouTent  comprisee  dans  des  angles  d'asjmptotes  diffi^rens.'' 

Sonderbarer  Weise  wird  etwa  50  Jahre  spSter  mehx&eh  das 
Qegenteil  gelehrt.  Z.  B.  heilst  es  in  dem  fOr  die  franzSsMien  Schulen 
mafi^bendflii  Trait^  de  gfom^trie  ^^entaire  Ton  Rouch4  und  de 
Comberonsse  (S.  Aufl.,  Paris  1873,  H  Nr.  1170,  und  zwar  in 
wörtlicher  Anlehnung  an  Ghasles,  Trait^  des  sections  coniqnes,  Psris 
1865,  I  Nr.  374):  „B^iproqnement,  lorsqne  la  droite  de  Finfini  est 
une  corde  commune  &  deux  coniques,  ces  conrbes  sont  homoth^ 
tiqnes.^  Der  angefilgte  Beweis  enthSlt  eine  Lficke,  weil  er  die  tob 
den  Yerfossem  (in  Nr.  1168)  direkt  ausgesprochene  Forderung  der 
gleichzeitigen  Realität  homologer  Punkte  der  ihnlichen  Eurren  nn- 
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berfidoddiiigt  Iftfirt.  Noch  snfißUiger  enehelnt  ei,  wean.  in  den  Ton 
H.  Sehröter  herauBgegebeueoi  SieinerMshen  Voileimigen:  JDie  Theorie 
der  Kegelsehnitiie,  gestützt  anf  projektivieehe  EigenedbaAen^  (2.  Aufl, 
Iieipng  1876,  §  43  Schlnft)  unter  Teisicht  «nf  jede  geomefarieehe 
BegrOndmig  in  Parenthese  gesagt  wird:  „Zwei  Kegelschnitte  heifsen 
ngmHfih  ähnlich  und  ihnlich  liegend,  wenn  ihnen  dasselbe  PnnktsTstem 
anf  der  nnendlieh  entfernten  Geanden  zogehdrt,  d.  h.  Gm  «ne 
reelle  oder  ideelle  gemeuisehafQiche  Sekante  denelben  iat^  Dem  gleichen 
Gedanken  begegnen  wir  endlidi  audi  bei  Salxnon-Fiedler,  Analjiiiche 
Geometrie  der  Kegelschnitte  (4.  Aufl.,  Leipdg  1878,  Art  242):  ^wei 
Kegelschnitte  sind  demnach  ähnlich  und  ahnlich  gelegen,  wenn  die 
Koeffiaienten  der  hSchsten  Poteoaen  der  Yerindeiiiohen  in  beiden  llbeiv 
emstimmen,  oder  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  yersohieden 
sind."  Zmn  Beweise  wird  !tir  zwei  panllele  Halbmesser  r  und  r*  das 
YerhSltnxs  ;  r'*  gebildet^  jedoch  Über  das  Yorseidien  dieses  Bruches 
nichts  gesagt  Dem  rein  analytisch  denkenden  Mathematiker  mag  es  ja 
▼ielleicht  unbedenklidi  erscheineD,  die  reelle  und  die  imaginäre  Ellipse: 

äliniich  inul  älmlich  gelegen  zu  nennen,  weil  ihre  AxenIärifT*^n  den  Propor- 
tionalität^taktür  i  zeigen;  aber  die  alsdaim  konaequente  Anwendung 

auf  die  beiden  knnjnrtiprtpn  Hyperbeln; 

dfirfte  doch  der  geometrisdien  Anschauung  zu  sehr  widerstreben,  weil 
diese  immer  die  Ähnliehkeit  in  den  sichtbaren  Zweigen  Terlangen  wQrde. 

Die  genannten  Lehrbtlcber  sind  inxwischen  (anm  Teil  wiederholt) 
neu  aufgelegt  worden.  Das  fransfisisehe  Werk  enthalt  die  beanstandete 
Stelle  noch  jetzt  unveiindert  (7.- Aufl.,  Paris  1900,  Art  1180);  die 
deutschen  Autoren  aber  sind  bitischer  gewesen.  Herr  Fiedler  hat 
sich  der  Mitwirkung  seines  Sohnes  yersichert,  der  nach  der  Yoirede 
besonders  das  Imaginfire  systematischer  behandelt  hat;  daher  wurde 
auch  der  fragliche  Art  242  (6.  Aufl.,  Leipzig  1898)  yollig  Teifindert; 
durch  den  Zusata:  „Bfan  pflegt  in  der  Regd  nur  den  Fall  eines  reellen 
Proportlonalit&tsfiiktoni  r:r'  in  Betracht  an  sieben''  ist  eine  An- 
näherung  an  die  Ton  Poneelet  Tertretene  Au^Msung  ToUzogen.  Die 
darauf  folgenden  beiden  Abrittae  enthalten  eine  schaifiB  Dantellung  der 
Frage.  Audi  die  Steinerschen  Yorlesungen  haben  nach  Schröters 
Tode  in  Hem  TL  Sturm  einen  neuen  Herausgeber  gefunden,  dem  der 
Mangel  dcer  firOheren  DatsteUnng  nicht  entgangen  ist;  in  dem  Töllig 
umgearbeiteten  §  43  (3,  Aufl.,  Leipi^  1898)  wird  nun  entsprechend  den 
beiden  Flllen  dea  reelkn  und  imaginären  Proportionalitatafaktors 
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Ähnlichkeit  der  Kegelaehnitte  im  engeren  und  weiieren  Sinne  unter- 
schieden, und  dazu  hemerkt:  „Msai  madii  diese  eigentlich  nicht 
erlaubte  £rweitening,  nm  msnche  SStm  heqnemer  aussprechen  sn 
können«   (S.  254).^) 

Gewifg  ist  eine  Ausdehnung  eines  nrsprOnglich  engeren  mathe- 
matischen Begriffes  oft  Ton  höchstem  Nntsen  (man  denke  z.  B.  «n  den 
PotoEnzhegriff  oder  an  den  sogenannten  unendlich  fernen  Schnitipiuikt 
awMsr  FavailelenX  ^  Zulässigkeit  einer  solchen  Erwmtenmg 

entscheidet  nicht  blols  die  Aniahl  und  Wichtigkeit  der  dadnieh  ein» 
heiüich  susammenge&feten  SataSy  sondern  Tor  allem  die  viderspniehalose 
Einf&gong  in  den  Kähmen  deijenigen  Oesetse,  welche  den  engeien 
Begriff  beherrschen.  Herr  Beye  .hat  in  seinem  Lehrbuche  (Geometrie 
der  Lage,  4.  Aufl.,  1899,  S.  197)  die  Ton  Herrn  Sturm  Torgeechlagcne 
Begrifberweitenmg  nicht  angenommen;  er  bleibt  dabei,  dals  Hyperbeln 
mit  derselben  Duichmesser*LiTolution  nur  dann  ähnlich  sind,  „wenn  säe 
in  demselben  Asymptoten -Winkel  liegen".  Übrigens  hat  an  dieser 
Stelle  das  Wort  homothetisdi  eine  andere  Bedeutung  als  bei  den 
französischen  Autoren,  wodurch  die  Klarheit  auf  diesem  Gebiete  aber- 
mals erschwert  wird. 

Berlin,  19.  Juni  l'JOl. 

1)  In  Anknüpfung  an  dieae  Bemerkang  des  Hem  Stnrm  iit  e»  vieUeidit 
am  Flatie,  auf  den  Sats  hinsnweisea:  FSiallele  Eb^sMi  Mhneiden  eine  Fliehe 

sweitcr  Ordnung  in  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Eegebchnittea.  Dsr  8sti 
\  'rl;in:rt.  1  iTh  man  den  Begriff  der  Ähnlichkeit  „im  weiteren  Sinne"  aafTa^se. 
Viellüicht  bat  gfirade  die  „bequeiuf"  Kaasung  dieses  viel  gohranchton  Sat/o»  dara 
mitgewirkt,  der  von  dem  Herrn  Verf.  der  vorliegenden  Note  mit  ik'cht  ^'t  nl^rtt-Ti 
üngenauigkeit  des  Amdmeks  Biligerrecht  in  dem  Sprachgebrauche  der  Maihe^ 
matik  in  Tendiaffen.  JedenfallB  sollte  aber  stets  auf  die  &rwdterung  dee  Be- 
griffes der  Ähnlichkeit  in  ihm  aofinerksam  gemacht  werden;  so  sind  i.  B.  beim 
hyperbolischen  P&raboloid  x'/a~y"/6  =  2^  die  zur  xy- Ebene  parallelen 
ebenen  Schnitte  nur  „im  weiteren  Sinne"  für  positive  und  negative  Abstände  tob 
der  xy-Ehene  ab  ähnlich  zu  bezeichnen.  L'  m  zwei  der  bekanntesten  Werkti  an- 
sufühjen,  in  denen  ein  derartiger  Hinweis  fehlt,  nennen  wir  Uagena  SjnopÜA« 
Bd.  B;  S.  818  (I89i)  und  Salmon-Ftedle»  Analytische  Geemefane  dee  Baomcs» 
6.  Aufl.,  I.  Teil«  8.84  (1898). 

0.  Hesse  dagegen  drürkt  »Ich  in  seinen  „Yodeeangen  über  analyti^he 
Geometrie  des  Uaumes  insbesondere  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung"  (Leipng, 
18C1)  S.  so  aus:  „Parallele  Ebenen  schneiden  eine  Oberfläche  zweit»>r  Ord- 
nung in  ähulicben  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten.  Wir  verstehen  nämlich 
unter  Umlichen  Kegelsebnitlen  solehe»  deren  Hanptsehscn  daesdbe  Yeihlltnis 
haben,  und  nnter  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten  soldie,  deren  Hanptachsen 
pazaUele  Bachtung  haben.**  Doch  ist  der  Sinn  des  letstea  SatsM  in  Besag  «e( 
die  vorliegende  Frage  nicht  ganz  klar.  E.  Lampe. 
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BiUlottMOa  MathematlOS«    Zeitschrift  für  Gescliiclite  der  mathematisclieii 

Wissenschaften.  Herausgegeben  von  Giistar  EliestrSni  in  Stof^Vholra. 
3.  Folge.  2.  Band.  476  S.  Mit  dem  Bildnisse  von  E.  Beitrami  als 
Titelbild,  und  den  in  den  Text  gedruckten  Bildnissen  von  K.  Petersen 
und  0,  Sehl  um  i  leb,  sowie  18  Textfiguren.  1901.  Preis  des  Bandes  M.  20. 

Es  ist  eine  nicht  wegzuleugnende  Thatsacbe,  dafs  vielen  Mathematikern 
der  Siim  fBr  die  0«icliidite  ihrer  Wissenaehaft  abgeht,  und  dab  es  lo  iat, 
'  kaim  man  aucb  leidit  b^preifen.   Wer  eigne  Ideen  hat  und  Neues  findet 

oder  zu  finden  glaubt,  der  kümmert  sich  höchstens  um  das,  was  seine  un- 
mittelbaren Vorgänger  geleistet  haben,  koranit  nh^r  nicht  dazu,  sich  mit  den 
Untersuchungen  au.s  älteren  Zeiten  zu  beschäftigen,  von  denen  er  sich  doch 
keinen  unmittelbaren  Nutzen  für  seine  eigenen  Arbeiten  versprechen  kann. 
Es  gehört  in  der  That  tUr  den,  der  Neues  produzieren  kann,  eine  gewisse 
Aufopferung  dazu,  sieh  in  den  Ideenkieii  einer  iSngsk  entediwundenen  Zeit 
nuHclantTersetzen  und  matiiematohen  Entwickelungen  nadisiigehen,  die 
vom  heutigen  Standpunkte  aus  'neUadi  sehr  unvoUkommen  erscheineni 
wenn  sie  auch  vielleicht  lie  Keime  ausgedehnter  Theorien  enthalten,  auf 
die  wir  jetzt  mit  Bewumicrun^  blicken. 

Niemand  wird  verlangen,  dafs  jeder  Mathematiker  sich  selbst  als 
Forscher  mit  der  Geschichte  der  Mathematik  beschäftige,  aber  es  sollte 
doch  wenigstens  keiner  sich  der  Erkenntnis  veischlieften,  dafs  die  Gor 
schichte  der  Mathematik  auch  wert  ist,  betrieben  zu  werden,  ja  dafs  sie 
betrieben  werden  niufs,  w^enn  nicht  bei  der  eben  so  sehr  in  die  Breite  wie 
in  die  Tiefe  gehenden  Entwiekelnng  der  Mathematik  die  Übersicht  über 
das  Ganze  und  über  den  Einilufs  der  pinzelnen  Gebiete  auf  einander  ganz 
verloren  gehen  soll.  Und  dann,  wie  viele  der  landläufigen  Angaben  über 
die  Urheber  der  einzelnen  Bfttse  erweisen  sieh  bei  genauerer  Betrachtung 
sls  inrtamlicfa,  obgleudi  sie  immer  eu  Lehrbuch  vom  andern  abschreibt. 
Sollten  nicht  gerade  die  Mathematiker,  von  denen  man  .sagt,  sie  jiflegten 
ihre  Behauptungen  auch  zu  beweisen,  mehr  als  andere  das  Bedürfnis  haben, 
auch  in  diesem  Punkte  nur  solche  Angaben  zu  machen,  auf  die  man  sich 
vrirklicb  verlass*»n  kann? 

firfreulicbei-weise  iät  aber  doch  die  Erkenntnis  der  Wichtigkeit  histo- 
rischer Studien  auf  dem  Gebiete  der  Mafhematik  hentiutage  schon  yiel 
weiter  Terbreitet  als  noch  vor  wenigen  Jahrs^nten.  Ein  deutlicher  Beweis 
dafür  sind  die  Jahresberichte  der  deutschen  Mathematikervcreioigung  mit 
ihren  7.nm  Teil  ganz  hervorragenden  Referaten  über  die  Entwickehing  ein- 
zelner (Jehiete,  dann  aber  auch  das  groüaartige  Uoteruebmen  der  „Encj* 

ArohiT  dar  HtthemaUk  und  Ph^ük.  lU.  £«i]M.  IL  98 
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kl<'>j)ä(lio  der  mathematischen  "Wisseuscbaften",  das  in  Gestalt  einer  Koilifi- 
kation  des  gegenwärtigen  Standes  der  Mathematik  zugleich  in  gewns^s^ra 
Sinne  eine  Art  Geschichte  wenigstens  der  Mathematik  des  neunzehat^n 
Jahrhunderts  bietet  Unter  diesen  Umständen  braucht  eine  auüschlie£slidi 
der  GeBchiehte  der  mathematiMbeii  Wiaseasohafteii  gewidmete  Zatsdirift» 
wie  wir  sie  seit  swei  Jahren  in  der  BÜtüo&ieea  McdSkemaUca  iMsüien,  flue 
Existenzberechtigiing  nicht  erst  zu  beweisen,  sondern  erscheint  vielmehr  als 
eine  geradezu  unentbehrliche  Ergänzung  der  übrigen  mathrm:if isehen  Zeit- 
scli ritten,  die  ihrer  ganzen  Anlage  nach  historischen  Arbeiten  nur  ausnahmfl' 
weise  Aufnahme  gewähren  können. 

Allerdings  ist  ja  die  Bibliotheca  Mathematica  an  sich  beträchtlich 
ilter  «Ii  diese  swd  Jabre,  aber  in  ihrer  fiüheren  Gestalt  konnte  sie  w^gsn 
ihres  ftniserst  besohrBnkten  Umfaags  und  wegen  ihrer  geringen  Yerbieüiuig 
—  gar  mancher  Mathematiker  wnfste  kaum,  dafs  sie  Torfaanden  war  — 
dem  bestehenden  Bedfirfhis  nicht  genügen.  Die  Mathematiker  sind  daher 
der  Verlagshnchhaudluug  von  B.  G.  Teubner  entschieden  xum  gröffrt^o 
Danke  vcrpliichtet,  dafs  sie  es  dem  Grfinder  der  Bibliotheca  Mathem&cica, 
Heim  Eneström,  ermöglicht  hat^  seine  Zeitsehrift  so  tu  erweitern  und 
ihr  einen  solchen  Znsdmitt  tu  geben,  dab  sie  wurUi<^  als  Zeatndsfeelle  ftr 
Alles,  was  auf  dem  Gebiete  der  Geschichte  der  Mathematik  geldstet  wild, 
dienen  kann.  Möchte  sich  dieser  Dank  nun  auch  durch  die  That  beweisen, 
indem  ro(  ht  viele  Mathematiker  die  Bibliotheca  Mathematica  unterstützen, 
sowohl  durch  Beiträge  ala  aach  namentlich  dadurch,  dals  sie  m  ihrae 
Abonnenten  werden. 

Der  sweite  Band  der  BibUotheoa  Uatlmaatiea,  der  jetat  nach  dos 
Erscheinen  des  vierten  Heiles  yoUstSndig  Torliegt,  ist  ebenso  wie  der  enit 
dorcib  Beichbaltigkeit  und  Vielseitigkeit  des  ^halts  ausgezeichnet  Voo 
gröfseren  Aufsätzen  ist  vor  allen  Dingen  zu  nennen  die  ausfOhrliche  Darstel- 
lung, die  Loria  dem  T.o})0n  und  den  mathematischen  Leistungen  Beltramis 
gewidmet  hat.  das  !m  gegebene  vortrefl'liche  Bild  Beltramis  ist  ein  ^ 
souderer  Schmuck  des  Bandes.  Einen  Nachrui  an  O.  Schlömilch  ^out 
Bildnis)  hat  IL  Gantor  beigesteuert  und  eine  Würdigung  der  Aibvit« 
de«  viel  SU  wenig  beachteten,  rassischen  Mathematikers  K.  Petertes 
(1828 — 81)  giebt  Stäi  kel,  ebenfalls  mit  einem  Bildnisse.  Sehr  dankens- 
wert ist  auch  ein  vom  Herausgeher  bearbeitetes  Verzeichnis  der  I881^l90i) 
veretorbenen  Mathemutiker  mit  Angabe  der  über  sie  erschienenen  Nti-kroIüL'e- 
Die  sonstigen  Anf<iit/.e  alle  aufzuzählen,  geht  hier  nicht  an,  ich  nenne  vkiier 
nur  einige:  F.  Ii u Usch  giehl  neue  Beiträge  zui'  ägyptischen  Teilung 
recfanung,  F.  Schmidt  handelt  aber  Pbjsiinüisches  und  Technisehfls  bii 
Fhilon  von  Bysans.  H.  Koppe  schildwt  die  Nihemngsmethodcn,  £e 
Huygens  zur  Kreis-  und  Logarithmenborechnuug  benutzt  hat.  M.  Kntts 
handelt  über  ellij)tische  tiivl  andere  Integrale  l)ei  Wallis.  G.  Heinri**b 
zeigt,  dafs  James  (in^gory  in  seiner  „Vera  circuli  et  hyperl)ola>'  <jua- 
dratura'^  (1668)  thatsächlich  si;hou  den  Versuch  gemacht  hat,  zu  beweisen, 
dafiB  die  Qnadratar  des  Kreises  nicht  dnrdi  algebraische  Hil£smittel  sar 
fOhrbar  ist  In  drei  Aufifttsen  von  Braunmtlhl,  ,4I]ttorisdie  ünltr> 
tttchnng  der  ersten  Arbeiten  über  Interpolation",  „Zur  Geeohichte  der  Sst^ 
stehung  des  sogenannten  Moivreschen  Satzes",  „Zur  tieschichte  der  TrigOBO- 
metrie  im  18.  Jahrhundert^^  werden  Terschiedene  der  landl&nfigen,  in 
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Lehrikflchem  ünmer  wiederkehrenden  Angaben  über  diese  Dinge  als  &Uch 

nachgewiesen  imd  berichtigt.  In  der  Abhandlung:  ,3^^^^^^^  zur  Geschichte 
der  Fnnktionentheorie  im  18.  JahrhundiT-f".  zeigt  Stäckel,  dafs  auch  die 
hydrodynamischen  Untei-suchungen  tou  Clairaut,  d'Aiembert,  Kuler  und 
Lagrange  eine  ganze  Beibe  von  Gedanken  enthalten,  die  die  moderne 
Theorie  der  Funktionen  eimr  komploxeti  VertnderHdien  TorbemHet  haben. 
Eine  nicht  nnwichtige  praktische  Frage  erOit«rt  deiadbe  in  dem  Anftatse: 
„Wie  sollen  die  Titel  der  niathematischen  Zeiischrifbm  abgekürzt  werden?** 
Jedes  Heft  enthält  eine  Bubrlk:  ^,Kl(>itie  Bemerkungen  znr  zweiteu  Auflage 
von  Cantors  Vorle.euncf'n  über  die  (irschi'-bto  der  Mathematik",  ein  Ver^ 
zeichnis  neu  erschieuotu  r  Schritten  und  viiw  kurze  wissenschaftliche  Chronik. 
Auch  mehrere  interessante  iiezensionen  ündet  manj  besonders  erwähnenswert 
ist  rioe  vom  Heramgeber  über  nene  Auflage  der  dritten  Abteilung  des 
dritten  Bandes  der  Cantorsdi«!  GescMehte,  etiriUinensweri»  namsnflioh  des- 
kalbf  weil  darin  die  Kritik  mehr  zur  Geltung  kommt,  als  in  den  bisher 
erschienenen  Besprechungen.  Dafs  der  Herausgeber  durch  Beifügung  eines 
Autorenreg^sters,  eines  Sachregisters  und  eines  Namenregisters  das  Zurer>it- 
finden  auf  jede  nur  denkbare  Weise  erleichtert  und  die  Benutzl)arkeii  des 
Bandes  nach  Möglichkeit  gesteigert  hat,  war  nicht  anders  zu  erwarteu,  es 
mnfs  aber  ansdzflcUieh  «nrHhnt  werden,  dam  es  wire  nur  sn  wUnsdien, 
daGi  recht  riele  Herausgeber  ▼on  Zeitsduiften  and  anch  von  Bfldiem  sich 
daran  an  Beispiel  nähmen. 

Möchten  diese  Zeilen  dazu  beitragen,  recht  viele  Mathematiker  auf  die 
Bibliotheca  Mathematica  aufmerksam  zu  maehön,  und  möchten  dem  vor- 
liegenden Bande  nuch  viel»  andere  folgen.    An  Stoff  fehlt  es  ja  nicht. 

Leipzig,  im  Januar  1902.  F.  £mq£L. 


Vorreden  und  Einleitmigen  ra  klasaischen  "Werken  der  Mechanik: 
(Jalilei,  Newton,  D'Alembert,  La^'ranf,'e,  Kirchhoff,  Hertz, 
Hehuhoitz.  Übersetzt  und  herausgegeben  von  Mitgliedern  der  Pbilo- 
sophischen  Gesellschaft  an  der  UniversitSt  Wien.  (II.  Band  der  Ver* 
Offmtlichungen  der  Philosophischen  Qesellschaft  an  der  Universitilt  sn 
Wien).    Leipsig  1899,  G.  £.  M.  Pfeiffer.  VH  +  258  S. 

Eine  Sammlung  von  Vorreden?  Diese  etwas  verwunderte  Frage  drftngt 

sich  vermutlieh  zuerst  auf  alle  Lippen,  wie  wir  sie  selbst  zu  stellen  unS 
nicht  enthalten  konnten.  Kino  Sammlung  von  Ansichtspostkarten  ersetzt 
keine  Reise,  eine  Sammlung  von  bpeisefolgen  keine  Mahlzeit,  eine  Saiimi- 
luug  von  Konzertzetteln  kein  Musikstück.  So  waren  unsere  ersten  Gedanken; 
aber  bald  ergänzten  sie  sich  dahin,  daCs,  wenn  eine  Sammlang  von  Ansichts- 
postkarten keine  Reise  ist,  rie  doch  die  Veranlassung  bieten  kenn,  die 
Schritte  da  oder  dorthin  zu  richten.  Eine  Vorrede,  gedankenreich  und  in 
anmutender  Sprache  verfaist,  bat  nicht  selten  einem  neuen  Werke  Leser 
verschaflFt-  Um  wie  viel  mehr  mn<^  das  bei  schon  beiühmten,  aber  darum 
doch  keineswegs  allgemein  bekannten  Werken  der  Fall  sein,  und  wenn  von 
denen,  welche  hier  erstmalig  die  Darstellungs weisen  der  grofsen  Förderer 
der  Mechanik  kennen  lernen,  einer  oder  der  andere  für  das  vollstftndige 
Studium  ihrer  Werke  gewonnen  wird,  so  liegt  darin  eine  Beehtfertigong 
der  Sammlung.   Neben  diesem  mehr  mittelbaren  Nutzen  bringt  die  Saram- 
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lung  aber  auch  unmittelbar  wertvolle  Kenntnisse  zum  Bewufstsem  des  Lesers. 
Steckt  doch  in  den  in  ihr  mitgeteilten  Vorreden  und  Einleitungen  eine  Fülle 
feiner  Bemerkungen,  teilweise  schon  weit  und  breit  bekannt  und  fruchtbar 
geworden,  teilweise  vieiieicht  noch  eines  Entdeckers  harrend,  der  den  wahren 
Sinn  exmitile.  Ging  es  doch  oft  genug  so,  dab  unsfthlige  Leser  an  eüum 
Satze  TorQber  eilten,  bis  Zufiül  oder  Uinlidi  geartete  Geuteeridlitang  einen 
Leser  gerade  an  der  Stelle  verweilen  üefs,  sodafs  sie  in  ihm  ihren  Koim 
niederlegen  konnte.  Unter  allen  Umständen  ist  es  aber  lehrreicher,  einen 
Gedanken  unverfälscht  und  unverändert  kennen  zu  lernen,  wie  sein  Urheber 
ihn  aussprach,  als  in  absichtlicher  oder  unabsichtlicher  Umformung.  Darum 
haben  die  Herren  Herausgeber  sehr  richtig  gehandelt,  indem  sie  hinter  ihren 
Übersetningan  auch  d«i  ursprünglichen  lateinischen  oder  firansOsisdieiL  Wmtr 
laut  zum  Abdruck  bringen  liellMn.  Als  Herausgeber  sind  genannt  die  Herren 
Zindler,  v.  Sohmeidler,  T.  Sterneck,  HSfler. 

Heidelberg.    M.  Gaxtob. 


H.  Schnb^rt.  Mathematische  MufseBtunden.  Eine  Sammlung  von  Ge- 
duldspielen, Kunststücken  und  ünterhaltungi?aufgaben  mathematischer 
Natur.   Zweite,  stark  vermehrte  Auflage.   Leipzig  19ÜU.   G.  J.  Göschen. 

"Krst^^r  Band:  Zahl-Probleme     4  Mk. 

Zweiter  Band:  Anoninungs-  und  Wahrscheiulichkeitsprobleme.    4  Mk. 
Dritter  Baad:  Beise^Probleme  nnd  geometrische  Froblema.   4  Mk. 
„Bs  handelt  sich  hier  um  kein  streng  wissenachafUieheg  Werk,  sondern 
nm  ein  Bach,  in  dem  der  Yer&sser  alloliaad  Gedanken  fiber  Dinge  nieder» 

gelegt  hat,  die  mit  der  Mathematik  in  BerOhrung  stehen  xmd  mit  denen 
sich  jeder  Gebildete  oft  und  gern  in  seinen  Mufsestundeu  beschürtigt.  E< 
sind  ungezwungene  kritisch-historische  Betrachtungen  und  unierbaltonde 
Plaudereien  über  alle  möglichen  Probleme  und  Kuustätücke,  die  in  einer 
andi  dem  Lsien  leicht  l^faltfl^wi  Form  Toxgeftthrt,  erkUrt  nnd  erg&nxt 
werden.** 

Es  ist  ein  Werk,  wie  es  die  Franzosen  in  den  B^r^tions  math^ma- 
tiques  von  E.  Lucas  und  die  EnglSndcr  in  den  Mathematical  Recreations  von 
R.  Ball  längst  besitzen.  Dodi  ist  der  bei  weitem  gröfstc  Teil  der  vor- 
liegenden Sammlung  aus  eignen  Ötudien  des  in  Scholkreiseu  sowohl  wie  in 
der  wiasenschaftlichen  Welt  rttfamlidut  bekannten  Yerftssers  hervorgegangen. 

Das  Werk  wird  flbrigens  auch  mit  Vorteil  für  den  Unterricht  sa  Ter* 
werten  sein,  und  zwar  sowohl  ffir  das  algebraische  und  arithmetisdie  wie 
für  das  geometnsi'lie  Pensum.  Ans  dem  reichen  Inlialt  mögen  einige 
Problenif  hei-vorgehoben  \verden,  welche  nach  dieser  Richtung  das  Interesse 
der  bchüler  zu  st^^igeru  geeignet  sind. 

Erster  Band:  Erraten  gedachter  Zahlen.  ToranswiMen  ohalttner 
Resultate.  Über  sehr  groTse  Zahlen.  Kenner-Probe  nnd  Nenneiknnststllck. 
Pythagoreische  und  heronische  Zahlen.    Arithmetische  Trugschlüsse. 

Zweiter  Band:  Die  Spaziergange  der  Pensionatsdamen.  Aufgaben  der 
ei-schwerten  Üherfahil.  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf 
das  Skatspiel. 

Dritter  Band:  Gruppierung  von  Punkten,  so  dafs  immer  drei  von  ihnen 
in  gerader  Linie  liegen.    Der  goldene  Sdmitit.    Teilnng  des  Kreises.  Geo- 
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metrische  Trngschla5sp.    Die  Qnadniinr  des  Kreises.  Das  deUsdie  PMblem. 

Die  Trisektion  des  Winkels.    Die  vierte  DimensioD. 

Ref.  schlielst  mit  dem  Wunsche,  «Irtfs  «las  intprrs«nnff»  und  anregende 
Werk  von  recht  vielen  Lf>hrorn  und  Schülern  gelesen  werden,  insbesondere 
in  keiner  Schalbibliothek  fehlen  möge. 

Berlin.    E.  Jabkkb. 


K.  Kiiliii.    Lehrbnoh  der  Elementar-Arithmetik.   L  Teil.   Zweite  ver- 
besserte Anflage.    HUdbnrgliaiifleB,  1900.  0.  Petioldt    48  8. 

Das  Lehrboeh  handelt  in  dem  Rahmen  von  48  Seiten  Ton  den  vier 
Chnmdoperationen  and  den  linearen  Oleichiingen  mit  mebrerai  Unbekannten 
nebst  zahlreichen  ('T)!inirsaiif£ral)en.  An  der  Darstellung  ist  die  knappe 
Ansdrucksweisf  und  das  Fehlfii  uunötig»*n  Ballastes  lobend   tvt  prwShrtpn. 

Dem  Verfasser  ist  ein  Versehen  unterjfln'ifV'i ,  wenn  er  au  Stelle  des 
AusdriM  k<  .^mehrgliedrige  Grölsen'^  den  Ausdruck  „komplexe  Gröfsen"  anwendet. 

Berlin,  £.  Jabnk£. 


K.  Schwerin^,   Stereometrie  für  höhere  Lehranstalten.   Zweite  Auf- 
lage.   Freiburg  i.  B.,  1900.    Herder.    56  8.    M.  1,10. 

Das  Buch  ist  mustergiltig  für  den  stereometrischen  Unterricht.  Es 
serflUlt  in  swei  TeÜe.  Im  enten  giebt  der  Verüuser  einen  Lehrgang,  wie 
er  etwa  fllr  die  ünter>8eknnda  einer  Berliner  Bealschule  geeignet  ist  Der 
zweite  Teil   entidUt  eine  breitere  Darstellung  des  gewitfinlichen  stereo- 

metrischen  Pensums.  Hier  peht  der  Yerfacspr  in  einem  bpsonderen  Para- 
graphen auf  die  Schnitte  des  geraden  Kreiscylinders  und  des  tjeraden 
Kreiskegels  ein.  £in  letzter  Paragraph  giebt  einige  Sätze  der  orthogonalen 
Projektion» 

Jeder  Paragraph  solilielM  mit  saUreielien  Beispielen  und  Übungsaufgaben, 
die  der  Verfasser  der  „100  Aufgaben**  interessant  genug  anssuwBblen  Terstebt 
Berlin.  E.  Jahmu. 


K.  Scbwering.  Trigonometrie  für  höhere  Lehranstalten.  Zweite  Auf- 
lage.   Freiburg  i  B.,  1900.    Herder.    63  8.    M.  1,10. 

Das  Buch  /.erfällt  in  3  Lehrg&nge.  ^Den  amtlichen  Lehrvorschriften 
entsprechend  erfolgt  der  wissenschaftliche  A^sfhau  der  Trigonometrie  erst  im 
dritten  und  letzten  Lehrgange  des  vorliegenden  Buches.  Auf  den  beiden 
früheren  Stufen  werden  die  dem  Auge  des  Lernenden  am  meisten  auffallen- 
den Umrisse  des  LehtgebHudes  nach  und  naob  siebtbar*'* 

Referent  ist  mit  dieser  Spaltung  niobt  einTeratanden ,  weil  sie  nach 
seiner  Meinung  in  das  trigonometrische  Pensum  Sobwierigkeiten  hineinträgt« 
die  ihm  fremd  sind.  So  bringt  der  Verfasser  die  zweite  Definition  der 
trigonometrischen  Funktionen  am  Kreise  vom  Radius  Eins  erst  im  dritten 
Lehrgang  und  erschwert  sich  dadurch  die  Klarstellung  der  Tluitsache,  dafs 
der  Sinus-  und  Cosinus-Sat/  auch  für  stumpfwinklige  Dreiecke  gelten.  Aber 
auck  Unklarheiten  haften  der  Darstdlung  des  Verftssers  an,  insofern  die 
Additionstheoreme  nur  ßkr  spitze  Winkel  bewiesen,  aber  auch  fllr  stumpfe 
Winkel  angewendet  werden. 
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Im  einzelnen  bietet  das  Lehrbuch  eine  Fülle  des  Interessanten  und 
Brauchbaren,  insbesondere  was  die  Übungsaufgaben  anbetrifft,  weshalb  das 
Stadium  des  Buches  den  Faohgenossen  nur  angelegentiiehst  aapfoliIeD 
weorden  kum. 

Berlin.    E.  Jahrkb. 

H.  Oanter  und  F.  Budio.    Die  analytische  Geometrie  d«r  Xben«. 

.      rV.  Auflage.    Leipzig  1900,  B.  0.  Teubner.    VIII,  180  S. 

Vif  '}  Hf  r  Beliebtheit  in  r]pr  t'lx  rsrlinft  genannten  Buches  dürfen  wir  uns 
mit  finigen  Daten  betrnügeu.  im  85.  Hamle  der  Zeitschrift  f.  Math.  n.  Phys. 
freuten  wir  uns  das  1888  en>chieneue  Werkchen  unäereo  Lesern  eiuptehien 
XU  können.  Februar  1894  ist  die  Beseiefaming  der  Vonrede  zur  3.  Auflage, 
November  1896  die  der  Vorrede  zur  3.  Auflage,  welehe  in  einer  grSllHven 
Anzahl  von  Exemplaroa  als  die  TOrhergeheDdeii  ^zednu-kt  wurde.  Trota- 
dem  durften  die  Verfasser  schon  im  September  1899  die  Vorrede  zu  »»inpr 
4.  Auflage  fertigstellen.  Das  der  neuen  Auflage  beigegebene  alphabetiM'iie 
Sachregister  wird  gewiis  den  meisten  Benutzem  sehr  willkonunen  sein. 

Heidelberg.    M.  Cantoil 


P.  L.  Tschebyscheff.  P.  L.  TeohebyeclLeff  und  seine  wissenachail- 
liQhfln  Iieirtongiii  von  A.  WaasiUef.  Dia  IMiabyaohaittailMn 
Arbeiten  in  der  Theorie  der  Oelenkmeolianiamen  tdh  N.  Delaiiiiaj. 

Leipzig  1900,  B.  6.  Tenbnar.    70  S. 

In  dem  44.  Bande  der  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Hisi  Litter.  Abtl^ 
S.  62  ist  ein  in  französischer  Sprache  verfafstes  Lebensbild  von  Tscbejby- 
scheff  besprochen.  Ebcndort  8.  101 — III  tindet  sich  eine  Darstellung 
der  Tscheby  sehe  fischen  Arbeiten  Über  Gelenkmechanismen.  Eine  deutsche 
Übersetzung  jenes  Lebensbildes,  der  Abdruclc  jener  Abhandlung  sind  zu  einer 
Ueineu  Schrift  Tereinigt  worden,  welche  uns  heute  in  hflbsdier  Ausstattniif 
vorliegt.  Auch  das  der  französischen  Ausgabe  angeheftete  Bildnis  Tscliabj* 
flcheffs  in  üeliogmTfire  ist  der  dentsdien  Bearbeitung  beigegeben. 

Heidelberg.    II  Casitg«. 


Adolf  Klas.  Die  Dreiteilung  und  Fünfteilimg  dea  Winkele  auf  dem 

Wpge  der  elementaren  rJenrnetrie  allein  mit  läneal  und  Zirkel  ge!r>s-t 
und  dargelegt.  Wiesbaden  iUÜU,  Hermann  Ferger.  14  Ö.  9  Figuren- 
tafeln. 

Der  Verfiisser  kennt  den  Beschlufs  der  Paiiser  Akademie  der  WLSst«a- 
schalten  von  1775,  Trisektionsrersnclie  ohne  weitere  PrOfong  zurttckanweisen. 
Kichtsdestoweniger  hat  er  seiner  Obersengung  nach  die  Aufgabe  galOst 
Wohlwollende  Freunde  scheint  er  auch,  zu  besitzen,  welche  ikm  bedrateteo, 

ein  von  ihm  als  gleichschenklig  angenommenes  Dreiwk  sei  that.särhlieb 
nicht  gleichschenklig.  Die.ser  besondere  Einwand  fruchtete  bei  lierm  Klas 
nicht  mehr  als  der  allgemein  gehaltene  alte  Pariser  Beschluls.  Wir  unt^- 
lassen  weitere  Bemflkung  ihn  ones  Besseren  sa  belehren. 

Heidelberg.   H.  Gamtob. 
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f  *  Bohnert.  Ebene  und  sphäriflohe  TrigononMtlio.  VIH     160  Seiten 

mit  47  Teitfigurpn.    Leipzig  1900,  Göschen. 

Tm  vorliegenden  Bande  III  der  „Sanimlung  Schubert"  giebt  Herr 
Bohrn  rt  in  Hamburg  möirlithst  parnllelgehende  Behandlungen  dor  f^benen 
und   s]i}i  irischen  Trigonümetxie  in    der   üblichen  Anordniing   und  klarer, 
leicht  lalsiicher  Darstellung.   Gegenüber  sonstigen  Lehrbüchern  der  Trigono- 
metrie, wfllehe  in  der  Hegel  direkt  fkls  SehnlUlßher  gelten,  tritt  hier  der 
ÜbungeetolT  etwas  mrOok.  Der  Verfuser  hat  neben  die  unprSngliehe  Defi- 
nition der  trigonometrischen  Funktionen  im  Abschnitt  I  andi  deren  Deutung 
durch  Kurvpn  auf  nnind  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  gesetzt. 
Es  kann  /wcifelhuft  sein,  ob  dies  pädagogisch  fdflcklich  ist.  Ausführlicheres 
über  Koordiiuitonsysteuie  wird  erst    später  (Abschnitt    III)    erörtert.  Er- 
schwerend wirkt  auch  noch  die  Unabhängigkeit  der  Mafseinheiten  für  Ab- 
seinen-  und  Ordinatenadiee.   Man  könnte  ee  fftr  TOrteilhaAer  halten,  diese 
Betrachtung  erst  spftter  im  Verein  mit  der  Besprechung  des  Bogenmafses 
der  Winkel  (S.  142,   wo  übrigens  der  Druckfehler  stehen  geblieben  ist, 
dafs  der  Winkel   0°  0' 0"   in  Bngenmars   gleich  0,000 (X)5   sein   soll)  zu 
bringen.    Hier  wäre  es  dann  zugleich  leiiht,  dieselbe  Mafseinheit  für  beide 
Achsen  zu  Grunde  zu  legen,  die  Kurven  für  die  trigonometrischen  Funk- 
tionen würden  dabei  noch  etwas  bestimmter  und  deshalb  leichter  fafsbar 
heranskommen.    Für  den  aUerersten  Anfang  aher  hitte  der  Leser  allein 
mit  der  Dentong  der  Funktionen  am  rechtwinkligen  Dreieck,  bei.  am  Kreise 
dee  Radios  1  zu  nrheiton.  Immerhin  lälst  sidi  flhor  solche  Fragen  streiten. 
Dagegen  glaube  ich,  dnfs  eine  Benu-rkuTii:  m  S.  108  keinen  Widerspnich 
finden  wird.    Die  Nepersche  Heg»-I  wird  hier  unter  Zugrundele^ning  eines 
regelmäfsigen  Fünfecks  in  äulserücher  Weise  gefafst.    Bei  Keper  selbst  und 
in  Gaafs'  ifPentagranuna  mirificum**  wird  auf  organischem  Wege  aus 
irgend  einem  ersten  recshtwinUigen  Dreieck  ein  sphftnsches  Fünfeck  ge> 
Wonnen,  nmgeben  von  ftinf  rechtwinkligen  Dreiecken,  hei  denen  die  fbif 
Bestimmnnggatflcke  gerade  auf  alle  Arten  cyklisch  permutiert  erscheinen. 
In  dieser  Neperschen  Konstruktion  liegt  der  Hauptreiz  der  Lehre  von  den 
rechtwinkligen  sphärischen   Dreiecken,   und   sie  wäre   dieserhalb  wirklich 
wert,  ihrer  Vergessenheit  entrissen  und  zcuu  eisernen  Bestand  der  sphärischen 
Trigonmnetrie  gemacht  au  werdm.   Natftrlich  hetrifflb  diese  Bemerkung  in 
keiner  Weise  die  Brauchbarkeit  des  vorliegenden  Buches,  welches  sich 
namentlich  dnreh  grofse  Vollstftndigkeit  des  analytisehen  Anfbaus  vorteilhaft 
Muaeichnei 

Brannsohweig.  — ^—  Fuokb. 

MttZ  Simon.    Annlytleohe  Geometrie  der  Bben«.    VU  +  Seiten 

mit  96  Textfigiiren.  Leipzig  1900,  Göschen. 
Wenn  mit  dem  Bandn  VTII  der  „Sammlung  Schubert",  analytische 
Geornetrif'  '^^r  Ebene,  auch  nicht  gerade  oinc  Lücke  der  mathematischen 
Lfitteratur  ausgefüllt  wird,  so  wird  man  eine  Darstellung  der  analytischen 
Geometrie  aus  der  Feder  des  hochverehrten  Verfassers  doch  gerne  entgegen- 
nehmen, smnal  derselbe  in  der  Abfassung  von  Lehrbflohwn  über  analytische 
Geometrie  nachgorade  die  nOtige  Übimg  besitzt.  Zur  Charakteristik  des 
Buches  diene  vor  allem  die  Abgabe,  dals  Herr  Simon  die  projektive  Be- 
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trachtnngsweise  stark  in  den  Vordergrund  rückt.  Dies  peht  so  weit,  daf* 
nach  Absolvierung  des  Kreises  sogleich  die  projektive  Behandlung  der  all 
gemeinen  Kurve  zweiten  Grades  als  Punkt-  und  als  Tangentengebilde 
gegeben  wird.  Daran  niht  flieh  die  projekÜTe  Erzeugxmg  der  Kegelschnitte^ 
die  Betrachtung  der  Kegelflchnitthflachel  und  EegelBchnittreihen,  imd  ent 
nun  folgt  last,  not  least  die  spezielle  Behandlung  der  „eigentlichen'*  K^l- 
SOhnitte.  Die  systematische  Behandlung  erstreikt  sieh  in  der  Hauptsache 
nur  auf  Gerade  und  Kegelschnitte.  Von  höheren  Kurven  kommen,  abge- 
sehen von  einigen  wenigen  allgemeinen  Bemerkungen,  nur  einige  besonders 
wichtige  Typen  zur  Behandlung,  nämlich  die  Cissoide,  die  Kardioide,  die 
Aatroide,  die  dreiapitzige  Hypocykloide^  die  Lemniskaten,  die  Spirale  die 
Arehimedes  nnd  die  Cykloide.  Das  Buch  ist  auft  reichste  mit  Übunge- 
aufgaben  ausgestattet;  hierin  liegt  sogar  ein  Hauptwert  dMieibett. 

BrauBSohweag.    Fbxcks. 

Emil  Haentzschel.  über  die  verschiedenen  Gnindlegimgen  in  der 
Trigonometrie.  Wissenschaftliche  Beilage  zum  Jahresbericht  des 
KSUniflehen  Gynuuudmni  m  Berlin.  Osfcem  1900.  Mit  4  Figuren. 
81  B.   4^   Berlin  1900,  B.  Qaertner's  VerlagsbuchhandluBg  (Hennann 

Heyfelder).    Ftogramm  No.  58. 

In  der  Trigonometrie  werden  gewisse  Winkelfunktionen  Bpitoer  Wirikel 
als  Quotienten  gowi^-^t  r  Strecken  erklärt,  und  dann  mnfs  man  später  den 
Übergang  zn  den  Iruher  der  Erklärung  nieht  unterworfenen  Winkelfunktionen 
nichbäpitzer  Winkel  machen.  Irgendwo  ist  dazu  eine  Erweiterung  des  Be- 
griffes der  Winkelfhnktion  Torsunehmen,  bei  welcher  die  logenannte  Per^ 
manens  der  formalen  Geaeiee  gewahrt  bleibt  An  welcher  Stelle  diese  Er- 
weiterong  eintritt,  dfirfte  an  nnd  für  sich  gleichgültig  sein.  Man  könnte 
z.  B.  die  für  spitze  Winkel  «,  |S,  u  -\-  ß  bewiesenen  Formeln  ffir  sin  (a  -f-  ß) 
und  cos  (tt  -f-  ß)  als  allgemeingilltig  aussprechen  und  daraus  den  Wert  der 
Winkelfunktionen  nichtspitzer  Winkel  entnehmen.  Herr  Haentzschel  hat 
die  Erweiterung  an  eine  andere  Stelle  verlegt.  Er  seigt  geometrisch,  daft 
für  spttie  Winkel  «  die  vier  Sfttse  siatlfinden; 

sin  «  =  2  sin  2  •  cos  "  , 


OOS  tt  »  1  —  2  ^sin  Ij", 


sin  a 
^        eoe« ' 
tg  « •  cotg  «  B  1. 

Er  aeigt  anfserdem  wiederum  geometrisdi,  dals  in  dem  gleidien  Winkdboreiche 

sin«*  -|-  eos«*  =  1. 
Dadurch  nimmt  die  Gleichung  för  den  cos  er  die  Gestalt  an: 

ooso  -B  2  ^00«      —  l. 

Jetst  werden  die  gewonnfflm  Sfttse  als  Definitionen  der  Winkalfluihtiooen  benuut» 
und  mit  ihrer  Hilf»  findet  man  die  Bedeutung  der  Funkti<nien  nichtspitter  WinkeL 
Heidelbeiig.    IC.  Castob. 
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Dm  SttflcmgafiBSt  der  XalMir  WUlielm-UhlTenitSt  Straf aburg  am 

L  Mai  1900.  Strafsburg  1900.  UniTanitftta-BudidniokflrM  m  J.  SL 
£d.  fieitz  (Heits  &  Mündel).    66  8. 

"Rintreschlossen  nvischen  der  knr/f^n  Ahschiedsrede  ^('■^  «?chcHonfloTi 
Kektors,  Professor  Dr.  Th.  Ziegler,  und  einigen  GedÄchnisworten  des  Pro- 
fessors Dr.  Windelband  auf  den  am  17.  Mär/  1900  bestatteten  Elwin 
Bruno  Christo  ff  el  bietet  die  Programmschrift  eine  hochinteressante  Antritts- 
rede des  neuen  Bekton,  Profeflsor  Dr.  Heinrich  Weber:  Über  «He  EnU 
mduflunff  unserer  mechamsdten  NaimramdiamMg  im  19.  JtMhuitdert.  Auf 
20  Druckseiten  hat  der  Bedner  eine  fast  flbergrofse  Fülle  von  Thatsacfaen 
und  von  riedanlcen  xusaininenzudrängen  gewuTst,  dem  Laien  einen  Einblick 
in  die  Aufgaben  der  heutigen  mathematischen  Physik  gestattend,  dem  Fach- 
manne geistvolle  Winke  bietend,  wohin  er  etwa  zu  streben  habe,  falls  die 
B^haffenheit  seiner  Geisteskräfte  ihn  nach  philosophisch -mathematischen 
Baihnen  Ahrt  Ans  einem  Extrakte^  wie  Herr  Weber  ihn  bereitete,  durch 
neohmaligeB  Anasiehen  des  Allerwesentlichsten  onen  Bericht  za  fertigen, 
fldieint  uns  unmöglich.  Wir  beschränken  uns  darauf,  unseren  Lesern 
dringend  zti  empfphlen,  sich  mit  Wrhf^rs  Rede  bekannt  zu  machen.  Eine 
schönere  Dar-stellung  der  geschichtÜLbeu  Entwicklung,  welche  der  Satz  von 
der  Erhaltung  der  Energie  int  19.  Jahrhundert  durchgemacht  hat,  eine 
fldilrftitt  Ftosung  der  von  Heinrich  Herta  teils  neu  anfgeworfenen,  teils 
schon  beantworteten  Fragen,  eine  feinere  Würdigung  der  Genllgsatnkett, 
welche  der  Aufgabe  der  Eikl&nmg  von  Femwirkungen  sich  nachgrade  bei« 
gemengt  hat,  wird  auf  dem  heutigen  Standpunkte  der  Wissenschaft  kaum 
gegeben  werden  k5nnen,  als  Herr  Weber  sie  in  formvollendeter  Sprache 
geschaffen  hat. 

üeidelberg.   :   M.  Caktob. 

J[.  Sclliist6r.  StereometriBche  Aufgaben.  Ein  Lehr  imd  Übungsbuch 
zum  Gebrauch  ^»eim  Unterricht  in  den  oberen  Klassen  höherer  Schalen. 
Mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Methoden  der  darstellenden  Geo- 
metrie. Leipzig  und  Berlin,  B.  G.  Teubner  1901.  FortfUming  von 
des  Veiliaaaen  firflher  eraehienenea  geometrischen  Aufgaben. 

Eine  neue  geometrische  Aufgabensammlung  bildet,  wenn  ne  wie  die 

vorliegende  sich  nicht  auf  ausgetretenen  Pfaden  bewegt,  sondern  neue 
RirhtiiTifT'^n  oinrnsohlapen  strebt,  immer  ein  Erei^is  für  den  mathematischen 
Schulunterricht.  Gerade  für  diesen  sind  gute  Lehrbücher  ^ine  absolute 
Notwendigkeit,  während  sie  andererseit«  doch  nur  daä  Material  liefern  können 
und  die  Auswahl  und  Verwertung  desselben  stets  dem  Lehrer  überlassen 
bleiben  muls.  Geometrische  Begriffe  können  die  Schiller  nidit  ans  toten 
BnchsUboi,  sondern  nur  aus  lebendiger,  klarer  Anschauung  gewinnen,  und 
diese  Anschauung  zu  weckw  und  auszubilden,  ist  eben  die  Aufgabe  dw 
Lehrers.  Freilich  wird  er  gerade  hierin  bei  einer  grofsen  Anzahl  seiner 
Schüler  ein  unübersteigbares  Hindernis  finden.  So  lange  es  sich  um  endliche 
Kflrper  handelt,  die  sie  wirklich  vor  Augen  haben  oder  wenigstens  gehabt 
haben,  kann  ihr  Verständnis  folgen,  aber  das  abstrakt  rSumlidie  Aoschauungs- 
▼ermfigen  ist  ihnen  ▼erschlossen,  bei  allem  Fleifs  und  aller  Mffhe  können 
sie  nicht  dam  gelangen,  sitdi  Ebenen  und  gerade  Linien  an  und  fttr  sich, 
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in  ilirer  mihpgrpnzt<»n  Ausdehnung  voimstellen.  Wo  für  den  mathematisch 
begabten  Schüler  das  eigcritUehe  Interesse  erst  anfängt,  da  stirbt  es  filr  dip 
übrigen  völlig  ab.  Diese  brauchen  etwas  Handliches,  Greifbares,  das  Reich 
d€r  r«iii«i  Fonuen  vtt  üuMn  umagänglich.  Ss  ist  der  Oleticherwelt  des 
Hoehgebirges  vev|^eiohfwr,  in  die  sich  nor  der  kfthne  Borgateiger  hiniHif- 
wagt,  während  sich  der  grofse  Haufe  unter  den  grfinen  Wiesen  und  Wäldern 
wohlt'ühlt  und  die  Freude  an  d«^r  starren,  strengen  Pchttnheit  jener  Höhen 
nicht  verstehen  kann.  Er  verlangt  einen  Platz,  auf  dem  ^-twas  wachst, 
eine  Beziehung  aof  das  reale,  praktische  Leben.  Eine  mathematische  Er- 
kenntnis ist  ihm  wertlos,  wenn  er  sie  nldit  in  die  Unikliohkeit  nmseteen 
kenn.  So  findet  er  gioftes  Literene  an  der  IVigonometrie  und  gersde  sb 
Fmgen,  fiber  die  der  Msthemntiker  rasch  binweggleitet.  Es  wird  immer 
sein  Erstannen  erregen,  wenn  er  erfäln-t.  wie  man  i\\e  Hnbr«  oines  Berges 
bestimmt,  ohne  ihn  zu  besteigen,  och  r  wie  man  die  finttemung  iweier 
Orte  messen  kann,  die  jenseits  eines  uuüberschreitbareu  Flusses  liegen,  n. 
a.  m.  Es  ist  eine  alte  Überlieferting,  die  jedermann  ans  dem  SehilleraeiieB 
Epigramme  kennt,  daTs  Arehimedes  wegen  seiner  tediniachen  Erfindungen 
allgemein  angestaunt  und  bewundert  wmrde,  während  er  selbst  sie  gegenüber 
seinen  wissenschaftlichen  Arbeiten  für  wertlos  liielt.  „Wer  um  die  Göttin 
freit,  suche  in  ihr  nicht  das  Weib!"  Aber  wie  viele  wollen  denn  um  die 
(löttin  freien?  Es  kann  schliefslich  auch  kein  billig  denkender  Lehrer  er- 
warten, dafs  sich  aus  jedem  Schüler  ein  kleiner  Arehimedes  machen  lasae. 
Es  mnfs  vielmehr  seine  Aufgabe  sein,  das  ▼orgeBchriebene,  im  grolaen  and 
ganzen  nicht  zu  sdtwierige  und  umfangreiche  Pensiun  so  darzustellen  und 
einzuüben,  dafs  es  auch  von  dem  matlipmatisch  Unbegabten,  mit  Mofser 
Hülfe  des  vie!genihmt*^n  hon  sens,  bewältigt  werden  kann,  und  den  Schüler 
nicht  vor  AutgahLu  zu  setzen,  an  denen  er  sich  nutzlos  stundenlang  abmüht, 
weil  sie  seine  Kräfte  hoffnungslos  übersteigen. 

In  diesem  Sinne  ist  es  sehr  erfreolieh,  dalk  die  vorliegende  Aufgaben- 
sammlung wirklieh  die  Möglichkeit  bietet,  den  geometrischen  Untenridbit  in 
einer  Weise  zu  gestalten,  die  auch  den  schwächsten  Schülern  gerecht  wird, 
indem  sie  alle  HüJfsmittel,  die  sieh  hierfür  darbieten,  das  Zeichnen  und 
Ausrechnen  von  Zahlbeispielen  auf  der  einen  Seite  und  andererseits  al!i^ 
möglichen  praktischen,  sozusagen  materiellen  Anwendungen  energisch  heran- 
sieht  Die  HefanaU  der  BcMbt  wird,  um  irgend  einen  Fell  heisnssngieifai, 
eine  viel  lebendigere  VorsteUnng  von  einem  Qylinder  bekommen,  wem  se 
ihn  sich  nach  und  nach  aus  den  verschiedensten  Materialien  hergestdlfc 
denkt,  pinmal  als  bf^lzeme  Walze  (Aufp'  TV,  10  und  13a),  dann  als  einen 
Goldbarren  (IV,  IIa),  eine  Münze  (IIb),  weiter  als  cylindrisches  Hohlma£5 
(8),  als  Oy  linder  einer  Pumpe,  als  Böhre  (9)  u.  s.  w.  Ein  Eimer  ist 
immer  etwas  AnsdiantidiereB  ab  ein  abgestumpfter  Kegel  Den  Begriff  des 
Votumeos  eines  KOxpers  macht  man  sieh  Uarer,  wenn  ein  Hohlraum  von 
geiner  Gestalt  mit  irgend  einem  Stoffe  angefüllt  werden  soll,  wi«  i.  B  wenn 
die  Frage  lautet,  welche  Gasmenge  zur  "Füllung  eines  kugelförmigen  Ballon« 
von  gegebenem  Durchmesser  erforderlieb  i?^t  (Aufg.  VI,  IIa).  So  sind  auch 
die  in  gro&er  Zahl  gegebenen  Aufgaben,  welche  das  Verhältnis  von  Ge- 
wicht nnd  Ausdehnung  betreffen,  also  mit  dem  spezifischen  Gewichte  ni' 
sammenhingen,  von  grobem  didaktasehen  Werte.  Zn  den  wugtuMbaiMm 
mathematisdien  AufgabMi  gehören  diejenigen,  bei  denen  es  sich  um  «m 
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GrÖfstes  oder  Kleiusies  handelt.  Auch  bier  wird  man  eine  gato  Auswahl 
getroffen  finden.    Es  ist  z.  M  rr^cht  hflfatcb  und  anschaulich,  wenn  ein  Tor* 

gelegtes,  viereckip^'s  Stück  Pappe  zu  pin^m  möglichst  grofsen,  offenen 
Kasten  znsammengebo^on  worden  soll  (TX,  b6j,  wenn  der  Ketrcl  von  gröfstem 
Volumen  bei  kleinster  Mantelfläche  als  Regenmesser  eingeführt  wird  (IX,  90) 

Es  liegt  in  Plan  und  Methode  des  Bnehes  begründet,  wenn  der  Ver- 
fasser mit  konkreten  Beispielen  beginnt   Die  allgemeinen  Definitionen  und 

Lehrsätze  göhen  nicht  den  Aufgaben  voranf,  sondern  sind,  narbdcra  sie  an 
diesen  erst  ^nhvickplt  worden,  in  besonderen  Abschnitten,  wolchr  <\\f  Vhpr- 
schrift  „Zusarnmeüfassung*'  tragen,  systematisch  zusanunongt-stellt.  iJacscni 
durchaus  auf  der  modcllmäfsigen  Anschauung  und  der  zeichnerischen  Dar- 
stellnng  buierivn  Verfahren  entspricht  es  andi,  wenn  s.  B.  die  Ebene  dureh 
die  bekannte  Eigenschaft  eingeführt  wird,  dnfo  sich  in  ihr  dnrch  jeden 
Punkt  unendlich  viele  gmde  Linien  ziehen  lassen.  Denn  den  Beweis,  den 
diese  Definition  erfordert,  dafs  es  solche  Flächen  überhaupt  giebt,  denkt 
sich  der  Verfasser  offenbar  induktiv  so  goführt,  dafs  sich  thatsächlich  die 
Rclinpide  eines  Lineals  anf  einer  ebenen  Fläche  nach  beliebiger  Richtung 
auflegen  und  nach  Willküi*  verschieben  liUst.  Öoust  hätte  er  unbedingt  eine 
einwandfreie  Definiti<m,  wie  die  als  6.  Lehrsata  im  1.  Abschnitte  mitgeteflte, 
wonach  die  Ebene  der  Ort  aller,  von  zwei  feston  Punkten  gleidiweit  ent- 
fernten Punkten  ist,  bevorsugt  btdessen  ist  das  d(  rlnktiye  Verfahren  koin^- 
wegrs  aufgegeben.  Im  Opgenteil  wird  es  dpm  Lehrer  an  der  Hand  des 
Buches  mühelos  gelingen,  niied  fflr  Glied  zu  einer  lückenlosen  Kette  zu- 
samiuenzufügeii.  Einzelnes,  wie  das  Cava  Her ische  Prinzip  und  seine  Not- 
wendigkeit ziur  Herleituug  der  VolunienformKl  füi-  die  Pyramide,  überhaupt 
die  Katar  der  InJBnitesunalbetraehtnng,  z.  B.  gelegentlich  der  gegen  Ende  ge- 
gebenen Galdinschen  Regel,  bitte  vielleicht  etwas  st&rkar  betont  werden 
kOnnen.  Nea  und  originell  ist  die  Zerlegung  des  Würfels  in  drei  kon-> 
gruente  vierseitige  Pyramiden  mit  quadratischer  Basis  an  Stelle  der  be- 
kannten Zerlegung  des  dreiseitigen  Prismas  in  drei  volumengleiche,  aber  nicht 
sämtlich  kongruente  Tetraeder.  Hecht  nett  ist  die  Erläuterung  des  Heihen- 
b^riffes  durch  Reiben  von  stereometrischen  Körpern,  von  denen  jeder  aus  dem 
vorhergehenden  in  bestimmter  Wdse  hervorgeht  Praktisch  sind  die  Tabellen 
am  Schlufs  imd  die  zum  Herausklappen  eingerichtete  Figurentafel.  Ob 
die  für  dieselbe  angewandte  Zentralprojektion  wirklich  den  Vorzug  gröfserer 
Deutlichkeit  besitzt,  darüber  liefse  sich  noch  «tr  ifon  Einzelne  Ausdrücke^ 
wie  Inkugel  und  ümkugel,  empfehlen  sich  durch  ihre  Kürze 

Überhaupt  giebt  das  Buch  auf  sehr  beschränktem  Räume  sehr  viel, 
und  es  ist  wirklich,  wie  der  Verfasser  in  der  Vorrede  sagt,  nicht  blofs 
eine  Anfgabensammlangf  sondern  ein  richtiges  Lehibuch,  das  sieh  hoifentlich 
rebht  bald  in  weiteren  Kreisen  einbllrgem  wird.  So  wertvoll  jede  Ver- 
bessemng  auf  diesem  Gebiete  ist,  so  notwendig  ist  es  auch,  dafs  die  Herren 
Kollegen  sich  dieselbe  zu  Nutze  machen  und  das  Gute  dem  Besseren 
weichen  lassen. 

Stralsburg.  H.  £.  Timübdiso. 
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t  Aulj^aben  und  Lfthn&tze.  LfienngUL 

A.  Aufgruben  and  LehniSize. 

87,  Werden  durch  einon  festen  Punkt  {Q)  in  der  Ebene  einer  (all- 
gemeinen) Lemniscate  2  Geraden  gezogen,  welche  die  Kurve  beziehungs- 
weiBe  in  dou  Punkten  P^,  P,,  P,,  P^  und  p^y  p^,  treffen,  M  iii 
QPt  *  QPt '  QPt  •  QPf,  =  •  Qp,  •  •  Qp^.  Dabei  sind  die  Stredm 
QPit  QP^  eto*  Ton  gleidiem  oder  ungleichem  Yoizeidien,  j»  nndtdem  » 
▼On  Q  ans  gleich  oder  ungleich  gericlitet  sind. 

I)er  Satz  kann  ausgedehnt  werden  auf  jede  Kurve  2ijten  Gra<les, 
deren  Gleichung  f  {x,  y)  0  in  rechtwinkligen  Koordinaten  xy  als  Glieder 
der  hSchsten  3  niea  (hdnong  nur  den  Tenn  («b*  +  ^^)"  euQUUt 

Dannstadt)  den  7.  Mai  1901.  B.  GuKDBLrofGEB. 


SS.  Nach  der  Uaikelynesohen  Begel  der  Trigonometrie  ist  fttr  Usiae 

Bogen  X  nllterungsweise:  mt»»^  x^cobx.  Bs  soll  mittels  des  Sest^^iedei 
der  Maclaurinschen  Reihe  gezeigt  werden,  dab,  wenn  js  ein  Bogen  dw 
ersten  Quadranten  ist)  die  üngloehongen  gelten: 

sin  j;  —  a;  fcösx  <        (8  +  20  tg'x  +  15  tg*x) , 

sin*«  —    OOS«  <  ^  • 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fb.  Metee. 


39.  Es  bedeute  I,«  den  t-mal  iteiiertili  natfirlichen  Logarithmus 
Ton  X.    Man  bilde  die  unendliche  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Glied« 

"«i  oi^"^,  i'~f^  »  ^  ^  ^    •«(*•)  beliebig  Torgegebene  saUeatheore- 

tische  Funktionen  von  n  sind,  die  für  üm  n  ^  <x> —  sei  es  von  unten,  sei 
es  von  oben  her  —  gegen  den  Orenxwert  1  konvergieren.  Wann  lumw- 
giert  und  wann  divergiert  die  Reihe? 

Königsberg  i.  Pk-.  W.  Fa.  Marsa. 
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40.  Emohtet  man  in  jedem  Punkte  M  einer  stetigen  und  rekiifi&er» 
baren  Eaumkurve  die  Normalebene  derselben  und  beschreibt  darin  von  M 
aus  einen  Kreis  mit  dein  festen  Radius  r,  wovon  ein  beliebiger  Punkt  mit 
m  bezeichnet  sei,  so  criiält  man  eine  Fläche.  Damit  sie  einlach  sei,  ist 
notwendig  nnd  liinreichend,  dafii  der  Kr(tanmiuig8tadiiia  In  keinnn  Punkte 
d«r  gegebenen  Kurve  Terscbwindet  und  r  das  Ifinirnnm  deaselben,  welches 
eine  positive  Zahl  sein  soll,  nicht  überschreitet.  Je  nachdem  die  Kurve 
gesclilosFon  ist  r.df>r  nicbt,  entstobt  ein  Hinfr  oder  ein  durch  -zwei  mf  die- 
selbe senkrechte  Kreistiächm  und  eine  Manteitiäche  begrenzter  bchlauch. 
,JJer  Inhalt  der  Ober  fläche  des  Bittgcs  und  der  der  Manidfläche  des  Schlauches 
ist  das  Produkt  aus  2  rn  in  die  Länge  X  der  LtWtmrve,  der  Inhalt  Mder 
Küvper  das  iVecM  ans  r*«  t»  diese  Länffe.**^) 

Innabmek.  O.  Stols. 


41.  Von  der  Spitze  0  einer  Kardioide  ziehe  man  den  Badins  OP  nach 
einem  befieUgen  Punkte  P  derselben  nnd  beschrnbe  über  OP  als  Durch- 
messer in  einer  zur  Ebene  der  Knrve  senkrechten  £b»  lu  den  Kreis. 
Welches  ist  die  Gleichung  der  krummen  Oberfläche,  die  durch  alle  so  kon- 
stmierten  Kreise  erzeugt  wird?  Welches  ist  das  Volumen  dieser  OberflncheV 

Berlin.  £.  Lampiu 


B,  LSanngen. 

Zu  19  (Bd.  I,  8.  371)  (Ed.  Janiscfa).  JSrsie  Lösung.  In  der  im  folgen- 
den Beweise  benutzten  Figor  liegt  s'  awisdien  AC  und  AB,  s**  aoberhalb; 
ferner  ist  AB'  <AB". 

Beieeis-  Ks  sei  BAB"^<p'^  die  Mitten  von  BC  und  CA  seien  D 
und  E'^  der  Schnittpunkt  der  durch  Bi  und  B%  zu  s"  und  s'  gezogenen 
Parallelen  sei  P. 

Da  AB'  gleich  und  parallel  BB"  isl,  so  isl  AB[  —  CBi  und  auch 
EB[  »  EBi,    Nun  erhilt  man  ans  Dreieck  AB'Bi  nach  dem  SinosaatM 

dnJB,'B'  • 

Es  ist  aber:   ^  AB[B'  -  y;  sin  AB'Bi  =  Hm{AB[B'  +  B'ABi)  «= 

—  sinfy-f-a-hy  —  90")  ~  cos  {ß  —  (p)\  AB'     A  B  s\u  g)  =  '2  r  sin  y  sin  q>. 

Also:   ABi  =  2r  8m<p  cos  (|3  —  <p);    KBi  =  EA  —  ABi     r  &mß  — 

—  2r  siny  co8(^  —  9)— r  [sin/S  —  (sinfi  —  8in[jl  —  2 9J)]  —  rsin(Ä  — 3^). 
Da  ^  BiPBi'  -  90*  und  EBi  -  EB'i\  so  ist  EP'^EBi^rni{ß-2ip) 


1)  Umgekebrl  ftt  die  Lftnge  der  erzeugenden  Kurve  gleich  dem  Qnotienten 
dea  in  Rede  stehcn  ^  n  Korperinhalte«  durch  den  Querschnitt  r*«,  braucht  also 
nicht  durch  den  Greuzwert  dieses  (Quotienten  bei  lim  r^O  erklärt  zu  werden, 
wie  ee  in  der  Tbat  geeebehen  ist  (vgl.  Jahtboeh  über  die  Fortschritte  der  Mafhe- 
matik  !H!*t>,  S.  649). 

bemerkenswerte  Formeln  erhält  man  auch  noch,  wenn  mau  den  Kadiui»  des 
in  M  auf  die  Leitkiurve  senkrechten  Kreises  eine  Fnakti<m  ihres  Bogens  «  sein  Übt 
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und  -Y  VEB[  =  2  PB'x  B[  =  2  B'JB,'  -  2(«  +  y  -  90^.  Iba  Int  na 
im  Dreieck  PDE  nach  dorn  Sinnssatze 

ainiPEP  +  J>PE)  ^  PK  ^  r  sin  «?  —  2  y)  ^  «in     —  2  y) 
aini^Pi;  ED''       rnny  sin  7 

Oder:  ein  D JBP  •  «rt  DPJB  +  ooe  J) jB?P  -»  -  "  ^  "  -  ?> . 

sin  y  ' 

....  ATini^     *in(jJ  ~  2«jp)  —  sin  y  coöi>£P 

mifhin:  cot BPE ^  — s*-  ^  .  t^vs  • 

un  y  •  Bin  J)EP 

Es  ist  aber 

<^  DEP^ÄED  +  PEB{  —  180^  —  «  +  2  (o  +  y  -  90«)  =  a  +  2y. 
AI  X     n  ■»      »in  (Ä  —  2  cd)  —  Bin  y  •  COS  (a  -4-  2  03) 

Aiso:  «otfll-ü  +  — • 

Als  ZShler  dieses  Bruches  ergiebt  sich  durch  ümfomnmg 

sie  ß  cos  2  9?  —  cos  /3  sifl  2  9  —  sin  y  cos  a  cos  2  q>-\-  sin  y  sin  a  sin  2  9  =■ 
=  (  sin  ß  ~  siny  cos  «)  cos  2  g  4-  (sin  y  sin  a  —  cos  ß)  sin  2  <p 
^  sin  «  cos  ^'  cos  2y  -|-  Cosa  cosy  sin  2  y  =  cosy  sin     -j"  2  y). 
£s  ergiebt  sich  demnach: 

«)tJPB-""'"!°;'+''^;-eoty;  -^»PB-r- 

ein  y  Bin  (or      8  y)  "  ' 

Hiprriacli  ist  der  Winkel  DPE  von  <p  unabhängig  und  Lat  dii^  konstante 
Gröfse  y;  folglich  liegt  Punkt  P  auf  dem  Kreise,  der  über  CD  als  Sehne 
ven  Peripheriewinkel  y  faCst,  d.  h.  auf  dem  Feuerbacbschen  Kreise. 
Prenzlao.  W.  Stegemakn. 


Zu  19  (Bd.  T,  8.  371)  (Ed.  Janisch).  Zxcdie  TJmtnft.  Es  l&Cst  sich 
zeigen,  dafs  der  gefundene  Paukt  —  er  sei  mit  ü  bezeiehuet  —  der  Mittelpunkt 
einer  dem  Dreieck  ABC  lunscfaiiebenen  gleichseitigeii  Hyperbel  ist,  derea 
Asymptoten  die  Linien  OB\y  0B\  sind.    Bezeichnen  wir  A  mit      B  mit 

1,  C  mit  2,  den  unendlich  fernen  Punkt  s'  mit  4«  und  den  unendlich 
fernen  Punkt  von  s"  mit  und  6,,  so  konstruiere«  wir  nach  Pascal 
die  zu  s"  parallele  Asymptote  der  durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4, ,  T»,  be- 
stimmten gleichseitigen  Hyperbel.  Wir  erhalten  als  Schnittpuuk;  von 
12  und  4(pö^  den  unendlich  lernen  Punkt  Iii«  von  BC^  als  Schiiillpunkt 

TOn  34  und  6»1,  oder  also  von  s'  mit  dem  Lote  auf  s'  ans  J?,  den 
Pimkt  B'  ab  Punkt  Ilund  die  PasealUnie  n  III.,  d.  l  die  Parallele  dniA 

B*  SU  BC  trifft  die  23  {CA)  im  Punkte  I  {B[),  dnrcb  den  die  5«6.  (die 
sn      parallele  Asymptote  nnserear  Hyperbel)  geht 

Prag.  Ed.  JAmscn. 


%  Anfragen  nnd  Antworttn. 

Zu  8  (Bd.  I,  S.  343)  (W.  Veltttiann).  Es  konvergieren  xwsr  die  Ge- 
raden UP  nnd  XA^  Mg  nnd  FIT,  nicht  aber  die  Bbeaen  XYAB  od 
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MPQ.  Vielmehr  srhtieitJrn  ttich  ilif'sclhen  in  der  zu  XÄ  und  YB  gemein- 
samen Parallelen,  die  auch  zu  Ml*  und  parallel  ist.  Um  dies  einzusehen, 
fülle  man  das  Lot  MU  auf  XY  und  lasse  den  Strahl  MF  um  dasselbe 
rotieren.  Er  beschreibt  einen  Kegel,  dessen  ManteUinien  alle  zur  Ebene  X  YAB 
purallet  sind.  Die  Ebene  MPQ  liegt  im  Innern  desselben,  mnXs  daher  XTÄB 
ichnoiden. 

In  der  Schwierigkeit,  sidi  dies  vorzustellen,  liegt  das  anfseroi'dentlich 
Frappante  an  Herrn  VeltmaTins  Betrachtung.  Die  Fehler  dcrartig^er  Schlüsse 
sind  trotzdem  sehr  leicht  aufzudecken,  wenn  man  das  projektiviscbe  Bild 
des  nichtouklidischen  Baumes  im  Innern  einer  Kugel  betrachtet.  Die  den 
nnendlicfa  fernen  Paukten  der  Oeraden  X^,  MP  n.  s.  w.  entsprechenden 
Bfldpiuücte  /*,  g  liegen  auf  der  EugelflSche,  £e  Ebenen  «ay5,  mpq  im 
Bilde  schneiden  sich  in  ef',  diese  Tlerade  liegt  im  Innern  der  Kugel,  also 
schneiden  sich  in  Wiridicfaheit  die  Ebenen  XA  YB  und  MPQ  im  Endlichen. 

Charloitenburg.  Q.  HnflSBiniKBO. 


3.  Spnolisaal  ffir  die  EnojklopMie  der  Hathemattsehett  WleeeitBoliaften. 

Zu  I  B  Ib:  Rationale  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen. 

1.  S.  257,  Zeile  18  und  17  von  unten  muis  ee  heiüaen  «"»y-*  und 

statt  x-  ^'if  ^ 

München.    A.  v.  Braummühi«, 


Zu  I  B  2:  Invariantentheorie. 

L  S.  328,  Füotnote  fSS);  for  „de  Presle,  Par.  Soc.  niath.  Bull.  16  (1867)" 

read  „de  IVosle,  Par.  Soc.  math.  Bull.  15  (1887)  '. 

Same   footnote;   for  „Hensel,   J.  f.  Math.  lX;i  (1894)  p.  113"  read 

„Hensol,  .].  f.  Math.  \\\\  (181)4;  p.  303". 
1.  Ö.  328,  Fuotnote  ^41).    In  the  reference  to  Kroueekers  papers  in  the 

Berlin  Academy  Berichte,  delete  the  date  1891. 
L  8.  329,  Footnote  (42);  for  ,3ennite,  J.  f.  Math.  83  (1877)"  read 

„Hermite,  J.  f.  Math.  78  (1874)". 
I.  S.  329,  Footnote  (43);  for  „Gayley,  PhiL  Mag.  96,  (1858)"  read  „Cayley, 

Phil.  Mag.  (4)  6,  (1858)". 
1.  S.  329,  Footnote  (4Uj.   The  referenr.-  tu  Brioschi,  A  uuali  di  Mat.  1, 

seems  erroneous;  there  is  a  papi  i  bj  this  author  Giornale  di  Mat.  1 

(1866)  p.  26. 

L  8.  3S1,  Footnote  (56).  Kneser's  woik  is  really  covered  by  Weientrass's 
1858  paper;  for  Kneser  finde  an  orihogonai  Substitution  to  reduce  a 
(juadratic  form,  and  this  is  equivalent  to  redueing  a  faraily  of  qnadratic 
foniis  of  which  one  is  definitc  as  done  hy  Weierstrass. 

I.  S.  333,  Footnote  (68),  for  „Frobeuius,  J.  f.  Math.  85"  read  „Frobeuius, 
J.  f.  Math.  84". 

Cambridge  (England).  T.  J.  I'a.  Bromwicu. 
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Za  I  B  3a:  Separatton  ond  Approximation  der  Warxeln. 

L  Zu  Nr.  4.   Es  wire  wünschenswert,  wenn  hier  die  Litteratur  über  die 

Bpwptsp  von  Dpscartes'  Zeichenrogel  rasammenpest<>llt  wäre.  Ferner 
sollte  der  Satz  von  Kolk«  angeführt  sein.  Bo\  Nr.  10  ist  die  Arbeit 
•/u  Newtons  Methode  von  S.  Spitzer,  Wien  lööl,  unerwähnt  geblieben. 
Bei  Nr.  14,  wo  die  Grät'fesehe  Methode  auseinandergesetzt  wird,  dürfte 
Bich  ein  Qmweis  auf  die  in  der  bekannten  ,^anunliing  ?oii  Beispidiai 
sur  Arithmetik  und  Algtbra**  von  E.  Heia  (50.  Aul.  8.  359-^64)  mit 
dieser  Methode  vollständig  dnrdigerechneten  Beispiele  als  nützlich  er- 
weisen. Ferner  ht  das  ron  demselben  Heis  herstammende  Verfahnn 
der  Gleichungsauflösung  mittelst  „TeilbnK-lirf^ihf'n"  nicht  erwähnt  (ebemi  i 
8.  358 — 59).  Zu  Anmerk.  41  auf  S,  446,  woselbst  die  Auflösung  der 
triuomischen  Gleichungen  erwähnt  wird,  ist  noch  zu  bemerken:  Stern, 
Theorie  der  KettenbrQche,  Berlin  1834;  8.  Oftother,  Beridit  Ober  die 
34.  Yersammlung  deuteeher  Philologen  und  Schnlmänner  zu  Trier  1S80 
8.  190;  E.  E.  Hoffmann,  Archiv  der  Math.  u.  Pk  66,  1881,  S.  33; 
Netto,  Mathem.  Annaion  29,  1887,  8.  141  und  148  und  Isenkrahe, 
ebenda  31,  1888,  ä.  309. 
Münohen.    A  v.  Bral.nmühi.. 

Zu  I  D  3:  Interpolation. 

1.  8.  817,  Note  27.    Stott  Bord.  Mem.  11  lies  Prag  Archiv  1 

Zürich.    H.  Bculhahot. 


Zn  1  D  3:  Interpolation  imd  I  £:  Differeusenrechnnng. 

I.  8.  800  und  S  918.   Die  LUierster  iat  ni  ergänzen  durch: 

Herbert  L.  Rice,  the  theory  and  practica  of  interpolation,  including 
niechanieal  quadrature  and  other  important  problems  ooncemed  with  the 
tabular  values  ot  tunctions.    Ljrnn,  Mass.,  1899. 
Zürich.  H.  Bubkbaj&dt. 


Zu  n  A  3:  Bestimmte  Integrale. 

n.  S.  158.    In   der   semikonvergenten   Entwicklung  vOB  Q(oi)  mois  der 
Faktor  vor  der  iÜammer  e~''  statt  löge»  heilsen. 
Innsbruck.  W.  WurriMafia 


Aus  Anlafs  eines  Nekrologes  auf  Scblümilch,  der  sich  im  letzten 
Bande  dfv  Berichte  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  m 
Leipzig  betindet,  bin  ich  zu  einigen  Bemerlmngen  in  Be^n'j  auf  das  Kefer*t 
von  Herrn  Brunei  über  bestimmte  Integrale  gekommen,  von  deneo  ich 
mir  erUtube,  die  folgmden  auf  die  SehlQmilchschen  Arbeiten  beiflgiiehea 
hier  mitrateUen. 

(l)  Bei  Aufzählung  der  allgemeinen  Lehrbücher  pag.  134  fehlt  der 
zweite  Band  des  Kompendiums  der  höheren  Analjsis,  auf  welchen  in  den 
einseinen  Noten  mehräuih  hingewiesen  wird,  so  Seite  158,  167  etc.  B<ei 
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den  Hinweisen  fehlt  die  Angal)e  der  Ausgabe.    Es  dürfte  als  wünschens- 
wert erscheinen,  dafij  hierbei  eine  Übereinstimniiuig  iiiit  Herrn  Vofs  herbei- 
gef&brt  wird.   L«tstenr  dtieri  di«  vierte  Auflage,  Herr  Brnnel  thatsScli- 
eine  sndera. 

(2)  Bei  der  Aufzählung  der  Monographien  pag.  136  fehlt  die  Mono- 
graphie von  Schlömilch:  Analytische  Studien.  Erste  Abteilung.  Leipzig 
1848,  auf  wolebe  in  dem  Referat  mehrfach  ohne  Angabe  des  genaiien  Titels 
hingewiescD  wird,  so  pa«^.  163,  164  etc. 

(3)  Die  Bemerkuug  pag.  158:  „0.  Schlömilch  nennt  -^'(u)  ^unvoll- 
stSndige  GeaunKftinktioft'  und  giebt  fttr  sie  eine  für  kleine  Wate  tob  » 
brauchbare  Entwickelimg*'  ist  in  ihrem  leisten  Teile  inkorrekt  Schilt  < 
milch  giebt  swar  ximidist  mit  ganz  konen  Worten  eine  derartige  Eat- 
wickelung  —  dieselbo,  die  sich  kurz  vor  dem  zitierten  Satze  in  dem 
Brunelscben  Referat  findet  und  sehen  vor  Schlömil'^h  bekannt  wnr,  — 
bemerkt  dann  aber,  dafs  die.se  Fonnel  ftlr  einigermaiseu  grofse  a*  unbequem 
wird  und  leitet  in  ausführlicher  Weise  eine  andere  lieihe  ab,  die  für  grofse 
Werte  tob  x  gilt  Hooevar  bemerkt  diesen  Umstand  in  der  von  Herrn 
Brunei  adtierten  Arbeit  gans  ansdrOcklich. 

(4)  In  der  Note  58,  pag.  163  mnTs  es  heiJsen  Stadien  1  §  6  statt 
Stadien  1  p.  6. 

(5)  In  der  itote  61,  pag.  164  muls  es  heilsen  Studien  1  p.  49  statt 
Studien  1  p.  4. 

(6)  Die  Note  60,  pag.  65  giebt  zu  zwei  Bemerkungen  AulaTs.  Die 
ziti«te  Arbeit  von  Schlftmiloh  stammt  aus  dem  Jshre  1848,  aus  dem* 
selben  Jahre,  in  welohes  nadi  Hem  Brunei  die  Arbeit  tob  Newman 
fällt  Unter  solchen  Umstanden  dürfte  der  Ausdruck  „wiederfinden**,  der 
bei  Schlömilch  gebraucht  wird,  besser  darch  einen  anderen  xu  er^ 
setzen  sein. 

Die  Bemerkung  „die  von  Schlömilch  von  der  Gau  Ts  sehen  DeEnition 
aus  wiedergefunden  wurde"  ist  unverständlich,  da  nicht  angegeben  wird, 
was  unter  mn«r  solchen  Definition  YerstaadeB  wird.  ThataSchlich  geht 
Schlömilch  von  einer  Integraldarstellung  des  Differentialquotienten  des 
Logarithmus  der  Gammafunktion  ans,  die  Gaufs  nicht  als  Verfasser  hat. 

(7)  pafj  17-1,  Nr.  14.  Hier  dürfte  es'«ieli  empfehlen,  den  von  Schlö- 
milch emgefühiten  Integralsinus  und  Tntc gralcosinus  zu  erwähnen,  zwei 
Integrale,  die  eine  uhnliche  Struktur  wie  der  lutegrallogarithmus  besitzen 
und  sieb  auch  von  Bedeutung  go/.cigt  haben. 

(b)  pag.  180,  Nr.  17.  Von  den  Arbeiten  tob  Schlömilch  über  die 
Besiehungen  zwischen  den  bestimmten  Integralen  und  der  Reihenlehre  wird 
auTser  dem  Kompendium  nur  eiisr  Icnr?  -  X.  tiz  im  dritten  Baade  der  Zeit- 
schrift filr  Matbenvitik  zitiert,  die  lediglich  eine  Ergän^unj^f^  einer  früheren 
sehr  ausführlichen  ^Vibeit  im  zwölften  Bande  des  Archivs  der  Mathematik 
und  Physik  enthält  Diese  Arbeit  fehlt,  obgleich  das  in  Betracht  kommende 
Besultat  in  ihr  schon  vorkommt  Ebenso  fehlen  weitere  ausfShrlidiere 
Arbeiten  im  ersten  und  yierten  Bande  der  Schldmilcfasehen  ZeitschiiA,  sowie 
im  vierten  Bande  des  Archivs. 

(9)  pag.  184,  Note  163.  Die  independento  Darstellung  der  Bernoulli- 
f?chen  Zahlen  wird  in  expliziter  Weise  nicht  betrachtet,  vielmehr  werden 
nur  einige  Arbeit  ri  zitiert,  in  denen  dieselbe  thatsäcblich  behandelt  wird. 

AroMr  der  UatUeiuaUk  uud  PbjBik.   HL  EeUio.  U.  24 
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562  Yenniäehte  Mitteilungen. 

Dieser  Umstand  ist  schon  von  Herrn  Saalschfttz  hervorgehoben  worden. 
Unter  den  7iti6rt6n  Arbeiten  fehlt  die  Arbeit  von  Schlömilch  im  16.  Bande 
des  Archivs,  die  in  dem  zitierten  "Werke  von  Herrn  Saal  schütz  ebenso 
ausftthrlicb  besprochen  wird,  wio  die  Arl>oiten  von  Laplace,  Eytclwein  etc., 
die  Hen'  Brunei  zitiert,  und  die  auch  dieselbe  Bedeutung  ilir  die  Eutwicke- 
Inng  der  Theoria  bedteen  dürfte. 

BraadttL  H.  KRikufls. 


Zu  II  A  -la:  (J  0 W()huliche  Difforentialglcichungoii. 

D.  8.  212,  Z.  1-— 11.  Bei  der  ZusammenstelluDg  der  verschiedenen  Fälle, 
die  eintreten  können,  wenn  längs  der  Diskriminantenkui  ve  G  >=  0  nur 
swei  Werte  von  »uammenfaUeii,  ist  nooh  ein  FftU  bünniofllgeiL  Isfc 
nftmlioh  fta  f^g^  ff' 

und  auiserdem  noch 

Vydy'l      dy'  '  dy'^-^^ 

aber  y  »  ^  (x)  keine  Lösung,  so  ist  diese  Kurve  entweder  der  Ort  fur 
Ponkte,  in  denen  IntegraUoimn  einander  TOn  höherer  ale  1.  Oidnni^ 
lierfihren  oder  der  Ort  von  Spitsen  mit  AafiMmtangenten  (Bpitsen  2.  Art, 

Schnäbel). 

II.  S.  214,  Fufsnote  90.  Es  mnh  dort  hcifsen  statt  „M.  Schmidt,  Diss. 
Giefsen  1885"  ,,Carl  Schmidt,  Diss.  Giefsen  1881".  Diese  Dissertation 
behandelt  auch  nicht  nur,  wie  in  FuTsnote  90  angegeben  ist,  ä|>eidelle 
Gleichungen  1.  Ordnung,  sondern  enthält  allgemeine  Untersuchungen 
Uber  sangnlare  Losungen,  insbesondere  zum  ersten  Male  die  voll- 
ständige analytische  Behandlung  des  allgemeinen  Falles,  wo  läng^  der 
Diskriminantenkonre  (7  >->  0  k  Werte  von  y'  rasammenfallcm,  aber 

dF     ,    .    dF  -    .  . 

^  —  y  +  ä—  =1=  0  ist 

Mainz.  .  Carl  Schmidt. 


Zu  IV.  Bd.,  3.  Teil:  Oeometrische  Grundbegriffe. 

IV.  S,  13,  Zeile  13/14  V.  ü.     Es  heilst  da;  Diesen  (V'ektor)  uenut  Mikx- 
weU»)  „rotation",  sp&ter       „curl"  des  Vektors. 

I>ie  mit  28a)  beaieiohneiie  Abhandlung  aus  dem  Jahr«  1871  iat  weU 
frfther  als  der  mit  23)  bezeichnete  Treatise.    An  beiden  Orten 

wendet  aber  Maxwell  dfn  Ausdruck  „curl  or  vpr<;\on"  an,  und  lehnt 
rotatiou  in  dem  Aufsatz  23a)  ausdrüi-kli«  }i  nh  mit  den  Worten:  ,,I  have 
sought  for  a  word,  which  shall  neithcr  iike  Rotation,  Whirl  or  Twirl 
eonnote  motion  ete.**. 

Freiborg  i/B.  J.  Lteora. 
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8itBii]igBl)«ric1ite  d«r  Berliner  Matlieiiifttieclieii  Geselleckaft. 

Httr&Qagegebfiu  vom  Vorst&ada  der  G«mIUoiiafL 

1.  SlUufig  am  31.  Oktober  1901. 

Anwesend  sind  die  Herren  Adler,  BOrsch,  Badde,  Csratheodorj, 
Cwojdzinski,  Dziobek,  Färber,  R.  Ftichs,  Fürle,  Hamburger, 
Haenlein,  Haentzschel,  Hensel,  Hessenberg,  Heun,  Jahnke, 
JoUes,  Kiehl,  Kneser,  Knoblauch,  Koppe,  Krobs,  Landau,  Lewent, 
MicliftSlis,  F.  Mflllflr,  B.  HalUr,  Opitz,  Peters,  Uoiek«!,  Both«, 
Schafhoitlin,  J.  Schur,  Skutsch,  Steinits,  Vogler,  Wellenberg, 
Weingarf  en. 

Durch  Zunif  gewählt  werden  mm  Vorsitzenden  Herr  "Weingarten, 
zxun  Schrifttuhrer  Herr  Kneser  (Herlin  W,  Scbaperstr.  30),  zum  Stellver- 
treter des  Schriftführers  Herr  Jahnke. 

Wi^vsenschal'tiiche  Mitteilungen: 

Herr  Weingarten:  Über  einen  neuen  Beweis  des  Lagraügescbeu 
Satzes  in  der  Theorie  der  Wirbelbewegungen  (s.  u.). 

Herr  Kneser:  Über  die  Begründung  der  Proportions-  und  Ähnlich* 
keitalelim  in  der  Elementaigeometne  unaUilngig  yom  Arehtmediaohen 
Axiom  und  dem  Begriff  des  Inkommensurabeln  (s.  u.). 

An  der  Diskussion  beteiligen  sich  die  Herren  Dsiobek,  Firber, 
Ueasenberg,  Kneser,  Weingarten, 

2.  SitEin^  am  27.  Nofenber  1901. 

Vorsitz:  Herr  Weingarten. 

Die  Anzahl  der  Mitglieder  der  Qeaellschaft  betrftgt  56;  anwesend 

51  Herren. 

WisaensehafUiche  IGttmlungen: 

Herr  Lampe:  Über  eine  Frage  ans  der  Theorie  der  geomefcriMhen 
Mittelwert«  (s  ii.). 

Herr  Jahiike:  Über  Lemuines  Bestimmung  der  Achsenrichtongen  eines 
Kegelschnitts  (ßdH  de  la  6oc  Uath.  de  France  29,  217;  NoaT.  Ann.  de 
Math.  (4)  1,  aeptembra  1901). 

Herr  Landau:  f^ber  den  eams  inredncibilis  bei  kubischen  Gleichungen. 

Herr  Borsch  legt  das  neoheraosgegebeiie  wiasenschafbliohe  Tageboefa 
Ton  Gauss  vur 

An  der  Diskussion  beteiligen  sich  die  Herren  Hensel,  Heun,  Hessen- 
berg, Jahnke,  F.  Köiter,  Lampe,  Landan,  Steinita 

Bitt«M<bHi8hta  d.  B«rl.  Mafh.  0«.  1 
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2  Sitniiigil»eridifce  der  Bediner  IfftCheiiiAiiielieu  GeselUcliaft 

S.  Sitzang  am  18.  Dezember  190L 

Vorsitz:  Herr  Weingarten. 
Anwesend  40  Herren. 

WiageBBchamiehe  Ißtleilnngni: 

Herr  F.  Eötier:    Elementarer  Beweis  dee  Jaeobisdien  Ki«iiel> 

theorenjs  (s.  tl). 

Herr  Heun:    Über  die  Hertz  sehe  Mechanik  (s.  u-). 
Herr  Hermes:    Zur  Herstellung  der  Vielflache. 

An  der  Diskussion  beteiligen  sich  die  Herren  Heun,  Kneser,  Knob* 
lauch,  F.  Kotier,  Beissner. 


Ober  einen  Satz  der  HjdrodynamiJL 
Ton  J.  Weingarten. 

Der  HelmboltsBche  Säte,  dab  «n  Teilohen  dn«r  reibangtloeeB 

Flüssigkeit,  die  unter  dem  Einflnfs  \on  Fotentialkriften  in  Bewegung  ist, 
zu  keiner  Zeit  eine  Rotation  erlangt ,  wenn  es  zu  irgend  einer  Zeit  ein? 
solche  nicht  besaXs,  ist  von  Helmholtz  nicht  einwandfrei  abgeleitet  worden 
Spätere  Autoren  wie  Kirchhoff,  H.  Weber  haben  fOr  seine  Ableitung 
anstatt  der  von  Heimholt v  zum  Ausgang  gewählten  Eul ersehen  Glei- 
chungen die  Lagrangesdien  Qleidrangen  dnr  B^drodjnamik  snm  Ausgangs' 
piinkte  gewBhIl  Der  Sats  selbst  ist  aber  dnlheh  amdi  ans  d«i  Eolerseben 
Qieichungen  zu  gewinnen. 

Bezeichnen  r,  w  die  Geschwindigkeitskomponenten  des  bewegtea 
Teilchens,  aufgefafst  als  Funktionen  der  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  ^,  £ 
desselben  und  der  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  gezahlten  Zeit 
vnd  bÜdet  man  das  DiffiBorential  einer  willkttrliehen  Fonktimi  ^  der 
Variablen  ir,  <  in  Beziehung  auf  das  bewegte  Teilehmi  wihrend  eines 
Zeitelements  dt^  so  eriillt  man  die  Bestimmung 

dw     dtp  ,     dtp  ,     dtp  .  dtp 

Sind  ferner  j?,  r  die  doppelten  BotatioDdEOmponenten  desselben  TeUdieBS, 
nimlioh 

dv     dw  dw     du  du  dv 

dz     cy^  dx     de  ^     ^  ^  dy  dr'' 

so  ergeben  die  Eul ersehen  Grundgleichungen  sufolge  der  Helmholtxsebea 
Entwidcelung  die  Qleichangen: 


(») 


dp       du  ,     du  ,  du 

da        dv  .     dv  ,  dv 
-dt-^Tx'^^d^-^Tz^ 
dr        dw  ,     ^«5  ,  dw 
,dt     ■*  <?x  '   '  cy   '  dz 
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Fftlui  nuMi  BOdi  die  abkAnende  Beiftichiimg  «m: 

90  ergiebt  lidh  ohne  Weiterea  dureb  Düfonntiation  in  Benehnng  anf  das 
bewegte  TeUeben: 

d9q>  __  dp  dv  .  dq^       ,  dr  d(p  ,     _dx  ,       dy  ,  dz 
dT  "  dt  dx     dt  äy      dt  dz     ^  dt      ^  dt      ^  dt 

und  durob  Benutsong  der  Gldcbongen  (l)  nach  einfaoher  Umfbnnnng: 

Aus  dieser  Gleichiing,  die  aneb  all  eine  einfache  Folgerung  einer  bekannten 
Jaco bischen  Unteraachung  angeeeben  werden  kann*),  adebt  man  Bofort  den 

folgenden  Schlufs: 

lat  9  eine  FwMm  der  vkr  VariabUn  «,  jr*     ^  wäche  der  €Uekhim0 

identisdt  genügt,  d.  h.  bleibt  q>  in  Beziehung  auf  das  bewegte  TeUcken  mii 
der  Zeit  konstant,  so  Ueilif  auch  die  Fuuliion  iqt  derselben  vier  Variablen 
für  das  bewegte  Tälchen  mit  der  Zeil  konstant. 

Drei  unter  einander  unabhängige  Funktionen,  welche  mit  der  Zeit  für 
das  betreffende  Teilchen  ihren  Wert  beibehalten,  sind  sicher  die  drei  An- 
fangakoordinaten  o,  5,  c  dieses  Teilchens  zu  dem  als  Anlaugszeit  gewählten 
b^bigen  Zeilpnnkt  NnlL 

Be  ttoilen  daber  die  drei  Fnnklioiiea 

.         da  ,     da  ,  da 

,         dt  ,     Be  ,  9c 

drei  mit  der  Zeit  nnverlad«üohe  ChrOfino  flfar  dae  betreffende  Teildien  dar. 
Sind  diese  QrQÜMn,  die  offenbar  die  doppelton  Komponenten  der  ÄnfangS- 

rotation  darstellen,  zur  Anfangszeit  Null,  so  bleiben  die  Rotationskomponenten 
Null,  da  die  Punktionaldeterminanto  der  Funktionen  a,  d,  C  nicht  Ter- 
schwindeii  kann.     Dies  ist  der  11  elniholtzsche  Satz. 

Verschwinden  i'Ur  einen  gewissen  Raum  in  allen  Punkten  diese  Kom- 
ponenten im  Anfange,  so  ▼endbwinden  in  dem  konrespondierenden  Baum 
die  Botationskomponeaten  zu  jeder  Zeit,  d.  b.  die  Gesdiwindigkeitskompo- 
nenten  können  ans  einem  Gesebwindigkeitspotential  abgeleitet  werden.  IKes 
ist  der  Lagrangesche  Sata. 

1)  Jaoobi  Werke,  Bd.  6,  p.  89~4t. 
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4  Sitnugabenobte  der  Berliner  MatlienifttieoheB  OeeeUschalL 

Nene  Begr&ndiuig  der  Froportioiis-  imd  JÜmlielikeitddize  nubliingig 
vom  Areliiiiiedlsolien  Axiom  imd  dem  Begriff  des  Iiikommonsiiiabeli. 

\oa  A.  Kneser. 

I.  Ble  dfliKeiitaie  Xbelldikettilefcre» 
!•  Wir  sagen,  swisohen  vier  Strecken  a,  fr,  c,  d  besteht  die  PropoitU» 

(l)  a  :  &  =  c  :  d, 

wenn  das  mit  den  Katbetea  a  vmd  b  gebildete  rechtwinklige  Dreieck  die- 
selben spitzen  Winkel  hat,  wie  das  mit  den  Katheten  c  und  d  gebildete^ 
und  swar  so,  delli  den  ^theten  a  imd  e  gleiohe  Winkel  gegen&bcr  liegen. 
Ans  dieser  Definition  folgt  omnittelbar,  daik  die  angestellte  Proportian  (1) 
mit  den  folgenden  gleiohbedeatend  ist: 

eiä^aihf  hia^diCf  äie^bxa. 

Femer  ist  klar,  dalSs  ans  den  Proportionen 

a  b  =  c  :       a^'.bi  =  c  :  d 

die  weitere 

a :  (  *  o,  :  b, 

folgi 

Ebenso  leicht  sielit  man,  dafs  durch  drei  GHeder  einer  Pi-oportion  das 
vierte  unzweideutig  bestimmt  ist;  denn  z.  B.  aus  den  Proportionen 

a:&ac:4l,  at6»c:4i| 

würde  folgen 

c  :    ^  c  :  <?i ; 

also  wären  die  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den  Katheten  paaren  c,  d  und 
c,  gleichwinklig,  was  nach  dem  zweiten  Kongruenzsat ze  (/  ^  ergiebt. 
£ndlich  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  zu  drei  wiilküiiicb  gegebenen 
unter  den  Strecken  a,  2»,  c,  d  eine  vierte  so  gefunden  weiden  kann,  dals 
die  Proportion  (1)  besteht 

2«  Es  gelte  die  Proportion  (l)  und  sei  OÄB  ein  mit  den  Katheten 
a,  h  gebüdetee  rechtwinkliges  Dreieck,  sodab 

Man  trage  auf  der  Verlüugei-ung  von  OA  Uber  0  hinans  die  Strecke 

OD-^d 

ab  und  ebenso  auf  der  Yerlängci-un^'  von  OB  über  0  hinaus  die  Strecke 

OC-e; 

dann  ist  der  Voraussetaning  (1)  infolge 

-^OBÄ^-^ODCi 

da  man  nun  setsen  kann 
so  folgt 

^  CBA  -  ^  ABC, 
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Die  Strecke  ÄC  erscheint  also  von  den  Punkten  B  nnd  D  ans,  welche  auf 
derselben  Seite  der  Geraden  A  liegen,  tinter  f^loichem  Winkel,  und  die  vier 
Punkte  yl,  jB,  C,  D  liegen  nach  einem  aus  den  Kongruenzs&tzen  folgenden 
Theorem  auf  einem  Kreise.    Daraun  folgt  dann  weiter 

mithin  sind  auch  die  Dreiecke  DGB  und  AOC  m  der  Weise  gleichwinklig, 
dafs  den  Katheten  OC  und  OD  dieselben  Wichel  gegenüber  liegen.  Das 
bedeutet  nach  Nr.  1  aber,  dafs  die  Proportion 

ODiOB  ^  OC  '.OA,  dib^eia 

besteht,  oder  «ich,  wu  nach  Nr.  1  dasselbe  ist, 

0 :  c  «•  & :  li. 

In  der  Proportion  (1)  darf  man  also  die  inneren  Glieder  Tertansehen. 
Schreibt  man  dieselbe  in  der  Fonn 

80  sieht  man  nnmittelbar,  da£s  auch  die  äuXseren  Glieder  vertauscht  werden 
dürfen. 

3.  Sind  0,  C  irgunä  dn»  Ponkte  einer  Geraden  und  liegt  A 
/.wischen  0  und  SO  nennen  wir  die  Strecke  OC  die  Summe  der  Streoken 
OA  und  AC  und  setsen  deragemSfii 

(2)  OC'-OA-^ÄO. 
SpesieU  sei 

OA-ma^   OB^b^AC^e,  ^AOB-^BO^^ 
und  werde  die  Strecke 

an  die  Gerade  OAC  unter  einem  rediten  Winkel  na<h  derselben  Seite 
angetragen,  auf  welcher  OB  UegL    Wenn  dann  wieder  die  Proportion 

(S)  atb^ezä 

vorausgesetst  wird,  so  sind  die  Geraden  AS  nnd  OD  parallel,  und  der 

Schnittpunkt  der  letstoren  mit  OBf  welcher  E  sei,  liegt  aulberiialb  der 
Strecke  OB^  sodais 

OE=^OB-i'  BE 
gesetst  werden  kann.    Nun  ist  offenbar 

BE^AD-'d, 

also 

und  der  Gleichung  (2)  zufolge 

OC  -  a  + 

Die  Dreiecke  ÖOEy  GAB  sind  femer  winkelgleich,  und  den  Seiten  OC, 
OA  liegen  gleiche  Winkel  gegenüber,  somit  folgt 

OC  '.OE^  OA  '.OB 

oder 

(4)  a-^-ctb-^-d^aih^ 
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einn  Proportion,  «liV  somit  als  Folge  der  Proportion  (3)  erwiesen  ist.  Um- 
gekehrt folgt  diese,  wie  die  Figur  unmittelbar  lehrt,  aus  der  Voraossetzung  (^4). 

4.  Jetzt  «pien  zwei  beliebige  gleicin'innklige  Dreiecke  gegeben;  zwei 
Winkel  in  einem  von  ihnen  mögen  halbiert  werden  und  die  Halbierungs- 
linien äich  in  einem  Funkte  Q  schneiden,  der  von  allen  drei  Seit«n  den 
Abstand  r  hat.  Eine  Brite  dieeef  DreiedES  sri  a\  sie  werde  dutii  das 
vom  Punkte  Q  gellÜlte  Lot  in  die  Abschmlte  Oj  und  Of  sarlegt.  Dia 
analoge  Konstruktion  am  zweiten  Dreieck  ergebe  den  Punkt  Q\  der  von  den 
Seiten  den  Abstand  r'  hat;  die  Seit^  ff'  Höge  dem  gleichen  Winkel  wie  a 
gegenüber  und  werde  in  die  Abschnitte  /  ,  und  zerlegt,  von  denen  a\ 
im  Scheitel  eines  gleichen  Dreieckswinkeis  wie  endige.  Daun  hat  das 
rechtwinklige  Drae<&  mit  den  &theten  r  und  <i|  denselben  der  Streeke  r 
gegenflberliegendflB  Winkel  wie  das  nut  den  Katheten  r*  und  a\  gebildete 
gegenflber  der  Strecke  r';  also  folgt  nach  Nr.  1 

oder  nach  Nr.  t 

r :  r'  —  ai :  a\. 

Ebenso  eigiebi  sieh 

f :  r'  ^  fl, ;  o'|, 

also 

und  nach  Nr.  8 

II,  "f  ffg  J  «1  4-  o'j  =  Oj :  a',     f ;  r' 
oder,  da  offenbar  die  Gleichungen 

«  —  «i  +  «I»   «'  —  a'i  +  a'i 

gelten, 

a :  a'  —  r :  r'. 

Sind  die  flbrigen  Piaare  gleichen  Winkeln  gegeoflberliegender  Seiten  h,  6' 
und     e%  so  ergiebt  sich  ebenso 

und  hieraus  folgt 

ata'  ^hih\   ata'  ^  cie'\ 

Tn  winkelgleichen  Dreiecken  sind  also  irgend  zwei  Seiten  des  einen  Dreierks 
denjenigen  Seiten  des  andern,  welche  den  gleichen  Winkeln  gegenüberliegen, 
proportional 

6.  Spesien  folgt  aus  dem  eilialtenen  Resultat,  da£s  auf  den  Schenkeln 
eines  Wiidcels  durch  Parallele  proportionale  Stoecken  abgeschnitten  werden. 
Tiigt  man  umgekehrt  bei  der  Yoranssetsung 

II :  6  =»  c : 

auf  dem  einen  Schenkel  eines  Winkels  die  Strecken 

a  —  OA,  e  —  0(7, 
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nach  «iner  und  derselben  Seite  ab^  ebenso  auf  dem  anderen  Schenkel  nach 
einer  Seite  die  Strecken 

und  zieht  durch  C  eine  Parallele  ztt  AB,  welche  den  Schenkel  OB  in 
schneide,  so  liegt  dieser  von  0  «08  in  der  Bichtong  OB,  und  ee  ejqgiebt 
sich  nach  Nr.  4 

a :  ö  =  c :  OD®, 

also 

w<nraii8  ueh  Nr.  1  folgt 

OD  -  <i  -  0B^\ 

da  nun  die  Ponkte  D  und  Ton  0  ans  nach  derselben  Seite  hin  liegen, 
so  mflsssn  sie  nuammeufallen;  die  Geraden  AB  imd  OB  fSaaA.  somit  parallel. 

Hiermit  sind  die  Grundlagen  geg  '^  ^  auf  denen  die  gesamte  Lehre 
von  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  und  Vielecke  in  der  gewöhnlichen  Weise 
entwickelt  werden  kann,  ohne  dafs  der  Zahlbegiifl^  das  Inkommensurable  oder 
das  Archimedische  Axiom,  benutzt  würden. 

n.  Die  Streekenreeknong. 

6.  Eine  beliebige  Strecke  werde  durdh  1  beuiehoet;  gilt  daam  die 

Proportion 

(6)  ail^xih, 

so  nennen  wir  die  Strecke  «  das  Produkt  ans  a  und  h  nnd  setsen 

X  —  ab. 

Nach  Nr.  S  folgt  nun  aus  der  angesetzten  Proportion 

a : «  —  1 : 

and  hierana  nach  Nr.  1 

i> :  1  —  X  :  a; 

man  hat  also  die  Gleichungen 

»    da,   ab  »  ha, 

utd  die  definierte  Multiplikation  swei<r  Strscken  ist  kommvtatiY. 
£s  sei  femer 

jf^xe^  (ab) e,  g^be,  «  »  a#  »{bc); 
dann  gelten  die  Proportionen 

(6)  5 : 1 «  « :  e,  « :  1 »  y :  c,   a :  1 «  « :  #, 

oder  nach  Nr.  2 

big ^lic,  »tp^lie, 

also  nach  Nr.  1  und  2 

b  i  £  =^  X         6:«  — 

oder  «ndHöb 

ff :  t     y :  f  . 
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Kombiniert  man  hiermit  die  Proportion  (5),  so  folgt 

a :  1  » jf :  #, 
also  infolge  der  dritten  Prop<Htion  (6) 

und  dies  ergiebt  nach  Nr.  1  das  gewitnsohte  RMultat 

V  —  f/,    inh)  c  =  a  ihr). 

Die  Multiplikation  dor  Strecken  ist  also  auch  assoziativ. 

Endlich  folgen  nach  Nr.  2  und  3  aus  den  Proportionen 

di«  Besnltate 

:  x,  —  ffj  :  Xj,    rtj  :     —  1  :  6, 
<ij  +  aj:jr^-i-Xj  =  Oj:Xj,  aj-4-a,:l=a:j4-J^:ft; 

da  nun 

80  zeigt  die  letzterhaltene  Proportioa 

und  dio  Multiplikation  i«t  als  znr  Addition  distributiv  erwiesen.  Für  b€ide 
Operutioueu  gelten  also  bei  den  festgesetzten  Definitionen  dieselben  formalen 
Bechnungsregeln  wii-  in  der  Arithmetik. 

7.    Es  ist  nach  den  bisherigen  Eui Wicklungen  noch  nicht  selbstTer- 
stibidlicb,  aber  leicht  au  xeigen,  data  ans  der  Proportion 

(7)  a :  ft  -=  c  :  tZ 
die  Gleichung 

ad  «■  he 

folgt   Setit  man  iribnliöh 
sodaft  die  FroporttoBen 

(8)  a :  1  -« « :  d,   6 : 1  —  y :  e 
bestehm,  so  kanu  eine  Strecke  m  durch  die  Proportion 

(9)  b  :  1     m :  <i 
definiert  wwden;  dann  ist 

6 :  IM  »  1 :  d, 
und  da  der  ersten  Proportion  (8)  zufolge 

a : «  »  1 : 

so  folgt 

(10)  a:dE<->d:m,   aib^  Xim. 

Andrerseits  ergiebt  die  Definition  von  m  kombiniert  mit  der  zweiten 
Proportton  (8) 

y :  c    m :  li, 

also  auch 

(11)  üim^cid 


Digitized  by  Google 


SiteangBberidito  der  Berliner  M^thematiechen  GeMlIeoluift. 


9 


oder  der  Vorauwetnuig  (7)  infolge 

y :  m  »  a : 

also  nach  der  zweiten  Proportion  (10) 

:  m  —    :  M, 

woraus  naeh  Nr.  1  folgt 

(12)  «    9i   ad  *-  bc 

Geht  mau  umgekehrt  von  dieser  Gleichung  aus  und  definiert  m  wio 
biditr  dmeh  die  Fkoportioii  (9),  so  ergeben  sieh  wie  oben  die  Beeultate  (10), 
(Ii)  und  ans  ihnen  die  Proportion  (7)^  welche  somit  als  Folge  der  "Voraus- 
setzung (12)  erscheint. 

Hiermit  sind  genügende  Hilfsmittel  gegeben,  um  alle  in  der  alge- 
braischen Geometrie  vorkommenden  Rechnungen  mit  Strecken  unabhängig 
vom  Archimedischen  Axiom  sowie  von  den  Begriffen  der  Zahl,  des  In- 
kommensurabeln  und  des  Flächeninhalts  vollständig  durchzufühlen. 

Idteratnr:  Qrassmann,  Ausdelunmgslelire  von  1844,  Bein  geometiiBdlie 
Dantellnng  der  IVoportionen  in  der  Geometrie,  §§  75 — 79. 

Hoppe,  Kein  geometrische  ProportioDslelire.  AndiiT  der  HatiL  n. 
Phys.  (1)         S.  153—161.  1878. 

Kupffer,  Die  Darstellung  einiger  Kapitel  der  Klementarmathematik, 
Sitzungsberichte  der  Naturforschergesellschaft  zu  Dorpat,  10,  Heft  U, 
S.  369—380.  1893. 

Hilbert,  Orundlagen  der  Geometrie  (FestMhrift),  §§  14—17.  1699. 


tW  «iae  Frage  ans  d«r  Theorie  der  geometrlMluD  littelwerte. 

Von  £.  Lampe. 

Äufyäbe,  —  Den  IGttelwert  der  Krflmmongsiadien  aller  Normalschnitte 
in  einem  Pnnkte  B  einer  pontiv  gekritamnten  Obesfllohe  zu  finden. 

Lösung.  —  Man  besobreibe  in  der  Tangentialebene  der  Oberfläche  fSr 
den  betrachteten  Punkt  B  um  den  Berührungspunkt  B  als  Mittelpunkt  den 
Kreis  mit  drm  T?H(liTiK  a  (von  beliebiger  Lange),  errichte  in  jedem  Punkte 
P  der  Peripherie  dieses  Kreises  das  T  ot  auf  der  Tangentialebene  und  gebe 
dem  Lote  die  Länge  r  desjenigen  Kiummuugsradius,  welcher  dem  durch 
BP  gehenden  Normalschnitte  der  OberiUehe  angehört  Die  Gesamtheit  der 
so  eniehteten  Lote  gehört  dem  Mantel  des  Kreiscjlinders  an,  der  den  Kreis 
vom  Radios  a  als  senkrechten  Quersdmitt  besitst.  Das  von  den  Strecken  r 
beschriebene  Sttlck  des  Mantels  des  Cylinders  werde  längs  des  einen  Haupt- 
krümm nngsradius  r^  aufgeschnitten  und  in  eine  Ebene  ausgebreitet,  so  er- 
hält man  ein  ebenes  Flächenstück  von  der  Basis  2 an  und  dem  Inhalte 
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Nun  i!«t  brkanntlifh  r  =  r j r-j / (f,  COS* 9  +  sin* (jp),  wann  and  die  beidon 
Hauptknunmungsradien  sind.    Mithin  ist 

0 

oder  JP=  2anyr\r^.  Hieraas  ergiebt  sich  die  mittlere  Höhe  dieser  flielie 

nach   Division   durch   die   Basis  2 an  als  Setzt  man  die 

Krümmong  der  Oberfliicho  in  B  gleich  drm  reziproken  Werte  dps  mittleren 
Krflnminngsradius,  so  wird  die  auf  di<  t  Woise  definierte  Krümmung  gleich 
der  Quadratwurzel  aus  dem  Gaufsscbün  Krümmungsmafs. 

YerlUurt  mau  in  gleicher  Weise  mit  der  bOmmung  1/r  jedes  Honnal- 
sehnittes,  trigt  man  idso  im  Punkte  P  senkrecbt  rar  Tufontislebeiie  1/r 
als  lineare  Gröfse  nach  einem  beliebig  gewfthltea  ISaSse  auf,  so  erhält  man 
nach  Ab^dckelung  des  auf  solche  Weise  entstandenen  Mantelstückee  fBr 
die  Gröise  desselben  den  Ausdruck: 

Bczeidmet  man  den  Mittelwert  der  Kümmmig  «Her  Nrnmatochnitte  dnreh 
l/r,,  so  erhftlt  man  also 

die  Haltte  der  sogenannten  mittleren  Krümmung,  in  Übereinstimmung  mit 
den  Ansichten  von  Sophie  Germain. 

IVie  alle  Fragen  ans  der  Theoarie  der  geometrischen  Hittelwerte,  so 
hat  audi  die  nnsrige  je  nadi  der  Annahme  der  nnabhSngigen  VariaUa  (in 

unserem  Falle  <p)  unendlich  viele  andere  Lösungen.  Beschreibt  man  in  d&c 
Tangfnl iniebene  eine  beliebige  geschlos^icne  Kurve,  welche  B  einschlierst,  so 
kann  man  diese  Kurve  als  Basis  eines  Cylinders  benutzen  und  aut  dessen  zur 
Tangentialebene  senkrechten  Ei'xeugenden  die  Werte  von  r  nach  derselben 
Weise  wie  oben  beim  Kreiscjlinder  auftragen.  Jede  solche  Kurve  er- 
giebt im  allgemeinen  einen  anderen  Ifittelweri  Anber  dem  oben  be- 
nutzten Kreise  um  B  als  Zentrum  empfiehlt  sidh  die  Bnpinsehe  Lidikatrix, 
die  auf  elliptische  Integrale  führt.  Als  Kuriosum,  das  auch  ohne  Durch- 
führung der  Eechnnng  leicht  verständlich  ist,  möge  folgender  Fall  erwähnt 
werden.  In  der  Tangentialebene  von  B  7,eichne  man  beiderseitig  von  B 
den  Radius  in  dem  Schnitte  der  zugehörigen  Normalebene,  also 
BB^  =  BBi='  Tj  und  ziebe  dun^  nnd  Ri*  Senkrechte  sn  BM^  und 
BBi'.  Biese  beiden  Parallelett  können  als  geschlossene  Kurve  nm  B  be- 
trachtet werden    Für  Sie  folgt  als  Mittelwert  aller  Radien  r  der  Wert  r^. 

Eine  von  der  vorigen  Lösung  verschiedene  erhält  man,  wenn  man 
in  der  Tangentialebeno  jeden  Wert  von  r  längs  des  Schnittes  der  zu- 
gehörigen JSormalebene  aulträgt.  Die  ^Endpunkte  der  Kadien  bilden  eine 
Kurve  mit  der  Polaigleidiang 

Vi. 
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oder  wie  man  leicht  findet 

Setzt  man  diesen  Flächeninhalt  gleich  dem  eines  Kreises  vom  Hadivs  so 
kann  man  ^  aU  ]iüttelwert  aller  Badien  r  definieren.    Da  nun 

ist,  80  ert^if^l»!  eich  hier  q  als  geometrisch ps  Mittel  zwischen  df^m  geo- 
metrischen und  dem  aiithmeiiachen  Mittel  ans  den  beiden  Hauptkriunmungs- 
radien. 


Sin  Bowel8  des  Jaoobiaelmi  fhemnu  tob  te  ZnmniiMiiwtilMffcelt 
einer  KrelseUiewegimg  ans  den  InveTsioneii  iweier  PoJiUKitlMiwegiLiigen. 

Von  Fritz  Kötter. 

Das  bekannte  Theorem  von  Jacob!,  dafs  sich  jede  Kreiselbewcgung 
aus  den  Umkehrongen  zweier  konjuperten  Poinsotbewegiuip'en  zusammen- 
setzen lasse,  steht  zwar  nicht  in  der  ersten  Keihe  der  zahlreichen  Ent- 
deckungen dieses  Forschers,  wenn  es  sich  um  die  Fmchtbarkeit  und  den 
Folg«reichtiim  handelt;  «ft  rückt  aber  aofort  aa  dielen  Plate,  wenn  es  sieh 
um  die  Elegam  und  die  übexraschende  EinfiM^eit  des  ZnsammeidiangB 
eeheinbar  weit  von  einander  entfent  liegender  Dinge  handelt. 

Für  dieses  Theorem  hat  man  verschiedene  Beweise  gegeben.  Einige 
dieser  Beweise,  welche  die  Übereinstimmung  der  formebn^irsigen  Darstellung 
der  beiden  zu  vergleichenden  Bewegungen  als  Hauptstück  enthalten,  führen 
xwar  die  Richtigkeit  dos  Theorems  unmittelbar  vor  Augen ,  bleiben  aber 
dennoch  unbefriedigend,  wmI  de  die  innwen  üisaclien  der  Übereinatimmnng 
nicht  berühren. 

Ohne  die  endgültige  Darstelinng  durch  elliptische  Funktionen  in  be- 
rnt/en,  haben  Darboux  und  Eouth  das  Theorem  bewiesen,  indem  «^io 
zeigten,  dafs  die  Geschwindigkeitsgröfsen  bei  den  beiden  verglichenen  Be- 
wegungen in  derselben  Weise  von  der  gegenseitigen  Lage  abhängen. 
WSbrend  aber  hei  Bouth  mehr  die  formelmälsige  Übereinstimmung  betont 
wird,  hebt  Darbonx  hervor,  dab  der  Anedruck  fOr  das  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit bei  der  zueammengMeteten  Bewegung  anmittelbar  die  Über- 
einstimmung mit  dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  bei  der  Bewegung 
dos  Kngelkreisels  erkennen  lasse,  nnd  so  in  Verbindung  mit  dem  Umstände, 
dafs  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  nach  den  Hauptachsen  der  beiden 
gegen  einander  bewegten  Räume  konstant  sind,  das  Theorem  zur  Evidenz 
biinge. 

Von  allen  Beweiecn,  welche  bisher  IlDir  das'  Theorem  gegeben  wurden, 
enetheint  mir  daher  dei^enige  Ton  Darbonz  alt  der  natfirlichite.  Man 
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kann  jedoch  noch  einen  Schritt  weiter  gehen.  Der  Beireb  tod  Darbonx 
fordert  für  die  Erkenntnis  seiner  Richtigkeit  noch  immer  die  Bildunjr  d*»r 
ersten  Integrale  des  Krt'isMlprüblf>ms.  Und  wenn  jene  Integrrale  iwich  sämt- 
lich eine  weitgehende,  aiigemeiu  gütige  Bedeutung  haben,  müi'ste  ein  Beweis 
aib  einfacher  gelten,  bei  welchem  unmittelbar  gezeigt  würde,  dais  die  n- 
Banunengeeetite  Bewegung  die  Eigenschaft  bat,  welche  in  dem  Ansati  für  die 
Differentialgleichimgen  der  Bewegung  dee  KngeUcreieels  xnm  Ausdruck  konuni 
üin  selcher  Beweis  wurde  in  dem  Vortrage  mitgeteilt. 


Ober  die  fiertzsolie  Meohanilu 
Von  Karl  Heun. 

In  Rücksicht  auf  die  zimehmende  Bedeutung  d*^r  Mechanik  gebundener 
Systeme  sollen  hier  einigü  Entwicklungen  aus  den  Hertzschen  ,4'rincipien*' 
wiedergegeben  werden,  welche  hienint  in  der  engsten  Beäehung  stehen. 

Wir  knflpfen  an  Abschnitt  7  des  ersten  Buchse  an,  in  weldiem  die 
kinematischen  Grundbegriffe  in  Besug  avf  «n  System  definiert  sind.  Herti 
bezeichnet  hier  die  einfachen  kinematischen  Vektoren,  insofern  sie  durch 
Strecken  im  Euklidischen  Kaume  dargestellt  sind  und  ihren  Ausgang  roa 
bestimmten  Massenpunkten  des  Systems  nehmen,  als  Elcmcfitarvekfirr^. 
Solche  sind  z.  B.  das  Moment  der  GeschwiMdigkeit  sowie  der  Beschleunigung 
eines  Punktes  mit  der  Masse  m.  Bezeichnen  wir  die  Komponenten  der 
Elementargeschwindigkeit  mit  i^j,  i*,,  nnd  diejenigen  der  BeseUeonignng 
mit  3^,  i|,  ^,  dann  kann  man  snnSchst  die  skalarsn  auf  das  ganae  System 
besogeneo  QrOften 

8,  —  Zm  {x^x^  +  x^x^  +  ijJJj),        =  Zm  (^^x^  -f-  S^x^  +  jf,T,) 

bilden  und  als  Viriale  der  Momente  der  Geschwindigkeiten  und  der  Be- 
schien nignngen  bezeichnen.  Von  einer  bestimmten  Lage  und  Konfignmtion 
und  dem  entsprechenden  Zeitmomente  ausgehend,  werden  sieh  diese  System- 
gröfsen  in  doppelter  Weise  ändern:  einmal  indem  jeder  Massenpankt  »»  seine 
Geschwindigkeit  ond  Beschleunigung  wechselt,  dann  aber  auch  indem  s^oe 
Lage  im  Baume  eine  andere  wird.  Die  Entwiddung  der  Bednktionsmethodea 
für  die  kinematischen  Elementarvektoren  ist  nun  unter  den  Händen  vcn 
Johann  Bernoulli  und  Lagrange  thatsächlich  so  Tor  sich  gegangen, 
dafs  man  die  erstgenannten  Ändeningen  ganzlich  ausgeschlossen  und  das 
zweite  System  der  Anderangen  insofern  als  willkürlich  angenommen  hat. 
als  es  die  Beschränkung  auf  imendlich  kleine  mit  dem  geometrischen  Zu- 
sammenhänge des  materiellen  Systems  vertragliche  Verschiebungen  gestattet 
Das  System  der  kinematischen  Elementarvektoren  wird  also  infolge  der 
ersten  Festsetzung  zu  einem  siationän  n  in  dem  Sinne,  in  welchem  die 
Astatik  bei  ihren  Betrachtungen  die  Krftftesysteme  för  —  beliebige  —  Ver- 
schiehnngen  anffafst.  Die  entsprechenden  Virialftnderungen  des  Goschwin- 
digkeitS'  uud  B&schleuuigungssystems  sind: 
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Die  EinfOhrang  der  Lagrangeschen  SystemkoordinatMi  9|,  9,,  '  '  9^ 
an  Stelle  der  CSarteaacben  Koordinaten  ergiebt  AnsdrAcke  Ton  der  Form: 

worin 

bedevtei  Die  Idnetisohe  Energie  des  Systems  ist  definiert  durah  die 
Qleidiung 

Herts  nennt  die  Grölsen  ]'|,  •  •  l'j,  die  Komponenten  des  Mo- 
mentes der  Geschwindigkeit  in  Besng  auf  das  ganae  materielle  System  und 
bezeichnet  den  entsprechenden  Vektor  —  im  Gegensatz  zu  den  Elementar^ 
Vektoren  —  als  einen  Lagrang  eschen^)  Vektor.  Diese  Bezeichnung  ttbertrigt 
aich  ohne  weiteres  auf  Beschleunigungen  und  Kräfte. 

Wirkt  also  auf  die  Masse  m  eine  ElementarkrafI:  mit  den  Komponenten 
Aj,  k^y  A'y,  welche  eine  Elemeutaxreaktion  mit  den  Komponenteu  i\y  r^^ 
hexTonmftf  ao  ist  für  jeden  Masaenponkt 

A-^     mii  4-  r, ,    A,  =  mx^  -fr,,  mx^  -f  r,; 

und  man  hat  nach  dem  d'AIemberta<^en  Prinxtp  die  Bew^gnog^leichangen 
in  der  Fonn 

wenn 

das  Virial  der  Elementarreaktionen  in  Bezug  auf  das  ganze  System  be- 
deutet.    Setzt   man   nach  Einführung   der  Lagrangeschen  Koordinaten 

ao  kann  man  die  Btwegmg^^ädmmgm  dea  Syatema  auch  achreiben: 

Für  ein  angekof^ltea  System  wäre  nach  der  Auffassaug  von  Hertz 
natürlich 

JEj  "  E^  —  0. 

Da  diese  besondere  Vorauss^t/nng  tür  die  Anwendungen  der  Mechanik 
—  wenigstens  vorläufig  -  uiii>t'4uem  erscheinen  könnte,  so  behalten  wir 
im  folgenden  die  äufseren  Kräfte  bei,  indem  wir  den  Hertzschen  Begriff 
der  Koppelung  der  einzelnen  Teilsysteme  ohne  weiteres  auf  dynamiadi  be- 
eiaflnfate  materielle  Systeme  auadehnen.  Genau  genommen  ist  dieae  ganae 
Unterscheidnng  gerade  in  der  tedmiachen  Medianik  hftufig  belanglos.  Denn 


1;  Eigentlich  führt  Hertz  diese  Benennung  erst  in  Nr  47ß  bei  Erörtemng 
der  dynamischen  Verhältnisse  ein.  Es  liegt  jedoch  kein  Grund  vor,  iu  der  Kine- 
matik eine  andere  Tenninologie  an  benntann. 
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nehmen  wir  etwa  den  KiirbelmecliaDi«?nnis  (Fig.  1)  der  Dampfnia^rlüne,  so 
sehen  wir,  d,ifs  die  Welle  Ä  mit  dor  Ai  ueitsmaachine,  der  Krcu:£kopf  D  mit 
dem  Systeni  der  Dampfinoiekiüe  imd  dafs  der  ganze  Meclianismus  mit  der 
Unterlage  gekoppelt  ist  Diesen  Yerbindungeit  entspredien  der  Wider- 
stand der  Arbeitsmasohine,  die  treibande  Kmft  des  Keaseldami^fes  und  die 
Schwerkraft 

Wir  betrachten  jetzt  einen  beliebigen  Mechanismus  von  n  Graden  der 
Frwheit  und  trennen  denselben  durch  einen  oder  mehrere  Schnitte  in  zwei 

Teile.  Die  freien  Koordinaten 
des  erstoi  Tealsystems  seien  gi« 
9tt  *  *  *f  2«'t  diejenigen  des 
MweÜM  *  *  *9  9«^  und 

nennen  die  2ugeh5rigen  kine- 
tischen Energien  A''  und  E". 
Bei   analoger  Bezeichnting  der 

übrigen  korrespondierenden 
GrOlBen  heifsen  die  Bewegungs- 
glnehnngenderbeidenTeiUtfrteine 


Alle  Elementarkrnfte  haften  bei  dieser  Auffassung  an  ihren  ursprünglichen 
Augriffspuukten  und  dürfen  deshalb  ror  Ausführung  dos  Trennschnittps 
keineswegs  nach  den  Regeln  der  Statik  reduziert  werdeu.  i>ie  hier  zu- 
ISssigen  Reduktionen  werden  ohnedies  dnroh  Bildung  der  Lagrangeschen 
Komponenten  Jli,  *  •     K,,-,  JTi,  •  <     K'^"  ausgeführt 

Koppeln  wir  nun  beide  Teiligrstame  durch  die  Olmchnngen  der  UMyAiw 
(Herta  Nr.  531): 

(1)  0  -  0,  -  0, . . -  0, 

dann  kOnnen  die  obigen  n  n"  Bewegungsgleichnngen  nicht  mdir  be- 
sfedien.   Es  ist  Tieimehr  jetst  nach  dem  d'Alemberticheii  Prinsip 

(2)  d,®;  +  d,®;  -  0,  (cf.  Herts  Nr.  58S) 


zu  setzen  ist.   Die  Lagrangeschen  Gleichungen  nehmen  also  die  Form  an: 


(3) 


Sie  eignen  sich  nicht  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  ganzen  Systems 
Sind  die  freien  Koordinaten  desselben  q^,  q^,  •  •  9^,  dann  besteht  die 
Bedehnng 

  n'  +  «"  —  «1  ^ 


gefthi^ 


1)  Im  obigen  Beispiele  möge  der  Schnitt  etwa  bei  C  dnrch  die  Lenkgiange 
'  ,  ^  ist  dann  «sl,  fi'i««,  »"i^a,  «»8. 
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und  die  BewegungsgleiGhuiigeii  haben  die  Fonn: 

(4)  Wi^Äi,  W^^K^ 

Die  Oieidraiigen  (3)  dienen  lediglich  zur  Bestimmung  der  beiden  La- 
grange sehen  Vektoren  (i^j,  B^y  •  •     i?«  )  und  (JSi,  JRs,  * '  *, 
Setat  man  nun  in  der  Gleichung  (3)  oder 

nach  den  Gleiohangen  (l)  die  Werte  der  Variationen  der  Koordinaten  als 
Tünktaonen  der  GrOften  ^9i/d^t  *  "*       ^  »^1^  d'Alem- 

bertachen  Prini^  fttr  daa  gekoppelte  System 

sein.  Die  resoltlerende  Gleiehnng  serittU  also  m  em  System  von  w  komo* 
genen  linearen  Gleichungen; 


Dies  sind  die  Gldchungen  „zwischen  den  Komponenten  der  auf  ^e 
Haschine  wirkenden  Stifte  nach  ihren  Koordinaten**,  auf  welche  Horts  in 

Kr.  533  seiner  Prinzipien  hinweist.  Sie  sind  von  gToTser  Bedeutung  f&r 
die  technische  Kinetostatik,  indem  sie  die  Abhängigkeit  der  Komponenten 
der  Schnittreaktionen  von  einander  ausdrflekon.  Führt  man  den  Schnitt 
durch  ein  Lager,  so  ergeben  sicli  in  derselln  u  ^Vtnse  die  Komponenten  der 
Zapfenreakliamen  tür  den  betreffenden  Mechanismus. 

Das  kinetostatische  Ftoblem  der  ÄMfiwjcrrealäkmmt  welches  eigentlieh 
eine  Variante  d«r  vorstehMid  behandelten  Angabe  ist,  wollen  wir  nur  für 
den  ein&chen  Kurbelmechanismns  betrachten  und  uns  hierbei  auf  die  not- 
wendigsten  Andeutungen  be- 
schränken. 

Um  den  Mechanismus 
(Fig.  2)  in  den  erforderlichen 
FrÄeitssuBtand  sa  veisetsen, 
▼ersehieben  wir  die  Wellen- 
mitte A  nach  Ä*  entsprechend 


den  Koordinaten  Tq,  Vq,  ferner 
den  Kreuzkoptzapt'en  von  I> 
nach  D'  entsprechend  den  Koor- 
dinaten t/i  und  drehen  die 
Kolbenstange  in  die  Lage  D'E\ 
so  datSs  sie  mit  der  Horison- 
talen  den  Winkel  t  t'ildet 

Das  in  dieser  Weise  frei  gemachte  System  if«t  hectimnit  diirch  die 
sechs  Koordinaten  x^,,  y^,  0,  x^^  y^^  if.  Seine  Bewegung  würde  also  durch 
die  sechs  Lagrangeschen  Gleichungen 

(6)  H^-Ä,  (v-M,  6) 
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insofern  bestimmt  sein,  als  dies  ohne  Angabe  der  Anfangriage  und  der 

Anfangsgeschwindigkeiten  möglich  ist. 

Koppeln  wir  aber  das  Kurbelsystem  mit  dem  gesamten  Auf lagorgerfist, 
80  kann  dies  im  vurliegeuden  Falle  nur  dmch  füui'  Gleichungen: 

xwiachen  den  Koordinaten  geschehen,  und  an  Qtelle  dar  Gleiohiuigen  (6) 
treten  die  folgenden; 

(7)  Wy^K^  +  B^,  (r-n..,« 

Hierduix'L    sind   die   beiden   Kettkiiuusvektoren   (li^  —  Jfj^,  — "  J^po) 

J{^  =  Ji^^  -li^  —  it„i,      =         bestimmt.  Die  ilertzschen  Gleichungen  (5) 

rednneren  lich  auf  eine  einzige. 

Ea  ersdieint  hanm  nfilag  hervonmheben,  dab  der  hier  entwiekaita 
Beehnnngagang  aneh  ohne  weiteres  aus  den  allgemeinen  Ans&taen  von 
Lagrange  folgt,  wie  er  sie  in  der  3I('ca)}iqu('  nruihjtiqur  entwickelt  hat 
Hier  kam  es  nur  darauf  au,  2tt  zeigen,  dafs  Hertz  den  kinet-ostaüscheu 
Betrachtungen  eine  wesentlich  gröfsere  Aufmerksamkeit  geschenkt  hat,  als 
es  iu  den  meisten  systematischen  Darstellungen  der  theoretischen  Mechanik 
zu  geschehen  püegt,  indon  diese  —  namentlich  nadi  dem  Yorgauge  T<n 
Jacob i  —  den  Schweapunkt  aUzii  einseitig  in  die  Bewegongsgleichangin 
legen. 


•  * 
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